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I. 

Ueber  Wirbelbewegungen  in  compressiblen  Flüssigkeiten. 

i 

Von 

Dr.  L.  Graetz 

in  Breslau, 


Bei  der  Untersuchung  von  Flüssigkeitsbewegungen  bietet  sich  als 
einfachster  Fall  dar,  dass  bei  der  Bewegung  ein  Geschwindigkeitspoten- 
tial existirt.  Für  diesen  Fall  reduciren  sich  die  hydrodynamischen 
Gleichungen  bei  in  compressiblen  Flüssigkeiten  auf  die  Gleichung  4q>  =  0 

und   bei  compressiblen  auf  die  Gleichung  -tt-,  =a*z/qp.     Die   Annahme 

der  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  involvirt,  dass  in  der 
Flüssigkeit  keine  Wirbelbewegungen  existiren.*  Will  man  diese  mit 
betrachten,  so  lassen  sich  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  nicht 
mehr  durch  ein  Potential  ausdrücken.  Man  kann  dann  die  Bewegungen 
als  superponirt  aus  zwei  Componenten  betrachten.  Die  erste  Componente 
ist  die  Bewegung  unter  der  Annahme  eines  Geschwindigkeitspotentials, 
die  zweite  unter  der  von  Wirbeln.  Auf  diese  Weise  hat  Ob  erb  eck 
einige  Bewegungen  in  reibenden  incompressiblen  Flüssigkeiten  be- 
handelt.** Für  nicht  reibende  in  comp  res  sible  Flüssigkeiten  ist,  wie 
Helmholtz  gezeigt  hat,  die  Bewegung  aller  Theilchen  vollständig  be- 
stimmt, wenn  zu  irgend  einer  Zeit  die  Componenten  der  Wirbelbeweg- 
ungen gegeben  sind.  Eine  genauere  Durchführung  ist  nur  für  einige 
wenige  Fälle  bis  jetzt  möglich  gewesen. 

Es  soll  hier  untersucht  werden,  wie  sich  die  Bewegungen  bei  nicht 
reibenden  compressiblen  Flüssigkeiten  gestalten,  wenn  man  an- 
nimmt, dass  in  ihnen  Wirbelbewegungen  existiren.  Aeussere  Kräfte  sollen 
nicht  wirken. 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  einer  solchen  Flüssigkeit  sind: 


•  Helmholtz  in  Borchardt's  Journal  Bd.  55. 
**  Borchardt's  Journal  Bd.  81. 
ZdUchrlft  t  Mathematik  «.  Physik  XXV,  1.  j  b^ 


2  Ueber  die  Bewegung  von  compressiblen  Flüssigkeiten. 
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9«.    au  ,   0«  ,    au       a/> 

•ä7+uä^+rä7+"'aT  —  a^' 
T.  a*  ,    a»  ,   dv  ,    a»       a/> 

J)  ä7+ttäi;+t'äT+,,'äl — ä7' 

d«>  .     dn>  .     3w  .      #«>  dP 

■V)         &-S-*  H-C"»*  B-g-« 

Hierin  bedeuten ,  wie  gewöhnlich ,  uvw  die  Componenten  der  Geschwin- 
digkeit, £i?£  die  der  Drehungsgeschwindigkeit  nach  den  Axen  der  xyz, 
p  den  Druck  und  (i  die  Dichtigkeit.  Man  behandelt  in  der  Theorie  der 
Luftströmungen  immer  nur  den  Fall,  dass  die  Geschwindigkeitscomponen- 
ten  und  ebenso  die  Aenderungen  der  Dichtigkeit  sehr  klein  sind,  so 
dass  man  ihre  Quadrate  und  Producte  vernachlässigen  kann.  Wir  wer- 
den sehen,  dass  diese  Annahme  eine  specielle  Voraussetzung  über  die 
Wirbelbewegungen  involvirt.    Unter  dieser  Annahme  können  wir  zunächst 

setzen  ,  ,  , 

dp  =  ar  d(i 

und  ft  =  f*0(l+a),  wo  ö  die  Verdichtung  im  Punkte  xyz  bedeutet.  Es 
soll  p*  nur  unendlich  wenig  von  u  abweichen.    Es  ist  dann  /*=  /  — t2 , 

also  bei  unseren  Vernachlässigungen 

/>  =  «**. 
Ferner  werden  die  Gleichungen  I),  III),  IV) 


V) 


VI) 

vii)      |?-t-i«.  £-Jr-»*  |i-J---n 

dy      0*  3z     3a;         '      dx     dy 

Aus  den  Gleichungen  V)  und  VII)  folgt  zunächst  durch  passende  Diffe- 

rentiation,  dass  ^-,  -r-,    —   gleich  Null  sein  müssen,  und  das  ist  eben 
et     ot     dt 

die  Beschränkung,  die  wir  bei  unserer  Annahme  eintreten  lassen  müssen. 

Digitized  by  VjiJijy  LL 


du 
dt 

+*£■ 

=  0, 

dv 
dt 

+  a,Ty' 

=  0, 

dm 
Tt 

=  0; 

da 

dt 

*i 

ar^ayT 

■!-:-•• 

Von  Dr.  L.  Grabtz.  3 

Das  heisst  also:  Wenn  bei  einer  Flüssigkeitsbewegung  nur  sehr 
kleine  Geschwindigkeiten  und  Dichtigkeitsänderungen  vor- 
kommen sollen,  so  müssen  die  Wirbelbewegungen  an  jedem 
Orte  mit  der  Zeit  unveränderlich  sein,  und  umgekehrt:  Aen- 
dern  sich  die  Wirbelbewegungen  an  einem  Orte  mit  der  Zeit, 
so  müssen  in  der  Flüssigkeit  endliche  Geschwindigkeiten 
oder  endliche  Dichtigkeitsänderungen,  oder  Beides  zusam- 
men stattfinden. 

Wir  wollen  zunächst  beweisen ,  dass  uvtv  vollkommen  bestimmt  sind, 
wenn  gegeben  sind 

1.  Int  für  alle  Punkte, 

2.  uvw  und  g-,  ;r-,  Yi  ^tir  irgend  eine  Zeit  <=0  als  Functionen 

des  Ortes, 

Zu    Zv    Zw 

3.  ^-,  r-,  ^-    für  alle  Elemente  der  Grenzfläche  als  Functionen 
(71t    on    on 

von  *. 
Wenn  {i?f  gegeben  sind  und  es  gäbe  zwei  Werthsysteme  t^  t>,  »^  o^ 
und   tiiviwta%1    so   bilden  wir  ihre   Differenzen   ux  —  wa  =  t/,  ©j  —  ©2  =  ©', 
iTj  — rc>2  =  «/,   ^  —  ö8  =  <f'.     Dann  mnss  nach  den  Gleichungen  VII)  zu- 
nächst sein 

^L_iL=o     ^L-£ll':=o     ?£'_£!L_ft 
ay    dz      '   a*    a*      '  a*    a^~  * 
d.  h. 

a«  ay  a* 

Die  Gleichungen  V)  und  VI)  werden  dann 

VIII)  ^  +  ^  =  0, 

IX)  |f  +  «V= />(<). 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

x)  j|=«,^+/"(0. 

Du  ist  bis  anf  f(f)  die  Gleicht!  ng  für  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit 

in  Wellen.     Wir  multipliciren   die  Gleichung  mit  -rr^x  und  integriren 

über  den  ganzen  von  der  Flüssigkeit  eingenommenen  Baum.  Da  die 
Veränderung  von  dt  mit  der  Zeit  unendlich  klein  von  höherer  Ordnung 
ist,  als  die  Veränderungen,  die  wir  hier  betrachten,  so  können  wir  setzen 


Wi-M®1« 


und  es  ist  also  Digitized  ^Google 


dz 


4  Ueber  die  Bewegung  von  compressiblen  Flüssigkeiten. 

Nach   dem   Green9  sehen  Satze  ist  aber  bei  der  Vernachlässigung,  die 
wir  hier  eintreten  lassen, 

wo  ds  ein  Element  der  Oberfläche  der  Luftmasse  ist  und  n  die  nach  dem 
Innern  gerichtete  Normale.     Es  ist  also 

—W&'+rW&f'"* 

dto 

Nun  nehmen  wir  an,  dass  für  alle  Elemente  der  Oberfläche  ^— =  0 

on 

ist.     Dann  wird  die  Gleichung 

XI,    m4f^hm*^)> 

=ifd"'(-,)7,ßl"+c' 

wo  C  von  t  unabhängig  ist.    Setzen  wir  nun  voraus,  dass  für  /=0  <p  und 
-^y  gleich  Null  sind,  so  ist  (7=0. 

Nun  war  ^—  =w,  —  w9,  — —  =  ©-  — ©8,   __ ««;—«;.    also,  wie  durch 
dx  dy  dz        *       * 

Variation  erwiesen  wird, 

9    J  ^l ~  "**  dX  +  ^ ~~  V**  dy  +  ^ "~  W^  dZ' 
Vertauschen   wir  also  u1vlwl  mit  w8r8w8,   so  ändert  q>  sein  Vorzeichen. 
Dann   ändert  sich  auch   in  Gleichung  11)   rechts  das  Vorzeichen,   links 
nicht,  folglich  müssen  die  beiden  Gleichungen  gleich  Null  sein.     Es  muss 
also 

sein,  d.h.  es  muss  q>  constant,  also  gleich  Null  sein.     Es  ist  also  bewie- 
sen ,  dass  tp  immer  gleich  Null  ist ,  wenn  ~   für  alle  Elemente  der  Grenz- 

fläche  verschwindet,  und  wenn  für  <  =  0  q>  und  —  gleich  Null  sind. 

et 

Ist  also  für  *  =  0 

ux~u%,  ^«^  «^-»3,  jj-jf,  jj-j[>  ~T/~~a7' 

und  für  die  Oberfläche 
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dux      du%      dt>t      dt>%      dwx      drv% 
dn~"dn*     ^w""~^n,    Tn^Tn' 


Ist  nun  g>  =  0,  so  giebt  die  Gleichung  VIII)  a  gleicb  einer  von  t 
unabhängigen  Grösse  und  aus  Gleichung  IX)  folgt,  dass  diese  auch  von 
xyz  unabhängig  ist.  Es  ist  also  o  bis  auf  eine  additive  Constante  be- 
stimmt. Wir  müssen  nun  aus  den  Gleichungen  V),  VI),  VII)  bestimmte 
Gleichungen  für  uvwa  bilden.  Dazu  differentiiren  wir  die  erste  Gleich- 
ung V)   nach   /   und   die  Gleichung  VI)   nach  x.     In  den  Ausdruck  für 

d*o  (d*u        d%t>  d2m  \ 

dxTt  =  -\d^+dFdj+teTz)  fcragen  wir  die  Au8drücke  ftir  «•  *•  t 
ein.     Dadurch  erhalten  wir  die  Gleichungen 

XIII)  f^"*^- 

Die  Gleichung  XIII)  ist  genau  dieselbe,  welche  auch  bei  der  Annahme 
eines  Geschwindigkeitspotentials  vorkommt.  Die  Verdichtungen  wer- 
den also  von  den  Wirbelbewegungen"  nicht  beeinflusst.  Sie 
sind  dieselben,  ob  Wirbel  existiren  oder  nicht. 

In  den  Gleichungen  XII)  treten  im  letzten  Gliede  die  Verbindungen 

—?  u.  s.  w.  auf.     Es  brauchen  also  gar  nicht  die  ävt  selbst  überall 

dy     dz 

gegeben  zu  sein,  sondern  nur  diese  Differenzen.     Aus  den  Gleichungen 
dy     8*         '      dz     dx~ "     '     dx     dy**    ' 

dx^dy^-dz 
lassen  sich  aber  die  §1?£  immer  vollständig  bestimmen. 

Die  letzten  Glieder  der  Gleichungen  12)  sind  nach  unserer  Voraus- 
setzung von  t  unabhängig.     Wir  haben  also  die  Lösungen  der  Gleichung 

d-^  =  a*4V-2a*f(xyz)      . 

zu  suchen.     Die  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichung  ist 

if;=  W-F{xyz), 
wo  *P  der  Gleichung 
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Ueber  die  Bewegung  von  compressiblen  Flüssigkeiten. 

und  F  der  Gleichung 

4F=  —  2f(xyz) 

genügen  muss.    Die  letzte  Gleichung  giebt 

%f{xyz)  dx 


2nJ 


Bezeichnen  wir  also  mit  ü FW  Lösungen  der  Gleichung  -^-  =  o8^y, 
so  erhalten  wir 


XV) 


w  <=s  W—  sr- 


\dp    dz) A 

\dz     0*J 

— —  rf,, 

/(dJi-dA\ 


Darin  ist  dx  ein  Element  des  von  den  Wirbelf&den  erfüllten  Baumes,  r 
ist  seine  Entfernung  von  uvw  und  das  Integral  erstreckt  sich  über  den 
ganzen  von  den  Wirbelf&den  erfüllten  Raum.  Die  Geschwindigkeitscom- 
ponenten  eines  bestimmten  Punktes  uvw  setzen  sich  also  aus  zwei  Thei- 
len  zusammen.  Erstens  bewegt  sich  das  Theilchen  nach  jeder  Axe  so« 
wie  es  sich  auch  ohne  das  Vorhandensein  von  Wirbeln  bewegen  könnte« 
und  ausserdem  wird  seine  Bewegung  noch  von  derjenigen  sämmtlicher 
Wirbel  beeinflusst.  Jedes  Element  eines  Wirbels  trägt  zu  der  Geschwin- 
digkeit des  Theilchens  xyz  bei  die  Componenten 

(£*-?3\  (*A-*1\  (*!L-dJ\ 

,_  dr  \dy     dz)         ,_  dt  \dzdx)         ,      dx  \dx     dyl 

U~2n         r         '      *~2^         r         f     m  **  %n         r         ' 
Wir  können  aber  die  Gleichungen  XV)  auch  so  schreiben: 

xvi)  ,-F+^yrff(i^_^)_^y-f(^_jz)t 

Die  letzten  Integrale  rechts  können  wir  nach  dem  bekannten  Satze  leicht 
in  Flftchenintegrale  umwandeln.     Es.  ist 
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-/*(&(4)-n(5))-/7«~M-«'»t"»- 

Bezeichnen  wir  die  Drehungsgeschwindigkeit  selbst  mit  Ar,  so  ist 

£  =  k  co${k)  x),     17  =  Ar  cos(/r,  y),     £  =  *  cos  (Ar  z), 
unser  Integral  wird  also 


/ 


(cos  (k  z)  cos  [n  y)  —  cos  (ky)  cos  (n  z)). 


Die  einzelnen  Wirbelfäden  werden  von  den  Wirbellinien  begrenzt.  Die 
Linien  k  nnd  n  steben  also  anf  einander  senkrecht.  Errichten  wir  daher 
auf  der  durch  k  nnd  n  bestimmten  Ebene  eine  Senkrechte  m,  so  sind 
die  Differenzen    der  Prodncte    der  Cosinus    bezüglich  gleich  cos{m^x\ 

co*(m,y),  cos{m^z).  Unser  Integral  wird  also  / — -  und  ent- 
sprechend werden  die  anderen.     Die  Gleichungen  XVI)  werden  also 

nri1      §  a\        r       fcr)i1      rdskcos(m,z) 

Die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  xyz  wird  also  von  jedem  Theilchen 
innerhalb  eines  Wirbels  und  von  jedem  Theilchen  an  der  Oberfläche  des- 
selben beeinfluBst.  Jedes  Element  aus  dem  Innern  des  Wirbels  erzeugt 
eine  Geschwindigkeit,  deren  Componenten  sind 

älA^""1^/'  ^vaT^W'  tt\*JZ~tjy)9 

Die  Grösse  dieser  Geschwindigkeit  ist 

dx  ksinö 

wo  #  der  Winkel  zwischen  k  und  r  ist. 

Jedes  Theilchen  an   der  Oberfläche  des  Wirbels  erzeugt  eine  Ge- 
schwindigkeit, welche  gleich 

ist.  Die  erstere  ist  bekanntlich  gleich  und  gleichgerichtet  der  Kraft, 
welche  ein  Element  eines  elektrischen  Stromes  in  dt  auf  einen  Magnet- 
pol in  xyz  ausübt,  die  letztere  gleich  der  Kraft,  welche  ein  Element  ds 
einer  mit  magnetischer  Flüssigkeit  belegten  Fläche  auf  diesen  Pol  ausübt. 

Digitized  by  VjOOQIC 


8  Ueber  die  Bewegung  von  compressiblen  Flüssigkeiten. 

Für  den  Fall,  dass  in  einer  compressiblen  Flüssigkeit  keine  Wir- 
belbewegungen existiren,  lässt  sieb  der  Wertb  des  Potentials  in 
jedem  Punkte  für  ein  gegebenes  Zeitintervall  einfach  ausdrücken  durch 

die  Werthe,  die  q>  und   -r-  im  Anfang  der  Zeit  haben.     Es  ergiebt  sich 

diese  Behauptung  durch  Anwendung  des  Green'schen  Satzes  unter  Be- 
nutzung einer  speciellen  Auflösung  der  für  solche  Flüssigkeiten  gelten- 
den Differentialgleichung.*  Ganz  ebenso  lassen  sich  in  unserem  Falle 
die  Werthe  von  uvw  für  einen  beliebigen  Punkt  der  Luftmasse  in  einem 

du 
gewissen  Zeitintervall  ausdrücken  durch   die  Werthe  von  uvw  und   — , 

— ,  —  im  Anfange  der  Zeit  und  durch  die  Componenten  der  Wirbel- 
bewegung. Der  Beweis  ist  beinahe  derselbe,  wie  in  dem  einfacheren  Falle. 
Es  muss  hier,  wenn  wir  unter  tf  eine  der  Grössen  uvw  und  unter  f(xyz) 

*.  a«  ««.  -wgf-Jj).  -wß-j-g).  -^C-j-H) 

verstehen,  ty  der  Differentialgleichung  genügen 

XVIII)  ^  =  a*4il>  +  f(xyz). 
Nach' dem  Green* sehen  Satze  ist  nun 

XIX)  fät(OJV-FJÜ)=fäS(vfn-üd£). 

Dieser  Satz  gilt,  wenn  U  und  V  mit  ihren  ersten  Differentialquotienten 
in  dem  ganzen  Räume  stetig  sind.  Die  Function  ty  könnte  möglicher- 
weise an  der  Oberfläche  des  von  den  Wirbelfaden  erfüllten  Raumes  un- 
stetig sein.     Da  wir  aber  in  XV)  ty  als  Summe  zweier  Functionen  dar- 

stellen  konnten,   von  denen  die  eine  der  Gleichung  -^-5-  =  a2z/qp  genügt 

und  die  andere  ein  Raumpotential  ist,  so  erkennt  man  leicht,  dass  ty  mit 
seinen  ersten  Differentialquotienten  im  ganzen  Räume  stetig  bleibt 

In  die  Gleichung  XIX)  tragen  wir  nun  für  U  eine  Function  ty  ein, 
die  der  Gleichung  XVIII)  genügt ,  und  lassen  V  der  Gleichung  genügen 

Dann  wird  die  Gleichung  XIX) 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  dl  und  integriren  sie  von  0  bis  T. 
Dann  wird  sie 


*  8.  Kirchhoff,  Vorles.,  S.  314—317. 
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j. 

f"fd 


XX) 
Wenn  wir  uun  speciell  wählen 


rr_F(r  +  at) 

wobei  F  nur  von  Null  verschieden  sein  soll ,  wenn  das  Argument  zwischen 
a(  und  at'-\-e  liegt  und  wenn  wir  annehmen,  dass 

0<af<at+e<aT 

und 

at  +  i 

IF(r)  dr  =  1 
& 
ist,  so  können  wir  das  Glied  links  und  das  erste  Glied  rechts  von  XX) 
ebenso  umformen,  wie  es  an  dem  angeführten  Orte  geschehen  ist.     Das 
zweite  Glied  rechts  können  wir  schreiben,  da  /  von  /  unabhängig  ist, 

0  0 

Wir  haben  also  darnach 

Diese  Gleichung  giebt  den  Werth  von  ^  im  Punkte  r  =  0  zur  Zeit  f, 

ausgedrückt  durch  die  Werthe,  die  zur  Zeit  f=0  —  in  der  Kugelfläche 

und  4>  in  und  unendlich  nahe  der  Kugelfläche  besitzt,  welche  mit  dem 
Radius  af  um  den  Punkt  r  =  0  beschrieben  ist,  und  durch  die  Werthe 
der  Drehungscomponenten  f(xyz). 

Um  ein  Beispiel  für  die  Bewegung  von  compressiblen  Flüssigkeiten 
zu  berechnen,  nehmen  wir  an,  dass  eine  Trombe  der  z-Axe  parallel 
vorhanden  sei.  Wir  setzen  also  £  =  0 ,  r\  =  0.  Wir  nehmen  den  Anfangs- 
punkt in  der  Axe  des  Wirbels  an,  also  mit  ihm  beweglich,   und  setzen 

?  =  f(e)i  wo  Q^y^+y2  ißt.  Dann  ist,  wenn  wir  die  Coordinaten  des 
Punktes  xyz  mit  (ß&z  und  die  von  dz  mit  q&z'  bezeichnen,  * 


q'cos(&—  9) 


*=F  +  —    f  dxf'(Q)cos& 

2nJ  VV-*)%+9*+f-*99CO$p-*)m 

/  o 
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Nehmen  wir  nun  speciell  f(r)  =  CQ  an,  wo  ^  constant  ist,  und  denken 
uns  die  Wirbel  in  einem  Hohlcylinder  von  QSS3Qi  biß  ?  =  ?2,  so  ist 

2*  J 


_         ^    j*  f*f QdQ'd&dz'sin& 

Pf  f QdQd&dzcosd' 


™>        *  I  °«.  I 


*   0    0 
Da  nun,  wenn  wir  ^'-^=9  setzen, 

2* 

sin  <p  dtp 


/» 


ist,  so  Ut 


=0, 


—  nj-cs*n^  I    C C  Qd(f'dz'cotq>d<p 


COS(f> 

XXII)  ft»Ö 

c  sind1 


ebenso 


c  cos& 


Für  die  Axe  des  Cylinders,  also  für  ^  =  0,   ergiebt  sich  ans  XXI) 

2«  I 


9t    0    0 
^r  /*  fd9j^dtcos£  _ 


XXIII)  *°° 


Ä    0    0 

Auf  die  in  der  Axe  der  Trombe  liegenden  Tb  eilchen,  das  Auge,  hat 
also  die  Wirbelbewegung  gar  keinen  Einflnss. 

Abgesehen  von  den  Eigenbewegungen   U  und   V  haben  alle  ausser- 
halb der  Trombenaxe  liegenden  Theilchen  eine  Bewegung  im  Kreise  um 

c  R 
die  Axe  mit  dem  Radius  5—.     Dieser  Radius  ist  variabel  mit  9  und  z. 

Ueber  die  anderen  Erscheinungen  bei  den  Tromben ,  namentlich  über  die 
Druckverminderung  im  Auge  derselben ,  giebt  die  Analyse  in  dieser  An- 
näherung keinen  Aufschluss. 
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Zur  mathematischen  Statistik. 

Von 
W.   KÜTTNEE 

in  Burgk. 


Die  Errichtung  von  Invaliden  -  Pensionscassen  ist  in  jüngster  Zeit 
mehr  denn  je  der  Gegenstand  öffentlicher  Besprechungen  gewesen  und 
hat  erfreulicherweise  in  fast  allen  Kreisen  lebhaftes  Interesse  erweckt. 
Mit  fast  gleicher  Intensität  hat  aber  auch  die  Theorie  der  Invaliditäts- 
versicherung  —  die  mathematische  Grundlage,  auf  der  sich  Versorgungs- 
institute dieser  Sichtung  aufzubauen  haben  —  Gelehrte  und  Techniker 
beschäftigt  und  Veranlassung  zu  einer  Reihe  wissenschaftlicher  Abhand- 
lungen gegeben,  die  zum  grossen  Theil  in  „Mas ins,  Rundschau  der 
Versicherungen "  und  im  „Journal  des  Collegiums  für  Lebensversiche- 
rungswissenschaft4' zum  Abdruck  gelangt  sind.  Allein  diese  Arbeiten,  so 
verdienstvoll  sie  an  und  für  sich  sind ,  weichen  in  ihren  Voraussetzungen 
so  von  einander  ab  und  haben  fast  ausnahmslos  so  herbe  Kritiken  über 
sich  ergehen  lassen  müssen,  dass  es  nicht  auffallen  kann,  wenn  sie,  an- 
statt eine  fortschreitende  Entwickelung  dieser  Theorie  herbeizuführen, 
eine  gewisse  Unsicherheit  in  den  Fundamentalsätzen  erzeugt  haben,  die 
im  Interesse  dieser  wichtigen  Frage  heute  mehr  denn  je  zu  beklagen  ist« 

Wenn  der  Verfasser  daher  hier  auf  die  zwar  ältere,  aber  ausgezeich- 
nete Zeuner'sche  Behandlung  der  Invaliditätsversicherung*  zurückkommt 
und  eine  neue  Begründung  der  daselbst  abgeleiteten  Formeln  giebt,  so 
glaubt  derselbe  nicht  allein  etwaige  Bedenken,  die  man  gegen  die  Zeu- 
ner'sche Darstellung  hegt,  zu  zerstreuen,  sondern  der  Sache  selbst  in- 
sofern einen  Dienst  zu  leisten ,  als  er  den  Technikern  die  etwas  in  Ver- 
gessenheit gerathenen  Formeln  in  Erinnerung  bringt,  welche  nach  seiner 
Ansicht  vor  allen  anderen  berechtigt  sind,  zur  Lösung  des  vorliegenden 
Problems  zu  dienen. 

Ich  beginne  zunächst  damit,  die  nachstehenden  Functionen ,  die  zur 
Berechnung  der  Invalidenpensionen  vorzugsweise  erforderlich  sind, 


*  Zeuner,  Abhandlungen  aus  der  mathematischen  Statistik. 
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1.  die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  der  Altersgrenzen  x0  und  xt 
activ  zu  verbleiben, 

2.  die  Wahrscheinlichkeit,   innerhalb   derselben  Altersgrenzen   als 
Activer  zu  sterben, 

3.  die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  derselben  Altersgrenzen  dauernd 
invalid  zu  werden  und  das  Grenzalter  xx  lebend  zu  erreichen 

und 

4.  die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  derselben  Grenzen  invalid  zu 
werden  und  vor  Erreichung  des  Grenzalters  xx  zu  sterben, 

direct  auf  die  Fundamentalsätze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,*  d.  h. 
auf  die  Sätze  der  einfachen  und  zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit 
zu  gründen. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  der  Altersgrenzen  x0  und  xt  in 
Activität  zu  verbleiben  oder  als  Activer  zu  sterben ,  oder  endlich  invalid 
zu  werden,  fällt,  wie  unschwer  einzusehen  ist,  genau  mit  derjenigen  zu- 
sammen, aus  einer  Urne,  die  eine  unbestimmte  Anzahl  von  weissen, 
schwarzen  und  rothen  Kugeln  enthält,  eine  weisse,  schwarze  oder  rothe 
Kugel  zu  ziehen.  Genau  so,  wie  man  nun  hier  von  n  Versuchen,  die 
w  weisse,  s  schwarze  und  r  rotbe  Kugeln  ergeben  haben  mögen,  nach 
der  wahrscheinlichsten  Hypothese  schliesst,  dass  die  Wahrscheinlichkeit, 
weiss  zu  ziehen ,  =  tv : n ,  schwarz  zu  ziehen  =  sin  und  roth  zu  ziehen 
=  r:n  ist,  so  hat  man  auch  im  ersteren  Falle  nach  Massgabe  derselben 
Hypothese  und  des  Beobachtungsmaterials,  das  von  A  activen  Personen 
innerhalb  der  erwähnten  Altersgrenzen  Ä  als  activ  verblieben,  Ta  als 
activ  verstorben  und  /  als  invalid  geworden  nachweisen  soll,  zu  folgern, 
dass  die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  der  Altersgrenzen  x0  und  xx 

1.  activ  zu  verbleiben,  gleich 

1)  <.-■£. 

2.  als  Activer  zu  sterben,  gleich 

2)  «.-£ 

und  endlich 


*  Behm  behauptet  in  seinem  sonst  vorzüglichen  Werke:  „Statistik  der  Mor- 
talitäts-,  Invaliditäts-  und  Morbilitätsverhältnisse  beim  Beamtenpersonal  der  deut- 
schen Eisenbahnen.  Berlin  1876",  dass  die  obigen  Functionen  gar  nicht  in  das 
Bereich  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gehören.  Wenn  es  mir  überhaupt  ganz 
undenkbar  ist,  dass  Wahrscheinlich!  eitewerthe  nicht  in  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung gehören  sollen,  so  war  für  Behm,  falls  ihm  die  bekannten  Sätze  der- 
selben auf  gegenwärtige  Fragen  nicht  anwendbar  schienen,  doch  durchaus  keine 
Veranlassung  zu  einer  solchen  Behauptung  vorhanden,  weil  in  diesem  Falle  natur- 
gemäße fragliche  Functionen  eine  Bereicherung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
bilden  mussten. 
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3.  invalid  zn  werden,  gleich 

3)  q  =  L 

ist. 

Diese  drei  Ereignisse  sind,  wie  ans  der  Vergleichnng  nnmittelbar 
folgt,  einfache. 

Verlangt  man  aber  weiter  die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  der 
Altersgrenzen  x0  nnd  xx  invalid  zn  werden  nnd  das  Grenzalter  xl  lebend 
zu  erreichen,  so  kann  dies  nicht  mehr  die  Frage  nach  der  Wahrschein- 
lichkeit eines  einfachen,  sondern  nach  der  eines  zusammengesetzten  Ereig- 
nisses sein,  die  gleichbedeutend  mit  derjenigen  ist,  eiue  rothe  Engel  aus 
der  ersten  Urne  und ,  wenn  dies  eingetroffen ,  eine  weisse  Kugel  aus  einer 
zweiten  Urne,  die  in  einer  unbekannten  Mischung  gerade  soviel  weisse  und 
schwarze  Kugeln  zusammen  enthält,  als  sich  in  der  ersten  rothe  befinden, 
zu  ziehen. 

Hätte  nun  eine  Reihe  von  Versuchen  zu  dem  Ergebnisse  geführt, 
dass  von  nx  aus  der  zweiten  Urne  gezogenen  Kugeln  sx  schwarz  und 
ni  —  8i  wei&8  wären ,  so  würde  nach  der  wahrscheinlichsten  Hypothese  die 
Wahrscheinlichkeit,  aus  der  zweiten  Urne  weiss  zu  ziehen,  =  (nt  —  st) : nt 
und  nach  dem  Satze  von  der  zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit  die 
gesuchte  Wahrscheinlichkeit,  d.  h.  aus  der  ersten  Urne  roth  und  aus  der 
zweiten  weiss  zu  ziehen,  gleich 

n  *  nl 
sein.  Genau  so  verhält  es  sich  mit  der  Wahrscheinlichkeit,  invalid  zu 
werden  und  am  Ende  der  Altersstrecke  von  x0  bis  xx  noch  zu  leben. 
Hätten  die  Beobachtungen  ergeben,  dass  von  den  J  invalid  gewordenen 
Personen  7*  innerhalb  der  erwähnten  Altersgrenzen  verstorben  wären,  so 
würde  nach  dem  Vorstehenden  die  Wahrscheinlichkeit,  im  Alter  von  x0 
bis  xx  invalid  zu  werden  und  xt  zu  erleben, 

ä\  i-J  J~T<-J-T'-„  T* 

sein,  weil  in  diesem  Falle  r  mit  /,  n  mit  Ay  sl  mit  T{  und  nx  mit  J  zu- 
sammenfällt. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  im  Alter  von  x0  bis  xx  invalid  zu  werden 
nnd  das  Grenzalter  xx  nicht  zu  erleben,  ist  selbstredend 

Kl  l-J    T<-T* 

Könnten  wir  jetzt  voraussetzen,  dass  uns  immer  eine  Gesellschaft 
activer  Personen  gegeben  wäre,  bei  der  während  eines  gewissen  Zeit- 
raumes fo— x0)  ein  Zugaug  gar  nicht,  ein  Abgang  aber  nur  durch  Tod 
oder  Invalidität  erfolgte,  so  würde  die  Beobachtung  der  Invaliditäts -  und 
Todesfälle  dieser  Gesellschaft  unmittelbar  die  Wertbe  liefern,  die  wir  in 
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unsere  Formeln  1)  —  5)  einzuführen  hätten.  Allein  eine  derartige  Vor- 
aussetzung ist  schon  deshalb  unzulässig,  weil  unsere  Formeln  auf  jede 
Gesellschaft,  also  auch  auf  die  mit  aus-  und  eintretenden  Mitgliedern 
anwendbar  sein  müssen.  Tn  diesem  Falle  hätten  sich  aber  diese  Beobach- 
tungen nur  auf  einen  bestimmten  Theil  der  Gesellschaft  zu  erstrecken, 
was  dieselben  dergestalt  compliciren  würde ,  dass  man  voraussichtlich  von 
ihrer  Ausführung  oft  Abstand  nehmen  müsste,  abgesehen  noch  davon,  dass 
zur  exacten  Bestimmung  von  U  nicht  immer  eine  genügende  Anzahl  von 
Fällen  vorhanden  sein  würde.  Es  empfiehlt  sich  daher,  in  erwähnten 
Formeln  Äy  A',  /,  Ta  und  Tt  zu  eliminiren  und  als ,  Functionen  anderer 
Grössen,  die  unabhängig  von  den  Aus-  und  Eintrittsbewegungen  sind, 
auszudrücken.  Hierzu  eignet  sich  aber  am  vorzüglichsten  die  Lebens- 
Wahrscheinlichkeit  p  und  die  Invaliditätswahrscheinlichkeit  q,  auf  deren 
numerische  Berechnung  wir  später  zurückkommen  werden. 
Führt  man  in  Gleichung  1)  zunächst 

A'=A-{Ta+J) 

A'aA-iTa  +  TÖ-J+Tt 


oder 

ein,  so  hat  man 


,  _A-(Ta+T<)       J       Tt 


Setzen  wir  vorläufig  für  active,  wie  für  invalide  Personen  ein  und  die- 
selbe Lebenswahrscheinlichkeit  fest,  so  ist  (A  —  [7«+  T7»]):^  offenbar  die 
Wahrscheinlichkeit  /?,  am  Ende  der  Altersstrecke  x0  und  xx  noch  zu 
leben,  so  dass  wir 

erhalten.     Ferner  ist 

ra  =  ^-[^-(ra+7V)]-r„ 

so  dass  Gleichung  2)  in 

übergeht.  Becapitulirt  man  jetzt  die  vier  gefundenen  Wahrscheinlich- 
keitswerthe,  so  findet  sich,  dass 

ist. 

T 

Zur  Bestimmung  des  Quotienten  -j  schlage  ich  folgendes  Verfahren 

ein.  Ist  F(x)  die  Function  für  die  Anzahl  sämmtlicher,  aus  einer  ge- 
gebenen Gesammtheit  von  Activen  bis  zum  Alter  x  invalid  gewordenen 
Personen  und  f{x)  die  Anzahl  der  lebenden  Personen  vom  Alter  ar,  ent- 
nommen aus  einer  Absterbeordnung  für  eine  gemischte  Bevölkerung,  so 
werden  die  in  dem  unendlich  kleinen  Zeitintervall  dx  invalid  werdenden 
Personen  durch 
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F(x  +  dx}  —  F(x)  =  F'(x)  dx 
dargestellt«     Von  diesen  F'(x)dx  Personen  werden  aber  vor  Erreichung 
des  Alteis  mx 

sterben,   so   dass   die  innerhalb  der  Altersgrenzen  x0  nnd  xt  invalid  ge- 
wordenen und  sodann  verstorbenen  Personen  durch 


«9 


7)  -  F(xt)  -  F(x0)  -  />  (s^ÜÖ  dx 

aasgedrückt  werden. 

Ist  das  Intervall   von  x0  bis  xx  klein  genug,  so  kann  man  sowohl 
F(x)y  wie  f(x)  als  lineare  Functionen  betrachten  und  setzen 

F(x)  =  a  +  ßx,     f(x)  =  a'+ß'x. 
In  diesem  Falle  geht  aber  Gleichung  7)  in 

fiber.     Da  nun  den  gemachten  Voraussetzungen  gemäss 

sowie 

so  folgt 

x0-xt 
und 

9)  r  — t=T' 

Ferner  erhält  man  aus 

10)  ß-'to-'W. 

Xl       *0 

f(x  ) 
Substituirt  man  die  in  9)  und  10)  für  -^,  resp.  ß  gefundenen  Werthe 

in  8),  so  folgt  unter  Berücksichtigung,  dass  F(x1)  —  F(x0)  im  gegenwär- 
tigen Falle  /  ist, 


Ti  =  J+^lognatp, 
womit 
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ii)  §=«(1+r^^na<p) 

T 

wird.     Es  stünde  Nichts  im  Wege,  den  soeben  gefundenen  Werth  für  — 

in  die  Gleichungen  6)  einzuführen;  allein  wir  würden  damit  ftir  die 
Praxis  noch  etwas  unbequeme  Formeln  erhalten,  weshalb  wir  lognatp 
nach  der  Reihe 

entwickeln  und ,  da  n  in  unserem  Falle  nur  wenig  von  der  Einheit  ver- 
schieden und  die  Reihe  mithin  stark  convergent  sein  wird ,  mit  dem  ersten 
Gliede  abbrechen  wollen. 
In  diesem  Falle  wird 

T<_J,         P      2(l-p)\         /         2p  \ 

^=«V-—p--T+p-)-9V-T+-p)- 

Führt  man  den  soeben  gefundenen  Werth  in  die  Gleichungen  6)  ein ,  so 
erhält  man 

">  «-T&-  *-&•  «.-<«-'>-&».  -&* 

Das  sind  aber  genau  dieFormeln,  die  Zeuner  auf  einem  ganz 
andern  Wege  gefunden  und  zuerst  in  seinen  „Abhandlungen 
aus  der  mathematischen  Statistik"  mitgetheilt  hat. 

S.  14  ist  die  Voraussetzung  gemacht  worden,  dass  die  Lebenswahr- 
scheinlichkeit für  invalide  Personen  mit  derjenigen  für  active  Personen 
übereinstimmt.  Es  ist  indess  a  priori  einzusehen,  dass  diese  Annahme 
nicht  ganz  zutreffend  ist,  weil  erfahrungsgemäss  in  sehr  vielen  Fällen 
dem  Tode  ein  längeres  oder  kürzeres  Stadium  der  Krankheit  oder  Kränk- 
lichkeit vorausgeht,  was  oft  den  Eintritt  in  die  Invalidität  herbeiführen 
wird.  Wir  haben  daher  zu  erwarten,  dass  die  Lebens  Wahrscheinlichkeit 
für  active  Personen  nicht  unerheblich  höher  ist,  als  die  für  invalide,  und, 
da  dieses  Moment  nicht  ohne  Einfluss  auf  die  Berechnung  der  Invaliden- 
pensionen sein  kann,  hierauf  noch  Rücksicht  zu  nehmen.* 

Wir  unterscheiden  jetzt  drei  verschiedene  Lebenswahrscheinlichkeiten, 
und  zwar: 

1.  die  für  active  Personen  =//, 

2.  „      „    eine  gemischte  Bevölkerung  =p  und 

3.  „      „    invalide  Personen  =p". 
Damit  ist  leicht  einzusehen,  dass  für 

J-(Tm+Tt) 


*  Zeuner  hat  in  seinen  Abhandlungen  S.  133  auf  diese  Erweiterung  zwar 
aufmerksam  gemacht,  die  Ausführung  aber  aus  dort  dargelegten  Gründen  noch 
unterlassen. 
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nicht  mehr  p  gesetzt  werden  kann,  weil  bei  den  anfangs  vorhandenen 
A  Personen  die  Invaliden  fehlen.  Denken  wir  uns  die  /  invalid  gewor- 
denen Personen  einfach  als  ausgeschieden,  so  würden,  «renn  der  Anstritt 
nicht  erfolgt  wäre,  anstatt  der  Ta  Todesfälle  Ta  +  Ta  stattgefunden  haben. 
Setzt  man  daher 

S~A-{Ta+Ta)-J+Ta, 
so  wird 

la=p-9  +  %  nnd   ^«(1-p')-^. 

Nnn  ist  aber  Ta  Nichts  weiter,  als  die  Anzahl  der  verstorbenen  Personen 
von  den  J  innerhalb  der  Altersgrenzen  x0  nnd  oc1  ausgetretenen,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Sterblichkeit  der  activen  Personen  auf  sie 
eingewirkt  hat.  Ta:A  unterscheidet  sich  daher  in  la  und  ta  von  dem 
ursprünglichen  T{ :  A  nur  dadurch ,  dass  es ,  anstatt  eine  Function  der 
allgemeinen  Sterblichkeit,  eine  Function  der  Sterblichkeit  der  activen 
Personen  ist.     Daher  ist 


T=n1-r+7J 


und  somit 

12a)  l«=p-Y^y>  <«=(W)-^4*. 

In  den  Formeln  für  U  und  U  hat  man  aber,   wie  unmittelbar  folgt,  ein- 
fach p  mit  p"  zu  vertauschen ,  mithin 

su  setzen. 

Mit  der  Aufstellung  der  Gleichungen  12  a)  und  12b),  die  nun  un- 
mittelbar sich  auf  jede  Genossenschaft  anwenden  lassen,  ist  der  Zweck 
vorliegender  Abhandlung,  die  Zeuner'  sehen  Formeln  direct  und  unab- 
hängig von  Nebenfragen  herzuleiten  und  so  den  Technikern  in  Erinne- 
rung zu  bringen,  erreicht  worden.  Zur  Vervollständigung  bleibt  mir  nur 
noch  übrig,  die  zur  Berechnung  von  p,  p"  und  q  erforderlichen  Formeln 
anzugeben,  wobei  ich  mich,  um  den  mir  hier  gewährten  Raum  nicht 
übermässig  in  Anspruch  zu  nehmen,  auf  eine  Wiedergabe  der  Nähe- 
rnngsformeln ,  wie  sie  Lazarus,  Behm  u.  A.  m.  anwenden,  beschränke 
und  bezüglich  genauerer  Formeln  auf  Zeuner's  Abhandlung  verweise. 

Wird  mit  A  die  Anzahl  der  beim  Beginne  der  Beobachtung  vorhan- 
denen x0  -jährigen  Activen  und  mit  B  die  der  ebenfalls  vorhandenen 
x0 -jährigen  Invaliden,  ferner  die  Anzahl  der  innerhalb  der  Beobach- 
tnngszeit  fo— x0)  —  die  in  der  Regel  gleich  einem  Jahre  angenommen 
wird  —  im  Alter  von  x0  bis  xx  bei  dieser  Gesellschaft 

1.  eingetretenen  Activen  mit  E% 

2.  invalid  gewordenen  Activen  mit  /, 

3.  freiwillig  ausgeschiedenen  Activen  mit  Fay 
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4.  freiwillig  ausgeschiedenen  Invaliden  mit  Ft, 

5.  verstorbenen  Activen  mit  Ta, 

6.  ,»  Invaliden  mit  T't 

bezeichnet,  so  gelten,  wie  eine  leichte  Untersuchung  dies  bestätigen  wird, 
die  Näherungsformeln 

13)  ■  P'  =  l-  Ta 


14)  p"=l 

15)  q=- 


A±         2 


J—Fiy 
B+-TT1 


E—Fa' 


Im  Anschlüsse  an  vorstehende  Untersuchungen  dürfte  es  nicht  un- 
interessant.  sein ,  auf  zwei  neuere  Arbeiten  der  Invaliditätsversicherung 
etwas  näher  einzugehen. 

Betrachten  wir  zunächst  die  von  6.  Behm  in  seinem  Werke  „Sta- 
tistik der  Mortalitäts-,  Invaliditäts  -  und  Morbilitätsverhältnisse  beim  Be- 
amtenpersonal der  deutschen  Eisenbahnen.  Berlin  1876"  angegebenen 
Formeln,  die  bei  Anwendung  unserer  Bezeichnung  sich 

h  —  P Y~q*     a      "~~p' 2~~^'     li     ~*T~ q>    ii=i~2^'9 

schreiben ,  so  kann  selbst  der  flüchtigen  Vergleichung  die  theilweise  Ueber- 
einstimmung  derselben  mit  den  von  uns  im  vorigen  Abschnitte  abgeleiteten 
Zeuner' sehen  Formeln  nicht  entgehen.  Vertieft  man  sich  mehr  in  die 
Behm7 sehe  Arbeit,  so  findet  man  leicht,  dass  dessen  Formeln  mit  den 
unsrigen   ein  und  dieselben  Wurzeln  haben,   und  zwar  die  Gleichungen 


und 


i  '         i   ^a        *  i     P 9    ,        .  * 

la  =  p  —  q  +  -j  =  P+i -,lognaip 

A  1  —  p 

T  n"n 

k  =  q  -  ~  =  -  y— t.  lognatp' 


und  dass  Behm  nur  deshalb  nicht  auf  Zeuner1 8  Formeln  gekommen 
ist,  weil  er  zur  Auflösung  des  lognal  von  p\  resp.  p"  die  wenig  conver- 
gente  Reihe 

lvm, — [(I_„)+(iii'+(i^+...] 

benützt  hat. 

Die  Behm9 sehen  Formeln  lassen  sich  überdies  direct  aus  den  Zeu- 
ner'sehen  Formeln    herleiten.     Setzt   man   nämlich  durchgängig  in  den 
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Gleichungen  12a)  und  12b)  den  Nenner  1+P  des  sehr  kleinen  Gliedes 
rr~9  gleich  2,  so  erhält  man  die  oben  angegebenen  B eh m' sehen  For- 
meln.   So  ist  z.  B.  nach  12  a) 

1'-p    i+P'-p  f+7        q 


und  daher 


=p — ö — ^ 


Nach  Alledem  ist  es  wohl  zweifellos,  das 8  dieBehm' sehen  For- 
meln nur  als  Näherungsformeln  der  Zeuner'schen  anzusehen 
sind  und  die  a.  a.  0.  ausgesprochene  Originalität  nicht  be- 
sitzen.* 

Eine  sehr  interessante,  wenn  aueb  das  Problem  der  Invaliditäts- 
▼ersieberung  noch  ungelöst  lassende  Arbeit  hat  ein  Outachten,  das  für 
die  Reichsverwaltung  von  der  Oothaer  Lebensversicherungsbank  Aber 
Invaliden-  und  Wittwenpensionsverbältnisse  angefertigt  worden  ist,  zur 
Folge  gehabt.  In  beregtem  Gutachten,  das  übrigens  in  Versicherungs- 
kreisen bedeutendes  Aufsehen  hervorgerufen  hat,  wird  die  Invaliditäts- 
wahrscheinlichkeit als  diejenige  definirt,  welche  zum  Ausdrucke  gelangen 
würde,  wenn  die  Sterblichkeit  für  den  betreffenden  Zeitraum  nicht  vor- 
handen wäre.  Damit  glaubte  man,  die  zwei  von  einander  abhängigen 
Wahrscheinlichkeiten  p  und  q  derart  umzuformen,  dass  die  gegenseitige 
Abhängigkeit  aufgehoben  und  der  Satz  von  der  abhängigen  Wahrschein- 
lichkeit auf  den  bekannten  der  unabhängigen  zurückgeführt  sei,  und 
hatte  infolge  dessen  die  Activitätswahrscheinlichkeit  als  das  Product  der 
Ergänzung  der  so  definirten  —  unabhängigen  —  Invaliditätswahrschein- 
lichkeit zur  Einheit  in  die  Lebenswahrscheinlichkeit  hingestellt. 


*  Zur  Beurtheilung  der  Scharfe  beider  Formeln  diene  Folgendes: 

l<  =  —£2flognatp'       = 
h  nach  Zeuner  (    *  °,j  = 

t  nach  Behm  (***   g)  =     0,96. q  0,9. q  0,86. g, 

Correctar  bei  Zeuner         =  4-  0,0008761 .  q    +  0,0036861.  q    +  0,0087128.  g, 

„  „    Behm  =-0,0017666. q    -0,0074260. q    - 0,0177583. ©OQle 

2* 


i>"=0,9: 

1)"=0,8: 

i>"=0,7: 

0,9482446.$ 

0,8926740.$ 

0,8322417.9, 

0,9473684. q 

0,8888889.9 

0,8236294.9, 
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Gegen  diese  Darstellung  hatte  zuerst  Dr.  Dienger  Einwendungen 
erhohen,  worauf  Johann  Karup  und  zwar  zunächst  anonym  als  An- 
walt des  Gothaer  Gutachtens  auftrat  und  in  „Masius,  Bundschau  der 
Versicherungen,  Jahrg.  XXVI"  8.  22  flg.  eine  Beweisführung  veröffent- 
lichte, die  in  ihren  Hauptzügen,  jedoch  mit  einer  etwas  schärferen  De- 
finition der  in  Betracht  kommenden  Functionen ,  hier  folgen  soll.  Durch 
diese  Präcisirung  hoffe  ich,  den  gegen  fragliche  Beweisführung  von  D  i  e  n  ge  r 
in  „Masius,  Bundschau  der  Versicherungen",  1876  S.  46  und  47,  und 
109 — 111,  von  Behm  in  seinem  mehrerwähnten  Werke  über  die  Stati- 
stik der  Eisenbahnbeamten  und  von  Heym  in  der  Deutschen  Versiche- 
rungszeitung, Jahrg.  1876  Nr.  61,  vorgebrachten  Einwendungen  zu  be- 
gegnen und  ein  specielleres  Eingehen  darauf  unnöthig  zu  machen. 

Wenn  n  Ereignisse,  die  von  n  von  einander  unabhängigen  Ursachen 
bedingt  werden ,  sich  sämmtlich  oder  theilweise  ausschliessen ,  d.  h.,  wenn 
das  vorherige  Eintreffen  des  einen  oder  des  andern  das  Eintreffen  mehre- 
rer oder  aller  Übrigen  unmöglich  macht,  so  kann  bei  einem  unendlich 
kleinen  Zeitintervall  doch  dieses  Abhängigkeitsverhältniss  nicht  in  Frage 
kommen,  weil,  wenn  die  Aufeinanderfolge  zweier  oder  mehrerer  Ereig- 
nisse von  dem  Zusammentreffen  durch  unsere  Sinne  unterschieden  wer- 
den soll,  immer  ein  endliches,  wenn  auch  noch  so  kleines  Zeitintervall 
zwischen  denselben  liegen  muss.  Für  ein  unendlich  kleines  Zeitinter- 
vall, dl,  werden  daher  derartige  abhängige  Ereignisse  unabhängig  von 
einander  und  die  Sätze  der  unabhängigen  Wahrscheinlichkeiten  sind  auf 
sie  anwendbar. 

Seien  die  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Eintreffen  dieser  Ereignisse 
zwischen  der  Zeit  t  und  t  +  dt  resp.  ^(flc/f,  qp9(*)<"i  •••  <Pn(i)dl  und 
die  Wahrscheinlichkeit ,  dass  keines  dieser  Ereignisse  zwischen  der  Zeit  0 
und  i  eintrifft,  F(t)%  so  gilt  dem  Obigen  zufolge  die  Gleichung 

a)  F(t  +  dQ  =  F(l)[l-q>1{t)dt)[l-<pi{i)dt)...[l-<pn(t)dt), 

d.F(t)  =  -F{t)[q>l(t)dt+<pi(t)dt  +  ...  +  <pH(t)dt], 

woraus  durch  Integration 

t  t  t 

-  f<Pi («  dt      -JqMO  dt  - f<pn  (t)  dt 

b)  F(i)  =  e*  .e°  ...et 

folgt.  Setzt  man  hierin  <Pi(t),  92(0>  •••  9«— 1(0  ^r  a^e  Werthe  von  t 
gleich  Null,  so  erhält  man  offenbar  die  Wahrscheinlichkeit,  welche  für 
das  Nichteintreffen  des  der  Wahrscheinlichkeit  <pn(t)  entsprechenden  Er- 
eignisses in  der  Zeit  t  vorhanden  sein  würde,  wenn  alle  übrigen  Ur- 
sachen nicht  vorhanden  wären,  so  dass,  wenn  diese  Wahrscheinlichkeit 
mit  1  —  fnif)  bezeichnet  wird, 


-l9*it)d< 
i  _  r  tt\^ 
und 


Google 
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c)  *(0-(i-A(0)(W,M)  •••  (W.M) 

ist. 

Wie  man  siebt,  stimmt  die  soeben  gefundene  Formel  in  der  Form 
genau  mit  derjenigen  überein,  welche  sieb  für  den  Fall  ergiebt,  dass  die 
Wahrscheinlichkeiten  des  Ein-  oder  Nichteintretens  der  einzelnen  Ereig- 
nisse innerhalb  der  Zeit  t  von  einander  ganz  unabhängig  sind. 

Diesen  Satz  kann  man  unmittelbar  auf  die  Activitätswahrscheinlich- 
keit,  d.  h.  auf  die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  der  Zeit  0  bis  t  activ 
su  verbleiben ,  anwenden  und  hat  sodann ,  wenn  i(t)  dt  die  Wahrschein- 
lichkeit ist,  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  (unter  dem  Einflüsse  der 
Sterblichkeit)  invalid  zu  werden  und  s(t)dt  die  Wahrscheinlichkeit,  in 
derselben  Zeit  zu  sterben,  t  t 

-Ci(t)dt     -fs{t)dt 

JW-(i-A(0)(Wt(0)  =  « '        •'  *        • 

Bezeichnet  man  jetzt  die  Gesammtheit  der  aus  P(0)  Activen  bis  zur  Zeit 
*  hervorgegangenen  Invaliden  mit  /(/)  und  die  Gesammtheit  der  bis  dahin 
verstorbenen  Activen  mit  S(t),  wobei  sogleich  angenommen  werden  soll, 
dass  die  P(0)  Activen  einen  Zugang  gar  nicht,  einen  Abgang  aber  nur 
durch  Tod  oder  Invalidität  erleiden  —  was ,  ohne  der  Allgemeinheit  der 
Untersuchung  zu  schaden,  geschehen  kann  — ,  so  folgt,  da 

p{t)i{t)dt=dj(t),  t(t)dt= mg 

und 

P(t)s(l)dt  =  dS{t),     s(t)dt  =  ^\ 

/'djw  +  tism 
— w> — 

eine  Gleichung,  deren  Richtigkeit  sofort  erhellt.     Da  nämlich 
/>(0) -/>(/)  =  7(i) +  S(0, 

d/>(0  =  -(d/(<)  +  dS(()) 


so  ist 
und  daher 


TW 

=  i>(0 

p{oy 

Zur  Berechnung  der  sogenannten  „unabhängigen"  Invaliditätswahr- 


-/—      -/SP 


acheinlichkeit  *  =  1  —  e  "  =  1  —  e"  und  der  Sterbenswahrschein- 


~dS& 


J  P(t) 
lichkeit  o  =  1  —  e  °  hat  man ,  wenn  das  Intervall  von  0  bis  t  klein 

genug  ist,  um  O^tizedbyGoOgle 
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P(i)=>P(0)-Jt,.J(t)  =  J.t,     S(t)  =  S.t 
zu  können, 


p(0)    )  ~1~vp(g)) 


und 


•— (^0 ->-('-4) 


J 


Ist  /=!,  so  sieht  man  leicht  ein,  wenn  1  — ( 1—  öttvx  )     und    Ä—V 


'W         fW-V 


5^ 
v4 


sowie  1  —  (  1  —  tttt^  )      und  — - — -  in  eine  Reihe  entwickelt  wer- 

den,  daßß  näherun£sweise 

c== ^ —    un^  a=s 


gesetzt  werden  kann.  — 

Das  ist  in  der  Hauptsache  die  interessante  Karnp*sche  Arbeit  und 
die  vollkommen  correcte  Beweisführung  für  die  Richtigkeit,  dass  die 
Activitätswahrscheinlichfceit  durch  (1  —  *)(1  —  c)  dargestellt  werden  kann. 
Allein  so  richtig  diese  Beweisführung  an  und  für  sich  ist,  so  falsch  ist 
es  auch,  wenn  e  und  a  als  unabhängige  Wahrscheinlichkeiten  in  dem 
Sinne  definirt  werden,  dass  auf  sie  ohne  Weiteres  der  Satz  von  der  zu- 
sammengesetzten Wahrscheinlichkeit,  wie  er  für  unabhängige  Ereignisse 
Giltigkeit  hat,  angewandt  werden  kann.  Würde  man  dies  thun,  so 
erhielte  man,  da  die  Formel  b)  sich  direct  nur  auf  die  Activitätswahr- 
scheinlichkeit  anwenden  läset,  die  Wahrscheinlichkeiten,  die  sich  auf  Ver- 
storbene beziehen,  total  falsch,  während  die  Wahrscheinlichkeit,  als 
Invalide  zu  leben,  nur  bedingungsweise  zutreffend  gefunden  würde. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  überzeugt  man  sich  leicht. 
Die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb  0  bis  t  als  Activer  zu  sterben,  würde 

sein.    Nun  ist  aber 


(l-«)o 


;fiw%_;f'Wdt) 


und  da 
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-  Cm  dt  -fi 

1  —  e*  >?,     mithin    e  * 


i 
\(t)  dt 


so  ist 

und  demzufolge 

vorausgesetzt ,  dass  durch  die  unzulässige  Anwendung  von  0  auf  invalide 
Personen  der  Fehler  nicht  zufällig  compensirt  oder,  was  ebenfalls  mög- 
lich wäre,  das  Ungleichheitszeichen  nicht  umgekehrt  wird. 

Als  Wahrscheinlichkeit,   innerhalb  0  bis  *  invalid  zu  werden  und 
nicht  zu  sterben,  erhielte  man 


l    -fi{,)dt)  -/' 

«(l-«)  =  \l-«  *  Je* 


I 
~f*{t)dt 


I 
-f»it)dt 

*=e  *  -F(/) 

oder  mit  unserer  früheren  Bezeichnung 

*(l-«)=p'-/a> 
was  offenbar  nur  dann  richtig  ist,  wenn  für  Active,  wie  für  Invalide  ein 
und  dieselbe  Sterblichkeit  besteht.  Bezeichnet  man  fragliche  Wahrschein- 
lichkeit mit  ^(0»  so  gilt  in  diesem  Falle  bei  Beibehaltung  aller  früheren 
Bezeichnungen  und  mit  s^t)  dt  als  Wahrscheinlichkeit  für  einen  Inva. 
liden,  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  von  /  bis  t  +  dt  zu  sterben,  die 
Gleichung 

^(/+(/o=^(oa-*i(o^)+no»(o^a-*i(Orfo, 

d  W(t)  =  -  *F{t)  sx  (0  dl  +  F(t)  1  (0  dl. 
Durch  Integration  folgt  sodann  als  genaue  Relation 


W{l)  =  e  J  .1  F(l)i(i)eJ 


dt, 


0 

die,  wie  es  sein  muss,  für  st(t)  dt=>s(t)  dt  in 

t 

-  r#co  dt 

e*  _  F(t) 

übergeht. 

Die  Formel 

t 

die  unpassend  „unabhängige*1  Wahrscheinlichkeit  definirt  wird,  ist  der 
allgemeine  Ausdruck  für  jeden  Wahrscheinlichkeitswerth ,  der  eine  Func- 
tion der  Zeit  ist,  und  hierin  scheint  mir  eine  gewisse  Bereicherung  der 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  liegen.  Das  Problem  der  Invaliditäts- 
versicherung löst  sie  aber  in  der  gehofften  einfachen  Weise  und  ohne 
das  Hinzutreten  weiterer  Untersuchungen  nicht.  — 

Zum  Schlüsse  vorliegender  Abhandlung  möchte  ich  noch  auf  die  nicht 
uninteressante  Ueberein Stimmung  aufmerksam  machen,  die  zwischen  den 
Invaliditätswahrscheinlichkeiten  besteht,  welche  Zeun er  für  die  Freiber- 
ger  Bergarbeiter  und  Behm  für  das  Beamtenpersonal  von  circa  50  deut- 
schen Eisenbahnen  ermittelt  hat. 

Wir  entnehmen  den  mehrfach  angezogenen  Werken:  „Zeun er, 
Abhandlungen  aus  der  mathematischen  Statistik**  und  „Behm,  Statistik 
der  Mortalitäts-,  Invalidit&ts  -  und  Morbilitätsverhältnisse  beim  Beamten- 
personale  der  deutschen  Eisenbahnen": 

Alter; 20  30  40  50  60  70  Jahre 

q  nach  Zeuner  =  0,00026    0,00073    0,00297    0,01390    0,04998    0,12774 

q  nach  Behm  f.  alle  ) 

Eieenbahnbeamt-H  °'00022    °>°°185    °'00382    °'01217    °'03928    °'10153- 

Für  das  Zugpersonal  der  Eisenbahnen  ist  hingegen  q  wesentlich  höher. 
Behm  giebt  a.  a.  0.  für  dasselbe: 

im  Alter  von  20 30 40 60 60 70  Jahren 

$  =  0,00052  0,00218  0,00671  0,01897  0,05618  0,15789. 
Leider  sind  dies  zur  Zeit  die  einzigen  bekannten  Wahrscheinlichkeits- 
werthe,  welche  sich  auf  die  Invalidität  beziehen  und  aus  wirklichen  Be- 
obachtungen hervorgegangen  sind.  Den  Zeun  er' sehen  Zahlen  liegt 
allerdings  noch  ein  weniger  vollkommenes  Material  zu  Grunde,  während 
die  Behm' sehen  Werthe  in  neuester . Zeit  aus  sehr  guten  statistischen 
Aufzeichnungen  abgeleitet  wurden. 
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III. 

üeber  eine  eigentümliche  Deformation  der  Kegelschnitte. 


Von 

Dr.  K.  Schwering 

in  Coesfeld. 


Man  denke  sieb  einen  willkürlichen  Kegel  zweiten  Grades  durch 
eine  Ebene  geschnitten.  Rollt  man  seinen  Mantel  nun  in  einer  beliebi- 
gen Ebene  ab,  so  wird  die  Saumcurve  desselben  eine  Deformation  des 
ursprünglichen,  den  Mantel  begrenzenden  Kegelschnittes  sein.  Es  gelingt 
ohne  grosse  Schwierigkeit,  die  Gleichung  dieser  Saumcurve  anzugeben; 
und  nun  drängt  sich  die  interessante  Frage  auf,  ob  diese  Deformation 
des  Kegelschnittes  algebraisch  sein  kann.  Das  Interesse  darf  ein  um  so 
höheres  sein,  als  man  gesehen  hat*,  dass  die  geodätische  Linie  auf  dem 
Rotationsellipsoid,  auf  die  Aequatorialebene  projicirt,  mit  einer  solchen 
Saumcurve  identisch  werden  kann.  Wir  werden  nun  in  der  That  solche 
algebraische  Deformationen  auffinden;  ferner  werden  wir  die  algebraischen 
Curven  angeben,  mit  denen  die  Deformationen  übereinstimmen  müssten, 
wenn  sie  existirten.  Dabei  wird  sich  die  auffallende  Erscheinung  dar- 
bieten ,  dass  die  geometrische  Figur  eines  Zweiges  dieser  Curven  mit  der 
Saumcurve  die  denkbar  schönste  Uebereinstimmung  zeigt,  dass  aber  eine 
wirkliche  Identificirung  unmöglich  ist.  Ich  werde  mir  erlauben ,  die  Re- 
sultate meiner  Untersuchungen  in  der  durch  die  obige  Auseinandersetz- 
ung gegebenen  Reihenfolge  darzulegen. 

§2. 

Denken  wir  uns  zunächst  einen  geraden  Kegel  mit  kreisförmiger 
Basis.  Möge  derselbe  durch  eine  beliebige  Ebene  geschnitten  werden. 
(Vergl.  umstehende  Figur.) 

Sei  ABC  der  durch  die  grosse  Axe  der  Schnittellipse  geführte  Azen- 
schnitt,  My  Mx  die  Centra  der  eingeschriebenen,  die  Schnittellipse  be- 
rührenden Kugeln,  dann  sind  E  und  D  ihre  Brennpunkte.  Die  Halb- 
axen  der  Ellipse  nennen  wir  a  und  b9  ferner  sei 
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Dann  ist 


AC=g,     BC=*h. 


1, 


ED  =  g—h, 
a2-A2  =  ±fo-A)2. 

Fällen  wir  von  C  ans  die  Senkrechte  anf  AB 
und   bezeichnen  ihre  Länge  mit   c,   so  ist  c 
als  Höhe  des  Dreiecks  ABC  gegeben.     Der 
Fusspunkt  hat  von  A  den  Abstand 
g*-h*  +  U* 
4a 

daher  von  der  Mitte  von  A  B}  d.  h.  dem  Mittelpunkte  der  fraglichen  El- 
lipse den  Abstand  a,  wo  o8— ä8 

4a 

Jetzt  stellen  wir  nns  die  allgemeine  Aufgabe: 

Gegeben  ein  Kegel  mit  der  Basisellipse 

tt2         w2 

In   ihrer  Ebene  befindet  sich  ein  Punkt  mit  den  Coordinaten  a,  ß\  in 
demselben  ist  die  Senkrechte  =  c  errichtet.     Ihr  Endpunkt  sei  die  Spitze 
des  Kegels.     Wir  lassen  denselben  abrollen  und  fragen  nach  der  Saum* 
curve  des  Mantels.     Zunächst  finden  wir  die  Gleichung  des  Kegels: 
(za  —  xc)*     (*ß  —  yc)% 


2) 


6» 


•-(.-e)«. 


In  dem  gewählten  Coordinatensystem  hat  die  Spitze  die  Coordinaten 

«»  (5,  c 
Führen  wir  den  Winkel  if>  ein  durch  die  Gleichungen 

x'=a  .costy,     y'=ab  .siny, 
dann  finden  wir  durch  analoge  Methoden  wie  in  der  v.  A.*  die  Gleichung 
der  Saumcurve  für  die  Polarcoordinaten  ?,  <p: 


^öCt +  (*'-«)■ +  (j,'_ßif 

y\c*(b*.  cos*il>  +  a2.  8in*y)  +  (ab  costy  +  ßasinil;  —  ab)*\ 


tty. 


*  c2  +  (a.cosy  —  a)2  +  (b.sinty  —  /5)2 

Diese  allgemeinen  Formeln  vereinfachen  sich  für  den  von  uns  betrachte- 
ten Specialfall  ausserordentlich.     Man  erhält  nämlich 


3) 


g+h     g—h 


costy,     dop- 


g+h     g—h 


,ä>. 


co&ip 


2  2 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  C  im  Dreieck  ABC  mit  y  und  setzen 
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.    7 
n==m2  ' 


so  erhalten  wir  durch  Integration 


62 —  aa  .  costy  w 

=  cos  — . 


Ferner                             v 
5)  ?=» 


Diese  Gleichung  ist  als  lösende  Endformel   anzusehen.     Man  leitet  aus 
ihr  rückwärts  die  Differential formel  ab: 

6)  !■<♦■    -Ji*—.**. 

Unsere  Curve  wird  algebraisch ,  wenn  n  eine  rationale  Zahl  ist.  Die 
geometrische  Beziehung  ist  evident.  Denken  wir  uns  nämlich  den  Kegel 
durch  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe  geschnitten,  so  entsteht  ein  Kreis 

mit  dem  Radius  r .  sin  jr ,   wenn  r  die  Seite  des  begrenzten  Kegels  ist. 

In  unserem  Falle  wird  bei  Abrollung  des  Mantels  ein  Sector  entstehen, 
dessen  Amplitude  zu  n  ein  rationales  Verhältniss  hat. 

Was  wir  bisher  für  die  Ellipse  abgeleitet  haben,  kann  ohne  Mühe 
auf  Parabel  und  Hyperbel  ausgedehnt  werden.  Ja,  man  kann  behaup- 
ten, dass  jede  algebraische  dem  Kegel  aufbeschriebene  Curve  in  unserer 
Deformation  algebraisch  bleibt  Die  Gleichung  5)  lehrt,  wenn  man  zu 
Cartesischen  Coordinaten  übergeht,  dass  alle  resultirenden  Curven  die 
Eigenschaft  haben,  unioursal  zu  sein,  indem  ihre  Coordinaten  sich  als 
rationale  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen. 

§3. 

Wir  wollen  jetzt  einige  Beispiele  geben : 

1.     n  =  £. 
In  diesem  Falle  haben  wir 

2ghcosm 

0  .  COS  CD  =  X  = r- = —  . 

2gksinq> 

Daraus  zieht  man  sofort 

a:*— y2 

und,  indem  man  eine  der  vorhergehenden  quadrirt, 

7)  (gx*  +  Ay2)8  «  g*  h*(x*+y*). 

Dies  ist  also  die  Deformation  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a,  by  wenn 
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Man  kann  noch  beweisen 

8)  **~Y\-*\> 

Weil 

cosqp  =  —===,     co$öq>  =  , -, 

so  wird  gefunden  *"+*  V**** 

9)        {ff  +  h)*{a?+!f>)a=z  \lgh(x*+y*)  -  (g-h)  *(**  +  3y*)|». 

Interessante  Bemerkungen  über  die  Richtungen  der  imaginären  Asymp- 
toten muss  ieh  mir  an  dieser  Stelle  auszufahren  versagen. 

§4. 
Betrachten  wir  jetzt  den  allgemeinen  Kegel  zweiten  Grades: 

X*  11*  T* 

so  wird  ein  anf  ihm  liegender  Kegelschnitt,  ja  jede  algebraische  Curve 
nur  dann  eine  algebraische  Deformation  besitzen,  wenn  die  letztere  ge- 
schlossen ist,  d.  h.  mit  einer  algebraischen  Linie  nicht  anendlich  viele 
Schnittpunkte  darbietet.  Dazu  ist  nun  sofort  noth wendig,  dass  die  Am- 
plitude des  Sectors,  nach  vollzogener  einmaliger  Abrollung,  zu  n  ein 
rationales  Verhftltniss  besitzt«  Denn  sonst  würde  die  Deformation  jeder 
Schnittellipse  unendlich  viele  Doppelpunkte  besitzen.  Denken  wir  uns 
nun  um  die  Spitze  des  Kegels  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  mit  dem  Ra- 
dius r  beschrieben ,  so  wird  die  Schnittcurve  bei  der  Abrollung  zur  Peri- 
pherie eines  Kreises  und  muss  daher  zu  rit  ein  rationales  Verhältniss 
haben,  wenn  eine  algebraische  Deformation  gelingen  soll.  Andererseits 
haben  wir  bereits  die  Differentialgleichung  unserer  Rollcurve  für  die  Po- 
larcoordinaten  o  und  q>  in  der  v.  A.  Formel  8)  erhalten  und  können 
auch  an  dieselbe  die  weiteren  Untersuchungen  anknüpfen. 

Wird  der  Kegel  10)  durch  die  Ebene  z  =  c  geschnitten  und  abgerollt, 
so  wird  die  Gleichung  der  Saumcurve: 

d         /(C»  +  «»)(c2+6')--cV  mdQ 
Nun  setzen  wir:  w 

rfTf-  'dQ 

^cV-(a2  +  c»)(fc2+c8)  jV-6*-c*  j/(a*  +  <*)  +  Q* 

und  bestimmen  « 

Q*  =  ns  +  m, 

um  einen  Ausdruck  in  s  zu  erhalten,  welcher  die  bekannte  Normalform 

ds 
du  = =,     «i+«Ä+«a  =  0 

besitzen  soll.    Dann  findet  man 
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n  =  l      3c*ro  =  3c4  +  2c2a2  +  2c2&2  +  a2fc2,    ex  =  ±(a2c2  +  62c2  +  2ö2&2), 

12)  ^-«s=a2(62+c2),     *,-*,  =  &2(«2+c2),     «2-e8  =  c2(«2-ft2). 
Ans   den  vorhergehenden  Substitutionen  folgen  die  simultanen  Werthe: 

*  =  *i,     ö2  =  ö2  +  c2, 

*  =  *3»     e*=»&2  +  c2. 

Den  letzteren  als  Anfangswerth  annehmend,  setzen  wir: 

13)  .-/   - 

Danu  ist  «  reell  und,  wenn  *=»£8,  m  =  0.  Aus  13)  folgt  s  =  p(w  +  c'), 
also  ^s  =  p  (c') ,  c'=c&8.  Wir  verstehen  nämlich  unter  2«*^  die  kleinste 
reelle,  unter  2a>8  die  kleinste  rein  imaginäre  Periode  unseres  Integrals, 
wozu  wir  noch  o8  durch  die  Gleichung  hinzunehmen: 

«i  +  wa  +  ws  =  0« 
Es  ist  also 

14)  *  =  p(w+w8). 

Wenn   p  =  0,   so   wird   $  = .     Den   zugehörigen  Werth  von   u 

nennen  wir  «0,  so  dass 
0 


u°  Jv+f-v- 


J+c*)(6*  +  c2)  j/0*-62— c2  j/ö»+c2-o2 

Dies  Integral  soll  so  eingerichtet  sein ,  dass  Uq  eine  rein  imaginäre  Grösse 
mit  positiver  Coordinate  sei,  analog  w3.     Da 

p(Uo+«8)  =  ~c*-ic2a2-ic262-ia262, 
so  beweist  man  leicht: 

l    PK  +  »b)-^  =  -K+c2)(62+c2), 
15)  J    PK+a>B)-^  =  -(fl2+c2)c2, 

f    PK  +  «s)-«t=- (**+«•)  A 
Nun  erhalt  man  aus  11) 

oder,  weil 

(c»+a«)(c»  +  fts)  -  «V-'i-«.     cV=«j  -*(«,+■*)  ~  («i-«): 

Nun  kann  man  setzen 

'*-»<"+■»)     =^+g  !*'  («-«0)  -  i(«+Mo)). 
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Hier   ist  Kürze   wegen    —  («)    für    —    geschrieben.      Für   u  =  a^  folgt 


sofort: 


0  =  ^  +  22*. ^(tio). 

a2 


Man  hat  also  A  anf  B  zurückgeführt     Für  u  =  n0  wird 

»>o+«>b) 

2 

Nun  ist  aber  pu,  weil  sein  erster  Term j,  anf  der  positiven  Axe  des 

Imaginären  anfangs  negativ  imaginär,  wechselt  aber  bei  u=a>3  sein  Vor- 
zeichen, daher  ist  p'(«+»8)  positiv  imaginär  und  folglich ,  nach  15), 
17)  p/(«+a>8)  =  +  2c«(fl»  +  c«)(68+c«)i; 

mithin  wird  Z?  =  —  ^— ji,  folglich  verwandelt  sich  16)  in 

dv=  j^ («o)+i£  («+«o)  ~  ~ («~«o)j  '•<*«• 

Integrirt  man,  so  folgt: 

'  i   .  <*'s  /    \       i    *  i   *(M  +  Mo) 

v=c+,.^(tt0).M+_/,___^. 

Hieraus  folgt: 

18)  ^t-^T^-^'S" 

a(w  +  w0) 
In   dieser  Formel  ist  die  Integrationsconstante   derartig  bestimmt,   dass 

1t 

man  <?=«-  ^tir  w  =  0  hat     Es  war 

^=ns  +  m=^(to(M  +  ©8)-p(tt0  +  »8)). 
Demnach 

Mithin  nach  18) 

i9) .  ,.^i.,.ifit^.^w  ^i+?. 

Der  Wurzel  ist  das  positive  Vorzeichen  zn  ertheilen.     Noch  hat  man 
20)  ^  =  (6«+c*)^^°. 

Die  Formeln  19)  nnd  20)  lösen  unsere  nächste  Aufgabe. 

Bestimmt  man  für  19)  das  erste  Glied  in  der  Entwickelung  nach 
Potenzen  von  w,  so  wird  der  reelle,  mit  u  multiplicirte  Theil  negativ. 
Für  kleine  positive  u  liegt  also  <p  im  zweiten  Quadranten.  Im  Beginn 
der  Abrollung  hat  also  der  Kegel   die  Lage,   dass  seine  kleinste  Seite, 
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j/6*+c2,  mit  der  y-Axe  zusammenfällt.  Der  Sinn  der  Abrollung  ist  so- 
eben erkannt  worden. 

§5. 

Für  « =  a>x  entwickeln  wir  aus  15)  zunächst 

!P«o  —  ei  =  —  «,(«,+*1). 
»'Wo  =  -  2a2(a2- 62)  (ö2+c2) .  i. 
Alsdann  liefert  20) 

Q*  =  a*  +  c*. 

Hiermit  ist  ein  Viertel  einer  ganzen  Abrollung  vollzogen  oder  ein  Qua- 
drat der  Basisellipse  in  der  Ebene  abgebildet.  Für  u  =  2a>x  haben  wir 
wieder  p2  =  62+c2,  für  w=3w1  wieder  o2c=a2  +  c2  und  für  «  =  4wl 
£2=62+c2.  Wenn  also  das  Argument  u  um  eine  halbe  reelle  Periode 
wächst,  so  vollzieht  sich  allemal  die  Abbildung  eines  weiteren  Quadran- 
ten der  Ellipse. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Veränderungen,  welche  <p  erleidet,  wenn 
u  um  ganze  Perioden  zunimmt. 

Wir  bedienen  uns  zu  diesem  Zwecke  der  Formel  18).     Weil 
u(tt  +  2o)1)  =  —  e2,»'("+»»Utt,     *(u  +  2a>s)  =  —  e2n>("+<*).ou, 
so  erhält  ?>,  wie  aus  18)  erhellt,  die  Zuwächse  q>t  und  <ps>  wo 

22)  <pl.i=2nl.?;±(u0)-2riluQ,     <p9.i  =  2a)z.  -±(u0)  -  2iy8.w0. 

Es  ist  <pt  reell,  und  daraus  folgt,  dass  bei  Vermehrung  um  ganze  reelle 
Perioden  immer  reelle  Curvenpunkte  gefunden  werden.  Dagegen  ist  «jpg 
imaginär,  und  weil  q  gleichzeitig  reell  bleibt,  so  führt  die  Vermehrung 
um  ganze  imaginäre  Perioden  im  Allgemeinen  nicht  zu  reellen  Curven- 
punkten.  Für  u  =  mt  finden  wir  den  zugehörigen  Werth  von  q>  leicht  als 
^<p1\  ein  Ergebniss,  welches  sich  geometrisch  vorhersehen  Hess. 

Damit  nun  unsere  Curve  algebraisch  werde,  ist  zunächst  erforderlich, 
dass  q>1  zu  n  in  einem  rationalen  Verhältnisse  stehe;  denn  sonst 
wird  der  reelle  Curven zweig  nimmer  geschlossen  sein.  Andererseits  bleibt 
g  unverändert  für  Vermehrungen  des  Arguments  um  ganze  Vielfache  von 
2g?3,  während  der  Winkel  q>  gleichzeitig  constante,  rein  imaginäre  Zu- 
wächse erführt.  Demnach  würde  der  Kreis  mit  dem  Radius  q  unsere 
Curve  in  unendlich  vielen  imaginären  Punkten  schneiden.  Daher  kann 
unsere  Curve  nur  dann  algebraisch  sein,  wenn  ausserdem  qps  ver- 
schwindet. 

Aus  diesen  Bedingungen  ergiebt  sich,  wenn  X  eine  rationale  Zahl 
bedeutet,  leicht 
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»j  .  Ini  =  «0(»,i/8  -  ifc»s) 
oder,  infolge  der  Legendre' sehen  Relation  %»8  —  w1i;8  =  ^ffi 

ti0  =  — 21»8  und  ~-(«o)  =  — 2^1?8- 

Dem  negativen  Vorzeichen  ist  zunächst  keine  weitere  Wichtigkeit  beizu- 
legen, da  bei  Berücksichtigung  von  18)  ganze  Vielfache  von  2»  ausser 
Acht  blieben.  Wir  können  demnach  unsere  Curve  in  der  Form  dar- 
stellen : 

23)  9.^i^i9^^L9ri^myif^% 

<*(lco8).a8u 
Hier  bedeutet  1  irgend  eine  rationale  Zahl.  Die  resultirende  Curve  ist 
sicher  algebraisch.  Es  fragt  sich  aber,  ob  sie  mit  unserer  Ellipsendefor- 
mation identificirt  werden  kann  oder  nicht.  Zu  diesem  Zwecke  kann  man 
sich  einer  Methode  bedienen,  welche  im  Wesentlichen  mit  der  von  Kie- 
pert Bd.  79  8.  304flgg.  des  Crelle'schen  Journals  angegebenen  über- 
einkommt Ich  habe  dieselbe  in  der  That  auf  mehrere  Special  fälle  an- 
gewendet und  gelangte  jedesmal  zu  nicht  reellen  Wertben  von  a,  6,  c. 
Ich  halte  die  betreffenden  Untersuchungen  für  nicht  uninteressant,  aber 
einer  Mittheilung  an  dieser  Stelle  doch  nicht  wertb.  Dagegen  ist  es  mir 
geglückt,  die  Differentialgleichung  der  Curve  23)  in  allgemei- 
ner Form  abzuleiten,  welche  zugleich  zu  erkennen  giebt,  dass  sie 
mit  der  Ellipsendeformation  nicht  identificirt  werden  kann.  Diese  Unter- 
suchungen erlaube  ich  mir,  im  Folgenden  darzulegen. 

§6. 

Wir  schicken  einige  Specialfälle  voraus,  um  daran  noch  andere,  als 
die  im  allgemeinen  Falle  befolgten  Methoden  zu  zeigen. 

Führen  wir  die  bleibenden  Bezeichnungen  ein: 
**  =  fc»  +  C*,     i»  =  a»+c*, 
so   haben  wir  in  k  und  /  die  Radien  der  beiden  concentrischen  Kreise, 
in   deren   Ring   die  Curve  liegt,   die  Peripherie  altern irend   berührend. 
Wir  haben  also  das  System 

ou0.oBu 

+  =  **"-**,     W-*p2&.rn+.%    Wo  =  X»8. 
*  pw-*s  *(w-«o)         • 

1.    1  =  1. 

Da  tf(w  +  »8)e=  tfwj.e*".  a8u,  so  wird 

*»*«=- 1=«*',  »-J, 

ferner 


Digitized  by 


Google 


Von  Dr.  E.  Schwbring.  33 

Als  fragliche  Curve  erscheinen  daher  zwei  Punkte,  die  in  einander  über- 
gehen, wenn  man  u  um  2ml  vermehrt. 

2.     l  =  f 
Man  kann  hier  sofort  erhalten 


Daraus  kann  man  alsbald  mit  Hilfe  der  conjngirten  Grösse  tg2q>  bilden 
und  zwar  erhalt  man 

tg2q>=zc. —  . 

Die  Bestimmung  der  Constante  c   macht  keine  Schwierigkeit  und  zwar 
wird 

s 
Führt  man  Parallelcoordinaten    ein,  so  findet  man   durch  leichte  Rech- 
nungen 

özu.aBu  <j8w 

Hieraus  folgt  dann  die  Gleichung  der  Gurre: 

25)  x*y*  -  /P2(x«+y8)  +  fit  =  0, 

wo  f  aus  den  Gleichungen  resultirt: 


4v  r    ^—«j 


Die  gefundene  Curve  besitzt  nun,  wie  wir  wissen,  einen  geschlossenen 
Bing,  der  durch  die  Axen  in  vier  congruente  Zweige  zerfällt.  Die  Punkte 
dieses  Ringes  entsprechen  den  Werthen  w  =  0,  ...  us=z8nl9  Für  u  =  oo1 
wird  cp  =  \n  und  ^  =  /,  daher 

4/»-- ?- 

Der  innere  Kreis  wird  also  in   den  Punkten   des  Axenkreuzes  berührt, 
der  Süssere  in  den  in  der  Mitte  zwischenliegenden.     Vermehren  wir  das 
Argument  um  a>8  und  lassen  es  dann  durch  die  reellen  Werthe  0  bis  8  a>x 
wandern,  so  erhalten  wir  vier  congruente  unendliche  Zweige. 
Setzen  wir  noch 

a£  o  pv  —  eB,    x*—k%  =  pv  —  e'8,     a:8— /*  =  pt>  —  «  n 
so  wird 

ff  V  O j  P 

Weil  nun 
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^*>^^*s**+s*\*s^+    • 


so  hängen  die  elliptischen  Functionen  der  Gleichung  26) ,  welche  unsere 
Curve  als  vom  Range  Eins  zu  erkennen  geben,  mit  den  ursprünglichen 
derartig  zusammen,  dass  oi/~~ 

wenn  v  der  dem  Parameter  v  analoge  ist.  Demnach  haben  wir  hier  die 
Transformation  zweiten  Grades  vor  uns.  Setzen  wir  in  der  Polar- 
gleichung unserer  Curve  <p  =  \n  und  nennen  die  Wurzel,  welche  sich 
für  q*  ausser  P  ergiebt,  Ä*,  so  finden  wir  die  Differentialgleichung  unserer 
Curve  in  ihrer  einfachsten  Form.     Sie  lautet: 

27)  *<T  =  f  2*2~*'  ;  *• 

Die  Identification  mit  11)  scheint  sofort  möglich,  indem 

Ä==2*2 
gesetzt  wird.     Diese  Annahme  zieht  aber  A*=  2  Ar8  nach  sich  und   die 
Curve  zerfallt  in  ^  _  k%)  (y2  _  Ä2)  =  0 , 

d.  h.  in  die  vier  Seiten  eines  Quadrats,  welches  ja  auch  als  Deformation 
einer  Ellipse  mit  der  kleinen  Axe  6  =  0  aufgefasst  werden  kann. 

3.     l«f 
Die  Behandlung   des  vorigen  Falles  hat  uns  erkennen  lassen,   dass 
wir  hier  auf  die  Theilung  der  reellen  Periode  durch  3  zurück- 
gehen müssen.     Wir  wollen  die  hierher  gehörigen  Formeln,  soweit  wir 
sie  gebrauchen,  kurz  ableiten.     Zunächst  betrachten  wir  die  Function 

5(u)=c.<rM.<J(M  +  |^o1).tf(w  +  ^^o1)^,'1+«r^ 
Dieselbe   soll  durch  Bestimmung   der  Constanten   c,  fy  g  dahin  gebracht 
werden,  dass  sie  den  Charakter  au  für  die  Perioden  ^mt  und  -Joog  besitzt. 
Dann  muss  sein  & 

S(w  +  i»i)  =  -£(")•«  S  , 

S(w  +  2«,8)  =  -S(w).^(aHMll+G,>)- 
Ferner  muss   die  Reihenentwickelung  mit  einem  Term  u  beginnen,   und 

so  muss  $  (w)  für  dieselben  Perioden  eine  p  -  Function  sein ,  also  in  seiner 
Entwickelung  keinen  constanten  Term  besitzen. 
Diese  Bedingungen  ergeben  die  Festsetzung: 

Analog  bildet  man  die  Functionen  Siy  59,  &»,  wo 
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«.«-•-'-"-•'-SÖ* 

Ohne  Rechnung,  indem  man  nur  die  Charaktere  1,2,3  der  entstehen- 
den 0- Functionen  bestimmt  und  nachher  in  Reihen  entwickelt,  gelangt 
man  zu  den  Formeln 

2m  J  «8(i»l)-«8(i»l) 

Dann  haben  wir  die  Gleichung  unserer  Curve: 

wo  5  die  Perioden  2 .  -£ ,  2  a>3 ;  co^  =  3  a^  hat.     Transformiren  wir  5  auf 

o  mit  den  Perioden  2wlf  2a>3,  wo  wir  nun  den  Accent  weglassen  wollen, 
so  wird 

*3W  •  «s(f|  — !»l)  •  *3(W  +  ?Wl) 

Die  rechte  Seite  ist  nun  eine  elliptische  Function  von  u  und  kann  in 
die  Form  gesetzt  werden 

C**  — «•)(«>«  — P(«a+*»i))  ' 
wo  m  eine  reelle,  n  eine  imaginäre  Constante  ist.  Hieraus  kann  man 
sofort  die  Form  unserer  Gleichung  entnehmen,  und  weil  man  weiss, 
dass  die  sechs  Berührungspunkte  mit  den  beiden  Kreisen  alterniren  und 
Mquidistant  sind,  so  gelingt  die  Bestimmung  der  Constanten,  ohne  dass 
man  nöthig  hätte,  dieselben  durch  die  Perioden  der  elliptischen  Func- 
tionen und  deren  Parameter  auszudrücken.  So  gelangt  man  zu  der 
Gleichung 

30)  y8  -  Zya*  +  3f{y*+x*)  +  hlk  =  0. 

Darin  ist 

Die  letzte  Gleichung  gewinnt,  wenn  man  A,  /,  Ar  durch  ihre  Werthe  in 
den  elliptischen  Functionen  einsetzt,  nach  Ausführung  der  noth wendigen 
Rechnungen  die  Gestalt 

zeigt  mithin,  dass  »o^i^*     Die  Polargleichüng  unserer  Curve  wird 
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31)  <f .  sin  3  <p  -  3/>*  -  hlk  =  0. 
Die  Differentiation  ergiebt 

32)  <y—     Uk_+V * 

Versucht  man  die  Identification  mit  11),  welche  wieder  sofort  möglich 
scheint,  so  stösst  man  abermals  auf  eine  illnsorische  Lösung. 

§7. 

Schreiten  wir  nnn   zur  allgemeinen   Behandlung  unseres  Problems. 
Wir  haben  die  Formeln 

*  oi/0fösü  •        °       n     »'     v  P«-*8 

m  und  n  sind  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Divisor.  Dann  haben  wir 
zwei  Fälle   zu  unterscheiden,   indem  n  gerade  und  ungerade  sein  kann. 

1.    Sei  n  eine  gerade  Zahl. 

Dann  darf  man  setzen 

oB.  stumpfe.  I —  I        {  -    :■ ^ h   n    . }. 

Diese  Formeln  sind  allerdings  nur  für  m  =  1  ezact.  Da  aber  ro  ungerade 
ist,  so  wird,  wenn  m  von  1  verschieden,  nur  der  Zähler  in  den  Klam- 
merausdrücken eine  leichte  Aenderung  erfahren,  auf  die  es  hier  nicht 
ankommt. 

Nun  darf  man  setzen 
on(u+u0)  c.u.a*u  .  t  ,     ,  .    __ 

Die  Coefficienten  c0,  c,,  ...  cm«i  sind  alternirend  reell  und  imaginär« 
Daraas  folgt  nun 

—  )        \c9  +  capu   +  ...  +  <?„_,.  p<«-4>w}. 

08M/ 

Man  bemerke,  dass  die  ungeraden  Ableitungen  von  pu  sich  als  Producte 
von  ganzen  Functionen  von  pw,  multiplicirt  mit  p'u,  darstellen  lassen. 
Wir  versuchen  jetzt,  die  Ausdrücke  rechts  durch  q  darzustellen.  Be- 
merken wir: 

33)  ,>:=*■  fciUiS,    ^ÄiSLZÄÄ,    yeti^»\ 

Vw— *B  ^1  —  ^8  ^2  —  ^8 

Dann  wird 
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m**^**+**\ 


j/o*-k*  yp-9*  yh*-(f=  c".  ■ 


D« 


c"  ist  eine  Constante,  auf  deren  Werthbestimmung  es  nicht  ankommt. 
Da   nun  p<*~~ *>u  als  ersten  Term  ein  Glied,   multiplicirt  mit     B_1> 

*<n-3)M  n— 4 

enthält,  so  steigt  r— ? —  als  ganze  Function  von  pu  auf  den  Grad  — £— 
p  tt  Jt 

Da  ferner 

so  wird  der  Nenner  des  ersten  Klammerausdruckes,  indem  man  p'u  hinzu- 

nimmt,  (p2— K*)  2        .     Derselbe  verschwindet  vollständig,   in- 

—  J         und  dem  Factor  po2  — *2,  welcher  aus  p'u  heraustritt, 

multiplicirt  wird.  Demnach  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  für 
Qu.cosnq>  eine  ganze  Function  von  ^2>  multiplicirt  mit  J/^/2— ^2)(A2— (>2). 
Die  ganze  Function  steigt  auf  den  Grad  n  — 2. 

Analoge  Schlüsse  lassen  sich  für  den  zweiten  Klammerausdruck  durch- 
führen und  so  ergiebt  sich  als  allgemeine  Form  für  die  Polargleichungen 
unserer  Curve: 

34)  W*™*9~Y}[^^ 

|  f.sinntp  =»  >V — ä2  \c0  +  <•',  of  + . . .  +  c,«*.  $■-*}. 

Quadrirt  man  und  addirt,  so  folgt  noch  cB-2  =  l- 
2.    Sei  jetzt  n  eine  ungerade  Zahl. 
Man    wird   hier  genau   dieselben   Schlüsse  wie  vorhin  ziehen.     Es 
ergiebt  sich  schliesslich 

35)  q*  .$inn<p=  P,     Qn.cosnq>  =  Q.j/R, 

wo  P  und  Q  ganze  Functionen  von  p2  sind,  und  zwar  die  erstere  im 
Grade  n  —  1  f  die  letztere  im  Grade  n  — 3. 

36)  *  =  (*■-*■)(!■- «■)(*-*■)• 

§8. 

Versuchen  wir  jetzt,  die  allgemeine  Differentialgleichung  unserer 
Curven  zu  bilden.  Wir  wollen  hier  die  Ordnung  der  Behandlung  um- 
kehren, indem  wir  für  den  Fall  des  ungeraden  n  eine  ausführlichere,  für 
den  des  geraden  n  eine  mehr  summarische  Darstellung  wählen. 

Aus  35)  folgt 

37)  ^»  =  i>2  +  ÄJ?2, 

also 

(*"-i>)(e»+i>)  =  ÄÖ*. 
Wenn  wir  nun  setzen 


38) 
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o»-i>=(*-«i)(*-«*)  ...  te-a»),  Qn  +  P=(Q-i>l)(Q~bi)  •••  (^-M, 
dann  müssen  unter  den  a  und  b  die  Grössen  +  ä,  +  Ar,  +/  vorkommen, 
und  zwar  mnss,  wenn  +ä  unter  den  a,  dann  — h  unter  den  6  vorkom- 
men, wie  leicht  ersichtlich,  wenn  man  +o  mit  —  p  vertauscht.  Da  nun 
q*  —  p  QIl(i  Qn  +  P  gleichviele  und  keine  gemeinsamen  Factoren  enthalten, 
so  muss  sein 

f-l>-(»-A)(«-*)(f-J)  («-«,)». ..(*-»,)», 

?"+P=(?+A)(e+*)(e+0(e+«1)J. ••(?+«»)*, 

n-3 
Es  folgt 

(?  =V~  «t")  (98-  V)  •  •  •  (*'- «r») , 

und  weil  i>,  wie  38)  zeigt,  sein  Vorzeichen  bei  Vertauschung  von  q  mit 
— q  nicht  ändert,  so  sehen  wir  constatirt,  dass  P  und  Q  gerade  Func- 
tionen von   q  sind.     Weil  P  also   die  Potenzen  o,  (>8,  (fi  u.  s.  w.  nicht 

n  — 1 
enthalten  darf,  so  liefert  38)     ^     Bestimmungsgleichungen,  welche  nach 

n       o 

Elimination   der    — ^ —   Grössen  aly  ...  a9  zu  einer  Gleichung  zwischen 

den  A,  Ar,  /  führen.     Sie  ist  die  gesuchte  und  bestimmt  die  zwischen  den 

beiden  Kreisen  mit  den  Radien  £,  /  liegende,  dieselben  in  alternirenden 

äquidistanten  Punkten  berührende  Curve.     Aus  35)  folgt 

P 
stn  n  tp  =  — , 

9 
mithin  durch  Differentiation  * 

<*P 

39)  d<p  =      **-=     A 

nQ}/R        9 

Nun  ist  p.- nP  vom  Grade  n  — 1   und  verschwindet,   wie  38)  nach 

Division  mit  ?n  zeigt,  für  alle  Wertbe,  welche  Q  zu  Null  machen,  also 
fi*r  ian   •••   ifl»«     Demnach  haben  wir 

39a)  ,,-4!  +  *A 

Nun  ist  der  höchste  Coefficient  in  P 


und  der  niedrigste 
Weil  nun 


Q.^-nP=(A<>*+B)Q, 


n-1 


so  folgt 

-^  =  Ä  +  *  +  /  +  2(«1  +  «i+. ..  +  «,),     Ä-fl^^fo^ 
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Die   Frage   nach   der  möglichen   Identität  unserer   Cnrven   mit  der 

S&umcurve  11)  würde  nun  eine  bejahende  Antwort  erhalten,  wenn  AqP  +  B 

dP 
mit  o*  —  A*  übereinstimmte.     Dann   würde  o.- nP  und   on  —  P  oder 

—  —  n.p"— 1  und  P—q*  für  ^  =  A  verschwinden. 

Demnach  müsste  q"  —  P  eine  doppelte  Wurzel  h  enthalten.  Dies  kann 
nur  geleistet  werden ,  wemn  wir  h  mit  k  oder  /  identificiren ,  woraus  eine 
illusorische  Lösung  resultirt. 

Die  Bestimmung  des  Grösse  B  wird  illusorisch,  wenn  eins  der  a  ver- 
schwindet.    Jedoch  ist  es  nicht  schwer,   auch  in  diesem  Falle  die  Auf- 
gabe zu  lösen,  da  die  Methoden  im  Ganzen  dieselben  bleiben. 
Wir  nehmen  jetzt  an,  n  sei  eine  gerade  Zahl. 

Für  diesen  Fall  haben  wir 


40)     ^.  co$nq>  ssj/^-Ä*  Yq%— t*.  P,     Qn.  sinnq>=}/i>*—k*.Q. 
Hier  sind  P  und  Q  wieder  gerade  Functionen  von  q ,  und  zwar  je  vom 
Grade  n  — 2.     Folglich  enthalten  beide  zusammen  n  — 1  freie  Constanten, 
indem  der  höchste  Coefficient  in  P  schon  als  1  bestimmt  ist.     Damit  nun 
identisch  sei 

4i)  *2-«te,-AW~'2)J*  +  (e8-*')0*, 

sind  n  Gleichungen  zu  erfüllen.     Wir  werden  daher  nach  gehöriger  Eli- 
mination  eine  Gleichung  zwischen  A,  £,  /  übrig  behalten.     Das  ißt  die 
gesuchte. 
Nun  ist 


woraus  durch  Differentiation 
42)  dq> 


n/tf—pytf—VYf—t.P*  q' 
Der  Zähler  ist  eine  gerade  Function  von  q  in  der  Ordnung  n.    Anderer« 
•»to«*       d  (P»-^Q»       2<?    i,  ,     .„/  dQ         \  \ 

=        d    (Q*-h*)(Q*-P).P* 
dQ  (t2n 

Die  rechte  Seite  enthält  den  Factor  P;  und  da  P  und  Q  keine  gemein- 
samen Factoren  enthalten,  so  muss  P  ein  Divisor  des  Zählers  in  42)  sein. 
Demnach  hat  man  auch  in  diesem  Falle 

A<f  +  B  dg 


43)  <*<?== 


n/R       Q 


Um  A  und  B  zu  bestimmen,  findet  man  zunächst  ]/h*+P  als  höch- 
sten Coefficienten  in  Q.     Dann  liefert 
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40    Ueber  eine  eigenthüml.  Deformation  etc.  Von  Dr.  K.  Schwering. 
44)  (Q*-k*)(<>.^--nQ)  +  Q*Q  =  {Ai>*+B)P 

A=±yw+p. 

Ebenso  liefert  41)  das  Verhältniss  der  beiden  niedrigsten  Coefficienten  in 
P  und  Q  und  dann  44) 

B  =  ±nkki: 

Man  kann  dies  leicht  am  Beispiel  n  =  2  verificiren. 

Sollte  nun  Aq*+B  für  o2=Ä*  verschwinden,  so  müsste  auch  die 
linke  Seite  von  44)  für  diesen  Werth  Null  sein,  und  zwar  auch  nach 
Abtrennung  des  Factors  P.  Dann  müsste  auch  die  rechte  Seite  von  42  a) 
verschwinden,  mithin  der  Ausdruck  (p*— Ä2)(p*  — /*)J*  die  doppelte  Wur- 
zel o2  =  Ä8  besitzen.  Da  P  durch  die  Eliminationen,  welche  41)  gefolgt 
sind ,  vollständig  bestimmt  ist ,  so  kann  über  diesen  Ausdruck  nicht  mehr 
verfügt  werden.  Wenn  daher  zu  der  Eliminationsgleichung  zwischen  A, 
Ar,  /  die  Bestimmung  0  =  Aq*+B  für  d*=A*  hinzukommt,  so  äquivalirt 
das  der  Annahme  A2  =  /2. 

Es  ist  nicht  schwer,  die  gefundenen  Resultate  auf  Fälle  auszudehnen, 
in  denen  R  den  sechsten  Grad  übersteigt.     So  erhält  man,  wenn  R  eine 
ganze  Function  fünften  Grades  von  o2  ist,  eine  Curve 
Qn.sinnq>  =  P,     q*.  cosnq>  =  Qj/ll, 

wo  P  vom  Grade  n  —  1,  Q  vom  Grade  n  — 5  in  Bezug  auf  q*  und  n  eine 
ungerade  Zahl  ist.  Dieselbe  hat  eine  39a)  analoge  Differential- 
gleichung und  ist  vom  Range  Zwei.  Bei  ihrer  Behandlung  spielen 
die  hyperelliptischen  Functionen  mit  zwei  Variablen  die  analoge  Rolle, 
wie  hier  die  elliptischen. 
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L    lieber  ein  Problem  ans  der  Lehre  vom  Maximum  und  Minimum. 

In  dem  „Leipziger  Magazin  für  reine  und  angewandte  Mathematik, 
herausgegeben  von  J.  Bernoulli  und  C.  F.  Hindenburg"  findet  sich 
im  Jahrgang  1786  auf  S.  241  „Leichte  Auflösung  eines  Problems  aus 
der  höheren  sphärischen  Trigonometrie,  von  Nik.  Fuss,  Mitglied  der 
kaiserl.  Akad.  d.  Wiss.  zu  St.  Petersburg. 

Aufgabe. 

„Aus  zwei  in  dem  grössten  Kreise  EF  gegebenen  Punkten  A  und  #, 
auf  der  Kugelfläche  ein  Dreieck  ABC  zu  zeichnen,  dessen  Spitze  C  in 
einen  andern  gegebenen  grössten  Kreis  falle  und  dessen  Inhalt  ein  Maxi- 
mum sei. 

Auflösung. 

„Aus  A  beschreibe  man  senkrecht  auf  EF  den  Bogen  AG,  und  aus 
der  Mitte  D  der  Grundseite  AB  den  Bogen  DG,  so  dass  er  dem  Bogen 
DE  gleich  sei.  Alsdann  schneide  man  auf  dem  grössten  Kreise  ECF 
aus  F  den  Bogen  FC=  AG  ab  und  vereinige  die  Punkte  A  und  B  mit  C 
durch  Bogen  grösster  Kreise,  so  ist  ABC  das  verlangte  Dreieck." 

Der  von  Fuss  gegebene  Beweis  betrachtet  den  Inhalt  des  Dreiecks 
ABC  als  Inhaltsdifferenz  der  beiden  Dreiecke  EBC  und  EAC,  wobei 
eine  geschickte  Combination  von  Geometrie  und  Analysis  angewandt  wird. 
Auf  S.  242  wird  die  Bemerkung  gemacht:  „Wenn  man  hier  den  gewöhn- 
lichen Weg  gehen,  den  Inhalt  der  beiden  Dreiecke  durch  die  bekannten 
Ausdrücke  suchen  und  die  Differentiale  nehmen  wollte,  so  würde  man 
auf  Formeln  gerathen,  vor  denen  der  muthigste  Rechner  erschrecken 
mnsste."  Es  läset  sich  der  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  ohne  grossen  Auf- 
wand von  Formeln  darstellen  und  auf  denselben  die  gewöhnlichen  Regeln 
der  Differentialrechnung  zur  Bestimmung  eines  Maximi  oder  Minimi  zur 
Anwendung  bringen. 

Zwei  bestimmte  grösste  Kreise  mögen  sich  in  den  Punkten  E  und  F 
schneiden ,  es  sei  p  der  Winkel ,  welchen  die  Kreise  in  diesen  Punkten 
einschliessen.  Auf  dem  einen  Kreise  nehme  man  zwei  feste  Punkte  A 
und  B  an,  auf  dem  andern  Kreise  sei  der  Punkt  C  so  zu  bestimmen, 
dass  der  Inhalt  des  sphärischen  Dreiecks  ABC  ein  Maximum  werde.  Setzt 
man  zur  Vereinfachung 
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1)  JE=a,  BE=by     CE=z} 

so  geben  die  beiden  sphärischen  Dreiecke  EAC  und  EBC 
.  cos  AC  =  cos a  cos z  +  cosp  sin a  sin z, 

cos  BC=>  cos  b  cosz  +  cosp  sin  b  sin  z. 
Da  AB*=a  —  6,  so  ist 

4)  cos  AB  —  cos  (a — b). 

Sind  Ay  B}  C  die  Winkel  des  Dreiecks,  ist  5  der  sphärische  Excesa, 
also  S=  A+  B+C—ny  so  hat  man  die  bekannte  Gleichung 

rN  S      1+cosAB  +  cosAC  +  cosBC 

5)  cotj , 

6)  <42=1  —  cos*AB  —  cos*AC  —  cos*BC+2cos  AB.cosAC.cosBC, 
wo  AB,  AC  und  BC  die  Seiten   des   Dreiecks  sind.     Die  Gleichung  6) 
lässt  sich  auch  schreiben 

j*=zsin*AB  —  sin*  A  B  cos*  B  C  —  (cos  AC  —  cosB  C  cos  AB)*. 

Mittelst  der  Gleichungen  3)  und  4)  findet  man  nun  leicht 

A*  =  [sin  (a  — -  6)  .  sinp  •  sinz]* 
und,  wenn  a>o  ist,t 

7)  A  =  sin  (a  —  b)  .  sinp  sin  z. 

Die  Gleichungen  3)  und  4)  geben  ferner 

1  +  cosAB  +  cosAC+cosBC 

0        a  —  b[      a  —  b  a  +  b  .   a  +  b    .     1 

=  2  cos  cos  — ^ — f-  cos  — =—  cosz  +  cosp  stn     ^     «m  f. 

Diese  Gleichung  und  die  Gleichung  7)  geben  zur  Bestimmung  von  S  in 

5)  folgende  Gleichung: 

a  —  b  ,         «  +  o  ,  .   a  +  b    . 

co*  — jr — |-  co*— ^—  cosz  + cosp  stn— ^—  *ro« 
q\  o  2  2  2 

O)  COtjr  = . 

2  . a  — 6    . 

sin  — —  sinp  stn  z 

Für  ein  Maximum  des  Dreiecks  ABC  ist  —==0.     Die  Gleichung  8) 

dz 

giebt  dann  „_,,  a  +  b 

cos     Q     cos  Z  +  CO*  =  0 

oder 

_x                                    a  — ft                      2**  — a  — 6 
9)  co*    ^     .  cos  2  =s  cos s • 

Nun  ist  nach  1)  rc—  a  =  AF^   n  —  b=BF'}  setzt  man  wieder  a  —  b  =  AB 
und  z=CE,  so  lässt  sich  die  Gleichung  9)  schreiben 

AB         „  „            FA+FB 
cos  -^-  ,cosCE*=  cos - . 

Diese  Gleichung  enthält  die  von  Fuss  gegebene  Lösung.     Auf  S.  245 
sind  noch  die  beiden  folgenden  Anmerkungen  beigefügt: 
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1.  Anmerkung. 

„Es  ist  merkwürdig,  dass  die  Grösse  des  Bogens  EC  oder  FC  gar 
nicht  von  der  Neigung  der  beiden  grössten  Kreise  abhängt,  sondern  blos 
durch  die  Bogen  EA  und  EB  bestimmt  wird." 

2.  Anmerkung. 

„Auf  eine  der  obigen  ähnliche  Art,  aber  viel  leichter,  läset  sich  der 
Punkt  C  so  bestimmen,  dass  die  Summe  der  beiden  Seiten  AC+  BC  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  wird,  in  welchem  Falle  aber  die  Neigung 
der  beiden  grössten  Kreise  nicht,  wie  vorhin,  aus  der  Rechnung  geht." 

Der  Inhalt  der  2.  Anmerkung  erledigt  sich  unmittelbar  mit  Zuziehung 
der  Gleichungen  3). 

Göttingen.  Professor  Enneper. 


IL   Convergenz  der  Thetareihen. 

Will  man  nicht,  wie  es  Riemann  in  seinen  Vorlesungen  gethan 
hat,  die  Convergenz  der  mehrfach  unendlichen  Thetareihen  auf  die  mehr- 
facher bestimmter  Integrale  zurückführen,  also  auf  eine  Theorie,  die  im 
Grunde  weniger  einfach  ist,  als  die  der  unendlichen  Reihdh,  so  kann 
man  durch  Zerlegung  der  quadratischen  Form 


,_**>. 


f(X19  g8,   ...gp)=r     >       ^j   XUV  XPXV 

in  eine  Summe  von  Quadraten  die  Reihe  mit  einem  Product  von  p  .ein- 
fach unendlichen  Reihen  vergleichen,  deren  Tenne  grösser,  als  die  der 
vorgegebenen  Reihe  sind,  und  die  doch  convergirt.  Allein  bei  der  un- 
geheuer raschen  Convergenz  der  Thetareihen  kann  man  dieselben  auch 
direct  mit  einer  einfach  unendlichen  Reihe  vergleichen.  Da  diese  Methode 
wenigstens  für  p  =  2,  p=3  durch  Anwendung  graphischer  Darstellung 
besonders  einfach  und  fasslich  wird,  so  kann  dieselbe  für  Vorlesungen, 
zu  welchem  Zwecke  ich  sie  mir  erfand,  Manchem  willkommen  sein,  wes- 
halb der  Beweis  für  p  =  2  hier  folgt. 

In  einer  einfach  oder  mehrfach  unendlichen  Reihe  von  Tennen 

e-r 

kommt  es  bekanntlich  nur  auf  den  reellen  Theil  von  f  an,  wenn  man 
ihre  Convergenz  feststellen  will.     Demnach  kann  man  in  der  Reihe 

in  der  m1,  m2  alle  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlen  durchlaufen, 
annehmen,  dass  rn,  r12,  *82,  i19  e%  reelle  Grössen  sind,  ohne  dadurch 
die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  zu  beschränken.     Wir  setzen 
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m1  +  el  =  x,     m2  +  e2  =  y, 
xnxx  +  1xl%xy  +  x^yy  =  f(x,  y), 
dann  bedeutet,  wenn  die  Form  positiv  ist,  was  zur  Convergenz  erfor- 
derlich ist,  die  Gleichung 

f(x,y)  =  N* 

eine  Scbaar  ähnlicher  Ellipsen ,  wenn  N  variirt.  Für  N  =  1  sei  ihr 
Flächeninhalt  F  die  Länge  ihrer  Begrenzung  Z.  Nun  zerlegen  wir  die 
xy-  Ebene  in  ein  quadratisches  Gitter  mit  den  Ecken  oder  Gitterpunkten 
x  =  ex  +  ntx ,  y  =  e2  +  iw8 ,  worin  m1 ,  m2  alle  ganzen  negativen  und  posi- 
tiven Zahlen  sind.  Jedes  Quadrat  hat  den  Flächeninhalt  Eins.  Hieraus 
folgt,  dass  der  Flächeninhalt  der  Ellipse  £(JV),  welche  au  der  Gleich- 
ung  f=NN  gehört,  >G  ist,  wenn  G  die  Anzahl  der  Gitterpunkte  im 
Innern  der  Ellipse  bedeutet.  Vermehrt  man  aber  G  um  die  Zahl  LN9 
d.  h.  vermehrt  man  die  Gitterpunkte  um  je  einen  auf  die  Länge  der 
Begrenzung,  so  ist  diese  Zahl  grösser  als  der  Flächeninhalt.  Die  An- 
zahl der  Gitterpunkte  im  Innern  der  Ellipse  E(N+1)  ist  demnach 
<F.  (7V+J)2  und  die  im  Innern  der  Ellipse  E(N)  >  F .  N .  N -  LN, 
woraus  sich  durch  Subtraction  ergiebt,  dass  die  Anzahl  der  Gitterpunkte 
zwischen  £(N)  und  E(N+1)  kleiner  als  F.(2iV  +  l)  +  LN  ist.  Jedem 
Gitterpunkte  entspricht  nun  ein  Term  er?  der  Reibe  und  umgekehrt. 
Jeder  zu  einem  Gitterpunkte  zwischen  E(N)  und  E(N+1)  gehörende 
Term  ist  <erNN  und  demnach  ist  die  Summe  aller  zu  ihnen  gehören- 
den Terme  kleiner  als 

($N+l)F+NL)e-NN. 

Setzt  man  nun  für  N  der  Reihe  nach  1 ,  2 ,  3 ,  . . . ,  so  erkennt  man 
sogleich,  dass  die  vorgegebene  Reihe  weniger  und  kleinere  Terme,  als 
die  stark  convergente,  einfach  unendliche  Reihe 


Z 


((2N+l)F+NL)e-NIi 


besitzt  und  mithin  convergent  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Zahlen  Fy  L  bedarf  man  der  Integralrechnung 
nicht,  da  man  von  ihnen  hier  Nichts,  als  ihre  Endlichkeit  zu  wissen 
braucht. 

Freiburg,  1877.  J.  Thomae. 


m.  Ueber  Schwingungen  einer  Saite,  deren  Spannung  eine  stetige 
Function  der  Zeit  ist. 

Da  man  in  neuerer  Zeit  angefangen  hat,  Töne  von  stetig  veränder- 
licher Höhe  experimentell  zu  untersuchen ,  so  dürfte  eine  Betrachtung  der 
mechanischen  Bewegung  einer  Seite  von  veränderlicher  Spannung  nicht 
ohne  Interesse  sein.     Es  wird  sich  zeigen,  dass  in  j^n^  der  Wirklich- 
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keit  vorkommenden  Fällen  in  jedem  Augenblicke  die  Obertöne  sehr 
genau  harmonisch  zu  dem  Grundtone  bleiben. 

Ist  m  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Saite,  G  die  Kraft,  mit  der 
die  Saite  gespannt  ist,  ist  ferner  s  der  Abstand  eines  Punktes  der  Saite 
von  einem  Endpunkte,  §  die  Amplitude  dieses  Punktes  zur  Zeit  f,  so  ist 
die  Bewegungsgleichung  der  schwingenden  Saite: 

di*       m'ds*' 
Ist  /  die  Lange  der  Saite,   so  wird  den  Grenzbedingungen  genügt, 
wenn  wir  setzen 

und  F  als  blos  von  *  abhängig  annehmen.  Es  muss  dann  F(t)  der 
Gleichung  genügen 

'  dt*       ml2 

Git* 
Wir  nehmen  nun  an ,  dass  — rs-  einer  Potenz  von  t ,  nämlich  l*  pro- 

m  P  r 

Gn* 
portional  sei,  also  — -^=c2/a  sei,  wo   c2  eine  Constante  ist.     a  wollen 

wir  so  bestimmen,  dass  1)  durch  B es 8 eT sehe  Functionen  in tegrirt  wer- 
den könne.  Sind  p  und  v  zwei  Constanten,  über  welche  wir  noch  ver- 
fugen werden,  l  eine  Variable,  so  setzen  wir 

2)  *  =  A*,     F(0  =  tf%(A); 
durch  diese  Substitution  geht  1)  über  in 

3)  ^  +  fl^f±l>.§+(c.^+.-.  +  ^)/|l-0. 

Ist  a   eine  Constante,   so  ist  die  Differentialgleichung  der  B  es  sei-  , 
sehen  Functionen 


*  S+i3+*(*'-0-i 


Gleichung  3)   ist  also  durch  Bessel'sche  Functionen  integrirbar,  wenn 
wir  setzen 

5)  v  =  2p    und    «=--2  =  1-2. 

Ein  Integral   von    4)   entnehme  ich  aus  der  Abhandlung  des  Herrn 
Schlömilch  über  Bessel'sche  Functionen:* 

1 

J" = iul{iv+ D  ß1  ~  *r "*  cos{2  ak  x)  • dx' 


*  Die«,  Zeitochrift,  Bd.  2  8. 147. 
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Setzen  wir  mit  Hilfe  von  2)  und  5)  den  Werth  von  k=ft*  in  dieses 

Integral  ein,  so  ist 

1 

6)       F^  =  T^1^)f^-x^-%C0S(2c^x)d:c 

ein  Integral  der  Gleichung 

Ist   Cx   eine  Constante,    so    ist    fj  =  Cx  F(t)  sin  —   ein   Integral   der 

Differentialgleichung  für  die  Bewegung  der  Saite.     F  ist  ausser  von   / 
auch   noch   von  C  und  p  abhängig;   drücken  wir  dieses   aus   durch  die 

Bezeichnung  Fß(tJ  c),   so  ist  auch   £8  =  C%  FM(*,  2c)  sin ein  Integral 

der  Differentialgleichung;  ein  ziemlich  allgemeines  ist 

8)  J  =  £CnFfl(t,nc)sin'^. 

Die  Aufstellung  des  allgemeinsten  Integrals  würde  die  Eenntniss 
auch  des  zweiten  Integrals  der  Gleichung  7)  erfordern.  Die  Lösung  8) 
umfasst  alle  Fälle,  in  denen  zur  Anfangszeit  t  =  (0  die  Amplituden  und 
Geschwindigkeiten  so  gegeben  sind,  dass  die  Amplitude  des  Punktes  s 
durch 

/,  CnFnii^n^sin1^, 


^7      dFn(l0,nc)       ntis 

*-i        dto  c 


dessen  Geschwindigkeit   durch  ^J  Cn — ^—^ — 'sin—^-    dargestellt  wer- 
den kann. 

Um  8)  auf  einen  speciellen  Fall  anzuwenden,  nehmen  wir  an,  dass 

(i  =  1  sei ,  also  die  Spannung  G  zur  Zeit  t  sich  finde  aus  — ^  =  -.     Die 
Anfangsspannung   ist  =  G0  =  - — s- ,     sie    nimmt   ab    mit    der   Anfangs- 

t07t 

gesch  windigkeit  —  =  —    g   «.     c2  und  f0  kann  man  so  wählen ,  dass  G0 

und  — -  gegebene  Werthe  erhalten. 
«*o 

Für  den  Grundton  findet  man  aus  2) 

9)  F(f)^tk.Jx{tk) 

und   für  JY{^)  findet  man   in   der  oben  citirten  Abhandlung  des  Herrn» 
Schi ömi Ich  für  grosse  Werthe  von  cfa  die  Entwickelung 

igi  ize      y  Q 
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sinfecfr-j)/    1  15  \ 

10)  /  «\ 

co>f2c^— --)/        3 105  \ 

H 7= 1  M6(/^)s     8192 (/cfr)1  "    / 

Aus  9)  und  10)  erkennt  man,  dass  die  Exemtionen  der  Saite  um 
so  grösser  werden,  je  mehr  die  Spannung  mit  wachsender  Zeit  abnimmt. 
Die  Richtigkeit  dieses  Resultats  leuchtet  ein. 

Die  halbe  Schwingungsdauer  zur  Zeit  t  bestimmt  sich  als  Differenz 
zweier  aufeinander  folgender  Wurzeln  der  Gleichung  F(/)  =  0  oder  J(/)==0. 
Da  cfr  immer  sehr  gross  ist,  so  können  wir  nach  der  Gleichung  10)  die 
Wurzeln  von  ^(^  =  0  mit  hinreichender  Genauigkeit  berechnen  aus 

3 


11)  Umgfecfr-^y 


=  0 


16  cfr 
oder  auch  _ 

wenn   die  höheren  Potenzen  von  — ~  vernachlässigt  werden  und  n  eine 

et** 

grosse  positive  ganze  Zahl  ist.     Hinreichend  genau  erbalten  wir 

12)  ,'«*-(.+fl,  ___«_. 

Bezeichnen  wir  die  halbe  Schwingungsdauer  zur  Zeit  /  mit  r,  so  er- 
halten wir  t,  indem  wir  in  12)  statt  n  schreiben  n  +  1  und  f+x  für  f, 
nämlich  aus 

13)  >e(,+.)»-<,+i+i).-  8{n+\+1)n; 

da  t  sehr  klein  gegen  /  ist,  so  können  wir  für  (/+*)%  setzen  '^  +  £-i7> 

ziehen  wir  dann  12)  von  13)  ab,  so  ist 

CT  ,  3 


fr        T8l»+i)(ii+i+l)*- 
Da  offenbar  das  letzte  Glied  nur  ein  Correctionsglied  ist,  so  können  wir 
ans   12)   für  (n  +  \)n  einsetzen   2c  fr,  die  ganze  Schwingungsdauer  ist 

2%fr       3*   fr  1 

dann  znr  Zeit  /=2r  = "^  75  IV    ^e  Schwingungszahl  2V  ist  =  — = 


14)  2*1*  l1     32  cJ" 


Würde  die  Spannung  zur  Zeit  <  nicht  mehr  geändert,  so  würde  die 

c  3 

Schwingungszahl  sein  ~ — 7^  >  die  obige  ist  also  um  -r^ — -^  kleiner.  Nehmen 

wir  an,  dass  die  Spannung  von  der  Anfangszeit  t0  ab  so  rasch  abnehme, 
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dass  die  Schwingungszahl  nach  Verlauf  von  ^  Secunde  die  Hälfte  von 
der  anfänglichen  sei,  so  ist  f0  =  £  zu  setzen;  in  diesem  Falle  ist  der 
Unterschied  der  Schwingungszahlen  zur  Zeit  t0  =  0,39 ,  nach  Verlauf  von 
4-  Secunde  beträgt  der  Unterschied  nur  0,05*  Bemerkenswert!)  ist,  dass 
die  Schwingungszahl,  die  der  zur  Zeit  /'stattfindenden  augenblicklichen 
Spannung  G  entspricht,  kleiner  ist  als  die  Schwingungszahl,  die  der  con- 
stanten-  Spannung  G  entspricht. 

Die  Schwingungszahl  des  ersten  Obertones  erhält  man,  indem  man 
in  Gleichung  14)  statt  c  einsetzt  2  c.  Das  Verhältnies  der  Schwingungs- 
zahlen zur  Zeit  /  ist  =  2  ( 1  +  ^— — -  j ;   wie  man  leicht  findet,   ist  dieses 

Verhältniss  so  nahe  gleich  2,  dass  die  Obertöne  als  harmonisch  zu  den 
Grundtönen  angesehen  werden  können. 

Von   der   Gleichung  1)    lässt  sich  auch  in   dem  Falle  ein   Integral 

angeben,  wenn  — jj  =  a2  —  2y  cos— -  gesetzt  wird,  wo  a\  y  und  #  Con- 
stanten sind  und  zwischen  a%  und  y  eine  gewisse  Abhängigkeit  besteht. 
Es  entspricht  diese  Annahme  dem  Falle,  dass  das  eine  Ende  der  Saite 
an  einem  Körper  von  sehr  grosser  Masse  befestigt  ist,  der  in  der  Rich- 
tung der  gespannten  Saite  Vibrationen  von  der  Schwingungszeit  #  aus- 
führt. Die  Integration  geschiebt  mit  Hilfe  der  von  Herrn  Heine  ein- 
geführten Functionen  erster  Art  des  elliptischen  Cylinders,  derselben 
Functionen ,  die  bei  der  Untersuchung  der  Schwingungen  einer  unendlich 
dünnen  elliptischen  Membran  auftreten  und  verwandt  sind  mit  den  L anla- 
schen Functionen. 

Eisenach.  Dr.  Nibmöllbb, 

I*hrex  am  Bealgymnarinm. 


IV.   lieber  den  verallgemeinerten  Taylor'schen  Satz. 
Von  0.  Sohlömilch. 

Wie  bekannt,  hat  L.  Cr  eile  sich  s.  Z.  vielfach  mit  einer  Erweite' 
rung  des  Taylor'schen  Satzes  beschäftigt,  bei  welcher  im  allgemeinen 
Gliede  der  Reihe  an  die  Stelle  der  Potenz  eine  Factorielle  desselben 
Grades,  und  an  die  Stelle  des  Differentialquotienten  ein  Differential quo- 
tient  derselben  Ordnung  zu  stehen  kam.  Das  Resultat,  zu  welchem 
Cr  eile  durch  wiederholte  Anwendung  einer  identischen  Gleichung  ge- 
langte, lautet  folgendermassen : 

v(t+A)-Ä.  =  v(0  +  Y.-^-+-j^-.-^r+-. 

•      a*      x       •«!..      '  1.1.3...»  '    Jp    ' 

worin  4t=i,  mithin 

Digitized  by  VJÜUy  IC 
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^OP(Ö       1 


ist,  und  Rn  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet.  Eine  genauere  Untersuch- 
ung des  letzteren  verursachte  jedoch  schon  bei  reellen  £  so  grosse  Weit- 
läufigkeiten, dass  die  ganze  Speculation  nie  recht  in  Aufnahme  gekom- 
men und  jetzt  so  gut  wie  verschollen  ist.  Unter  diesen  Umständen 
gewährt  es  vielleicht  einiges  Interesse,  wenn  ich  im  Folgenden  zeige, 
dass  die  Crelle'sche  Gleichung  in  zwei  Zeilen  hergeleitet  werden  kann 
und  dass  sich  bei  etwas  veränderter  Ansicht  der  Sache  auch  die  Beding- 
ungen angeben  lassen,  unter  welchen  der  Rest  mit  unendlich  wachsenden 
n  gegen  die  Null  convergirt. 

Es  bezeichne  z  eine  compleze  Variable,  q>{z)  eine  Function,  welche 
längs  und  innerhalb  eines  geschlossenen  Contours  synektisch  bleibt,  ferner 
mögen  die  Punkte  w,  w+fl,  w+2dy  ...  tv  +  mö  innerhalb  desselben  Con- 
tours liegen;  wird  nun  der  letztere  zum  Integrationswege  für  z  genom- 
men, so  gelten  bekanntlich  die  Formeln* 


h 


f-< 


dz  =  2t7t<p(w)% 
z  — tv 

qp(z)  dz 


(z  —  w)(z  —  n;  —  d)(z  —  w  —  2$)  ...  (z  —  w  —  md) 

•s^l(m)o<P(«'+™ä)  —  (»l)  *(»  +  »  —  **) 


1.2...m  d{  

+  (w2)<p(w  +  m  —  2o*)  — . 


1.2.../»'    Jw"> 
Andererseits  kennt  man  die  identische  Gleichung 

«     l      ß(ß-l)(ß-2)...(ß-n) 
«-£)         a(tt-l)(a-2). ..(«-«) 

"ra-l"r(o-lH«-2)"r(o-l)(«-2)(a-3)"r"' 
ß(ß-l)jß-2)...(ß-n~=l) 
"*"1"  («-l)(«-2j(«-3)...(o-n)' 

setzt  man  in  dieser  «  =  — ,  ß=——-t  mnltiplicirt  beiderseits  mit 

-L  *&dz 

2inz-Zat 
und  integrirt  nach  den  vorigen  Formeln ,  so  gelangt  man  unmittelbar  zu 
dem  Cr  eile' sehen  Resultate.     Dabei  ist 


*  Das  erste  Integral  rührt  von  Cauchy  her;  das  zweite  ist  zuerst  vom  Verf. 
iekelt  worden  im  Comp.  d.  höh.  Anal.,  Bd.  II  S.  72. 


entwickelt 

Z^toohrifl  1  Mathematik  n.  Phyiik  XXV,  1 
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der  Integrationsweg  mnss  so  gewählt  werden,  dass  er  die  Punkte  £+ä, 
ti  £  +  £>  £+2d,  ...  f+nfl  umschliesst. 

Nimmt  man  £=0,  <5=1,  schreibt  w  für  hy  F  statt  <p  und  setzt  zur 
Abkürzung 

'  m~  1,2.3...  M 

so  wird 

2)  =zl  +  Xln>  +  X%tv(n>-l)  +  Xin>(w-l)(w-2)+... 

...  +  A,w(w-l)(w-2)...(w-^l), 
__J__/*te(to-l)(»-2)...(tu-n)    F(z)  dz 
n~2inJ    z(z 


3) 


(*-l)(z-2)...(z-fl)     #     2— 10    ' 

wobei  die  Punkte  n>,  0,  1 ,  2 ,  . . .  n  innerhalb  des  Integrationscontours 
liegen  müssen.  Diese  Formeln  sind  weit  einfacher  als  die  vorigen,  aber 
gleichwohl   nicht  specieller;    setzt  man   nämlich  zuerst  jF(«0  =  /*(«>+ y)> 

h  £ 

dann  w  =  — ,  y  =  -r  und  schliesslich  /"(*)  =  qp  (*  i) ,   so  kommt  man  auf 

ö  o 

die  ursprünglichen  Gleichungen  zurück. 

Bei  unendlich  wachsenden  n  macht  es  sich  wegen  der  Punkte  1,  2, ...  n 
erforderlich,  den  Integrationsweg  mindestens  in  der  Richtung  der  x  un- 
endlich zu  erweitern;  hierdurch  entsteht  eine  gewisse  Unbestimmtheit, 
welche  man  am  besten  dadurch  vermeidet,  dass  man  von  Hause  aus  die 
Formeln  auf  einen  unendlichen  Integrationsweg  einrichtet.  Dies  läset 
sich  durch  folgende,  von  dem  Vorigen  ganz  unabhängige  Betrachtung 
erreichen. 

Die  Function  f(z)  bleibe  synektisch  innerhalb  eines,  aus  dem  Co- 
ordinatenanfange  mit  dem  Radius  r  beschriebenen  Halbkreises ,  dessen 
Durchmesser  auf  der  y-Axe  von  —ir  bis  +  t>  reicht;  innerhalb  dieses 
Halbkreises  liege  der  Punkt  c  =  a  +  tft,  für  welchen  hiernach  «>0  und 
pV  +  &2<r  ist;  der  Werth  des  Integrals 

v« 


/; 


dz, 

c  —  z 

worin  c  einen  Ausnahmepunkt  bildet,  bleibt  dann  derselbe,  wenn  einer- 
seits jener  Halbkreis  nebst  seinem  Durchmesser  als  Integrationsweg  ge- 
nommen, und  wenn  andererseits  der  Punkt  c  in  einem  ganzen  Kreise 
von  hinreichend  kleinem  Halbmesser  q  umgangen  wird.  Mittelst  bekannter 
Substitutionen  ist  demzufolge 

J<-,y  J  c-rc>*  J 

—r  —{*  0 
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fftr  f  =  0,  r  — oo  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  f(re1*)  bei  unend- 
lich wachsenden  r  und  für  —  in<Q^  +  ^n  verschwindet,  ergiebt  sich 
die  Formel 


4>  /Hftdy=2't/p(c)'  a>o> 


—  oo 

von  welcher  der  Specialfall  fc  =  0  längst  bekannt  ist.  Für  0  =  0  gilt 
diese  Formel  nicht,  weil  dann  der  kritische  Punkt  auf  den  Integrations- 
weg zu  liegen  kommt;  umgeht  man  in  diesem  Falle  den  Punkt  ib  mit- 
telst eines  Halbkreises  vom  Radius  o,  so  erhält  man 

-r  -\n  b  +  Q  -\n 

und  daraus  wird  für  verschwindende  q  und  r  =  oo 

Statt  dessen  kann  man  entweder  schreiben 


>ß%<- 


Hauptwerth  von    /        ~  rfy  =  inf{ib) 

oder    auch,    wenn    im   ersten   Integrale  6  — y  =  f,    im  zweiten  y  — 6  =  / 
gesetzt  wird, 

5)  y^^-oi-m^+o],^,.,^ 

o 

Ist  endlich   a<0,   so  verschwindet  das  in  Nr.  4  verzeichnete  Inte- 
gral, weil  dann  der  kritische  Punkt  ausserhalb  des  Integrationsweges  liegt. 
Nach  diesen  Vorbereitungen  betrachten  wir  das  Integral 


nJ  fv~~ty 


6)  /(»)« 

—  00 

worin   »  =  «  +  *«'  und   m>0  sein  möge.     Zar  Entwickelang  desselben 
benatzen  wir  die  identische  Gleichung 

*1  1        y(y  +  l)fy  +  2)...(y  +  »-l) 


7) 


£-y     S-y'  £U+i)U+2) ...  (H-«-i) 


^l  ,      r      ■       y(y+l)      ■       .  y(y+D(y+2)...(r+n-2) 

t","iU+l)"r!;(J+l)(£+2)"r","r  f(J+l)a+2)...(S+n-l)' 

die  auch   für  «  =  oo  gilt,   wenn  der  reelle  Theil  von  £,   vermindert  um 
den  reellen  Theil  von  y,   einen  positiven,  die  Null  übersteigenden  Rest 

4* 
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VWtfWWSAAAAAA^/ 


giebt,    während   die   imaginären   Bestandteile   von   £  und   y  willkürlich 
bleiben*.     Diesen  Bedingungen  genügt  die  Substitution 

wonach  aus  Nr.  7)  wird 

1  1  (l-»)(2-»)...(ii-wQ 

w-  iy      w  —  iy  '(1  —  1 1/)  (2  —  iy) ...  (n  -  iy) 

1  i-w  (l-»)(i-f)  , 


(l-«;)(2-«>).„(»- l—n>)  m 

—  +  (i-ly)l2-ir).  .(»-iy)  ; 

multiplicirt  man  die  vorstehende  Gleichung  mit 

integrirt  von  y  — —  oo  bis  y  =  -f-oo  und  benutzt  die  Abkürzungen 

ffl  B  -    *    /fr-»)  <»-»)-(»-»)     A'»  dlf 

°;  ""      2«  /(l-.y)(2-f9). ..(»-•»)*«— ty    r> 

—  00 

m        k  =JL  /  Aiyvgy 

"'  m     2«  /(l  -,y)(2-.y)...(m  +  l-«y)' 

—  00 

so  gelangt  man  zu  folgendem  Resultate: 

/■(»)- ^«1^+1^(1-») +  irf(l-»)(2-»)  +  ... 
ü;  ...+!T.-1l1-fP)(2-»)...(»-l-ir). 

Der  Werth    von   Km   findet   sich    leicht,    wenn   man   die   bekannte 
Gleichung 

1 1        l(m)0      (m)t       (m),  ( 

<(*+l)V  +  2)...(«  +  m)      1.2...m|    i         l  +  L^t  +  2      '"( 
für   f=l  — y    benutzt  und   die  einzelnen   Glieder  nach  Nr.  4  integrirt; 
dies  giebt 

E" = rr—z.  i  <w)o  Ai)  -  (H  A») + (*). A3)  -...}' 
=  iXTÜ  !  (m)o  A» + *> "  (")i  A«)  +  •  •  •  I- 

Führt  man  die  Abkürzung  ein 

^(m^^m  +  l)  — »1/'(m)  +  m8/'(m— 1)— ... 

11J  *m 1.2.3...»  ~' 

so  wird  ATws=(—  l)mxmf  und  die  Gleichung  10)  gestattet  dann  folgende 
Schreibweise : 
121  /?W-Än  =  *0  +  x1(w-l)  +  K2(w~l)(w-2)  +  ... 

'  ...  +  «,_,(»- 1)(»-2)...(»-ii-1). 


*  Sitzungsbericht  d.  Bachs.  Ges.  d.  Wiss.  vom  1.  November  1! 

DiQitizedby 
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Bei  unendlich  wachsenden  n  ist  nach  den  gemachten  Voraussetzungen 

/"W(l-,y)(2-.y). ..(«-,»-"' 
mithin  LimRu  =  Oy  and  die  Gleichung  12)  wird 

13)  /W  =^+^(»-1) +  «,(*- l)(»-2)  +  .... 

Um   schliesslich   diejenige  Reihenentwickelung  zu   erhalten,    welche 
der  Gleichung   2)   für  n  =  oo   entspricht,   bedarf  es  nur  der  Substitution 

wie  leicht  zu  sehen  ist,  wird  dann 

_(m+l\F(m  +  n-(m  +  l\F(m)  +  (m  +  l)%F(m-l)-.m. 
*"~  1.2.3...(wH-l) 

oder  xm_1  =  Am,  wenn,  wie  in  Nr.  1, 

14*.      a     _  fm\F(m)-  (V)t  F(m-l)  +  (m)2  FQ-2)-... 
,4J        *-""•  1.2.3. ..»i 

ist;  das  Endresultat  lautet  hiernach 

15)     F(w)  =  A0+A1w  +  A2«;(w—  1)  + A3«;(w-l)(«;-2) +  .... 
Zum  Bestehen  desselben  gehört,  dass  der  Quotient 

F(u+iv)  —  F(p) 
u  +  iv 
fär  jedes  u  >  0  und  beliebige  9  synektisch  bleibt  und  dass  er  für  u  =  oo 
verschwindet. 

Diesen  Erörterungen  nach  kommt  der  verallgemeinerte  Taylor' sehe 

Satz  auf  die   Entwickelung  einer  Function   nach   steigenden  Facultäten 

zurück,    und    damit  ist   gleichzeitig  das   Seitenstück  zu   der   früher  von 

mir  angegebenen  Entwickelung  nach  absteigenden  Facultäten  gewonnen. 

(Aus  den  Sitzungsber.  d.  sächs.  Gesellsch.  d.  Wissensch.) 


V.  Heber  eine  direote  Messung  der  Indüctionsarbeit  und  eine  daraus 

abgeleitete  Bestimmung  des  mechanischen  Aequivalents  der  Wärme. 

Von  Prof.  Dr.  A.  v.  Waltenhofen  in  Prag. 

Der  Verfasser  hat  Versuche  gemacht,  welche  darauf  abzielten,  die 
zur  Induction  eines  elektrischen  Stromes  von  bestimmter  Stärke  in  einem 
Schliessungskreise  von  gegebenem  Widerstände  erforderliche  Arbeit  direct 
mit  Hilfe  eines  Feder  -  Dynamometers  zu  messen  und  mit  der  theoretisch 
berechneten  zu  vergleichen. 

Als  Induction  sapparat  diente  eine  magnetoelektrische  Maschine  für 
continuirlichen  Strom,  deren  elektromotorische  Kraft  zuvor  genau  ermit- 
telt und    der  Tourenzahl    proportional    gefunden    worden    war.   —    Als 
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Dynamometer  wurde  eine  dynamometrische  Kurbel  neuester  Construction 
verwendet,  welche  mit  einem  Schreibapparate  zur  Aufnahme  der  Arbeits- 
diagramme versehen  ist.  Die  Scala  derselben  wurde  durch  directe  Be- 
lastung geprüft  und  richtig  befunden.  Die  dynamometrische  Kurbel  wurde 
am  Inductionsapparate  an  einer  statt  der  gewöhnlichen  Kurbel  am  Trieb- 
werke angebrachten  Welle  festgeschraubt.  —  Zur  Messung  der  inducirten 
Ströme  war  eine  Tangentenboussole  von  genau  ermitteltem  Rednetions- 
factor  in  den  Schliessungskreis  eingeschaltet,  dessen  Widerstand  möglichst 
genau  gemessen  wurde  und  mittelst  eingeschalteter  Scalen  beliebig  ver- 
ändert werden  konnte.  —  Zur  Bemessung  der  Tourenzahl  diente  ein 
Secundenpendel  mit  lautem  Schlage. 

Es  wurden  fünf  Versuche  gemacht ;  bei  dreien  betrag  die  Drehungs- 
geschwindigkeit 1  Kurbelumdrehung  in  1  Secunde  (entsprechend  7  Um- 
läufen des  Inductors);  bei  den  zwei  anderen  Versuchen  kam  1  Kurbel- 
tour beziehungsweise  auf  je  2  und  je  4  Secunden.  Bei  jedem  Versuche 
wurden  65  Touren  ausgeführt,  und  zwar  einmal  bei  unterbrochenem  und 
einmal  bei  geschlossenem  Stromkreise.  Die  Differenz  der  in  beiden  Fällen 
vom  Dynamometer  verzeichneten  Arbeiten  war  die  zur  Erzeugung  des 
gleichzeitig  an  der  Tangentenboussole  gemessenen  Stromes  nach  Mass- 
gabe der  aus  der  Tourenzahl  berechneten  elektromotorischen  Kraft  oder 
des  bekannten  Widerstandes  aufgewendete  Inductionsarbeit.  Sie  betrug 
nach  den  gut  übereinstimmenden  Ergebnissen  der  fünf  Versuche  (wobei 
die  angewendeten  Inductionsarbeiten  zwischen  den  Grenzen  von  -^  und 
6  Meterkilo  lagen)  auf  die  elektromotorische  Kraft  eines  Danie  11'  sehen 
Elementes  und  auf  den  Widerstand  einer  Siemens' sehen  Einheit  redu- 
cirt,  0,13  Meterkilo  per  Secunde,  ein  Resultat,  welches  theoretischen 
Bestimmungen  sehr  nahe  kommt. 

Vergleicht  man  diesen  Arbeitswerth  mit  der  Anzahl  der  Calorien, 
welche  den  in  einer  Daniell' scheu  Kette  bei  gleichem  Widerstände 
stattfindenden  chemischen  Processen  entsprechen,  so  erhält  man  mit  Be- 
nutzung der  von  W.  Thomson  und  Jenkin  dafür  angegebenen  Zahlen 
für  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  die  Zahl  428  oder,  wenn 
man  nur  die  grösseren  Indnctionsarbeiten  in  den  vier  ersten  Versuchen 
der  Rechnung  zu  Grunde  legt,  die  Zahl  421,  sehr  nahe  übereinstimmend 
mit  dem  allgemein  angenommenen  Joule' sehen  Aequivalente. 

(Aus  den  Sitzungsber.  d.  Wiener  Akad.  1879,  XVL) 

VL   Geometrische  Untersuchungen. 
HI. 

Dem  Dreieck  AlA2ASi  auf  dem  Kreise  K  und  seinem  Gegendreieck 
Äx  Ä%  Ä%  ist  eine  Ellipse  V  eingeschrieben ,  welche  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte normaler  zu  demselben  Punkte  P  des  Kreises  gehöriger  Geraden- 
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paare  c  UU     Aus   den   sechs   Punkten   Al%  //2,  A3i  Afx>  J%y  Ä3  auf  K 
lassen  sich  überdies  die  Dreieckspaare 

A^A^A^y   A  2A  3AX\   A^A^A^y   A$A  XA2\   AXA^A^  AXA2A3 
formen. 

Die  Combination  dieser  Dreieckspaare  mit  dem  ursprünglichen  führt 
zu  folgenden  Sätzen: 

Wenn  man  für  den  Punkt  P  bezüglich  jedes  dieser  Paare  den  Punkt 
V  constmirt,  so  bilden  diese  drei  Punkte  F,,  F8,  F8,  mit  dem  ersten, 
F,  zusammen  ein  orthogonales  vollständiges  Viereck ,  so  dass  z.  B.  V  der 
Höhenaehnitt  von  Vx  F2  F8  ist.  Die  Dreiecke  Vx  V%  F8,  V%  Vs  F,  F8  Vx  F, 
Vx  Vs  V  sind  congruent  den  Dreiecken  AXASA6,  A2AsA\y  A3AxA'%y  AxA%Alz, 
aber  entgegengesetzten  Sinnes,  und  ihr  (gemeinsamer)  Feuerbach 'scher 
Kreis  hat  PO  zum  Durchmesser. 

Die  Senkrechten,  welche  von  F4,  F8,  Fs  beziehendlich  zu  A2A3J 
AZAXJ  AtA2  gezogen  werden,  schneiden  sich  in  einem  Punkte  JT,  welcher 
mit  Fj  F2  F8  zusammen  ein  dem  Viereck  PAX  A2  As  congruentes  Kreis- 
viereck bildet.  Der  Punkt  Ä4  dieses  Kreisviereckes  X  Vx  V%  F8  fällt  mit  P 
zusammen» 

Bewegt  sich  P  auf  K,  so  beschreiben  Vx%  F8,  F8  bestimmte  concen- 
trische  Ellipsen ,  das  Umkreiscentrum  von  Vx  Fa  F8  beschreibt  eine  mit  F 
congruente,  aber  gegen  diese  um  90°  gedrehte  Ellipse  um  0,  die 
Euler' sehe  Gerade  OH  des  Dreiecks  VXV2VZ  hüllt  eine  orthogonale 
Asteroide  ein. 

Dem  Auftreten  der  Ellipse  F  bei  zwei  Gegen dreiecken  analog  ist 
das  Auftreten  einer  allgemeineren  Ellipse  bei  zwei  beliebigen  Dreiecken 
AXA7A5  und  BxBaB9}  auf  dem  Kreise  IC. 

Bestimmt  man  für  einen  Kreispunkt  P  die  <f  sowohl  für  JXA%A9,  als 
Bx  B2  £8 ,  und  bringt  die  beiden  Geraden  zum  Schnitt ,  so  erhält  man 
einen  Schnittpunkt  U.  Bewegt  sich  nun  P  auf  dem  Kreise ,  so  beschreibt 
U  als  das  Erzengniss  zweier  projeetiv  aufeinander  bezogenen  Steiner- 
sehen  Hypocycloiden  eine  Ellipse.  Dabei  ist  vorerst  zu  bemerken,  dass 
der  Neigungswinkel  v  zweier  entsprechender  a  für  alle  P  derselbe  ist, 
nämlich 

v  =  iIAB, 
worin  die  Summe  9  Glieder,  die  in  stets  gleichem  Sinne  gezählten  Win- 
kelabstände der  Punkte  A  von  den  Punkten  B  umfasst.  A/a,  Mi  seien 
die  Centra  der  Feu  erb  ach'  sehen  Kreise.  Die  Halbirungspunkte  von 
PB%  und  PHk  begrenzen  eine  mit  MaM^  gleiche  und  parallele  Strecke* 
Durch  sie  gehen  die  Geraden  des  zu  P  gehörigen  Paares,  und  da  ihr 
Winkel  constant  ist,  so  bestimmen  die  Halbirungspunkte  mit  dem  Schnitt- 
punkte U  Dreiecke  von  constantem  Umkreisradius  r'=  MaMb\2Sinv.  Das 
Umkreiscentrum  dieses  Dreieckes  ist  von  der  zu  MmM*  parallelen  Seite 
stets  nach  derselben  Richtung  um  XMa  M^  cotg  v  entfernt.  Die  Centra  sämmt- 
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r 
lieber  solcher  Dreiecke  bilden  daher  einen  Kreis  vom  Radius   jr ,  dessen 

Centrum  0'  von  dem  Halbirungspunkte  der  MaMb  um  \ MaM^  cotgv  und  von 
Ma  und  Mf,  gleich  weit  entfernt  ist.  Um  die  einzelnen  Punkte  dieses  Kreises 
sind  mit  constantem  Radius  Kreise  gezogen;  die  grösste  Entfernung,  welche 

ein  Punkt  dieser  Kreise   von  (f  haben  kann,   ist  offenbar   r'+-^,   und 

die  kleinste  ist  r'—  — .    Das  ist  sofort  evident.    Diese  Werthe  sind  daher 

auch  die  Grenzwerthe,  welche  O'ü  annehmen  kann.     Durch  Betrachtung 

des  Verlaufs  von  P  auf  dem  Kreise  sieht  man ,  dass  0'  das  Centrum  der 

v  r 

Ellipse   V  sein   muss.     Es  sind  also  r'  +  -^-  und   r'— -~    die  Halbaxen- 

längen. 

Für  die  Ellipse  U  gelten  demnach,  wenn  wir  noch  eine  Construction 
der  Axenrichtungen  hinzufügen,  folgende  Beziehungen: 

„Der  Mittelpunkt  der  Ellipse  liegt  in  der  Geraden,  welche 
normal  zu  MaM^  durch  den  Halbirungspunkt  von  MaM^  geht, 
und  hat  von  diesem  Halbirungspunkte  den  Abstand 

— 2~  cotg^TfiiB 

nach  jener  Seite,  welche  der  Seite  von  MaM^y  auf  der  0  liegt, 
entgegengesetzt  ist.     Die  Axenlängen  der  Ellipse  sind 
MaMh       ,  MaMh 


StV^XAB  '  5m|ZAB 

Die  Axenrichtungen  halbiren  den  Winkel  zwischen  HmHh 
und  der  Verbindungslinie  jener  zwei  Kreispunkte,  denen 
bezüglich  der  beiden  Dreiecke  A  und  B  Gerade  0  zugehören, 
die  zu  HaHt,  parallel  sind. 

Für  den  Fall  zweier  Gegendreiecke  wird  ZAB  =  3.90  und  die  For- 
meln gehen  in  jene  speciellen  über,  welche  ich  in  den  Sitzungsber.  d. 
kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Wien  (Dec.  1877)  gegeben  habe. 

IT. 

a)  In  der  letzten  Zeit  haben  sich  mehrere  Geometer  eingehend  mit 
dem  Satze  beschäftigt,  dass  die  vier  Kreise,  welche  einem  Dreieck  ein- 
geschrieben sind,  alle  vier  auch  den  Feuerbach1  sehen  Kreis  des  Drei- 
ecks berühren,  und  diesen  Satz  verschiedentlich  bewiesen,  sowie  in  pro- 
jeetivischer  Beziehung  auch  verallgemeinert.  Soviel  ich  weiss,  hat  man 
aber  die  folgende  interessante  und  wesentliche  Eigenschaft  der  Be- 
rührungspunkte nicht  bemerkt,  welche  wir  an  der  Hand  der  in  II  auf- 
gestellten Formeln  nun  beweisen  können. 

„Der  Feuerbach'sche  Kreis  des  Dreiecks  BtB2B3  berührt 
einen    die  drei  Seiten  in  AXA2A9  berührenden  Kreis  in  jenem 
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Punkte  Tj  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  seine  Gerade  a 
bezüglich  AXA2A3  parallel  der  Euler'schen  Geraden  dieses 
letzteren  Dreiecks  ißt/* 

Wir  beweisen  dies  speciell  für  den  Inkreis.  Zu  dem  Zwecke  berech- 
nen wir  vor  Allem  die  Winkel  der  Centrallinie  joait  den  Eckenhalbmessern 
von  AXA%AZ  oder  mit  den  drei  Seiten  von  BtB2B$- 

Der  Mittelpunkt  des  Fe uerb ach' sehen  Kreises  hat  von  BXB%  den 

Abstand   r  Sin  Bx B2  Sin BZBX  —  ^  Cos  B2 #8  =  -^  Cos  (Bx B%  —  Bs  Bx) ,    der 

Mittelpunkt  des  Kreises  AxAaA$  von  B2B9  den' Abstand  £  =  4rStn— ^-? 

B  B  B  B 

Sin    8    i  Sin    *    *.     Der  Cosinus  des  Winkels,   welchen   die  Centrallinie 

mit  dem  Eckenhalbmesser  AXJ  einschliesst  (/  das  Centrum  des  Inkreises), 
ergiebt  sich  also  aus  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  dessen  Hypotenuse 
die  Centrallinie  selbst  ist,  als 

r 


*-• 


^Sm^SinMlSin^-^Co^B^-B.Bj], 


wofür  auch  geschrieben  werden  kann 

r 
r 


— y-  [8  Cos  A2  A%  Cos  A9  Ax  Cos Ax  A%  —  Cos  2  {Ax  As  —  As  Ax)]. 

Aehnliche  Formeln  gelten  für  die  Winkel  von  TJ  mit  A%J  und  A9J. 
Daher  ist,  wenn  wir  auf  Formel  7*)  in  II  Bezug  nehmen,  der  Cosinus 
des  Winkels,  welchen  TJ  mit  der  Euler'schen  Geraden  von  AXA2AS 
macht,  gegeben  durch 

Cos  TJAHtJ 

=  jfr/.^LjT)  t24  ^sAxA2  CosA2A9  Cos  A8AX-  ECos2{AxA2  -  AtAt% 

Nun  ist 

r  —  2?  =  r(l  —  8  CosAx  A2  CosA2Az  CosA3Ax)  «  r (3  +  22  Cos2Ax  A2), 

daher  . 

Qr         Q = T 

r  —  2o'==iS  +  22Cos2AxA2      q*(3  +  22Cos2AxA2)' 
und  weil  der  Nenner  des  letzteren  Ausdruckes  eben  gleich  HtJ*  gesetzt 
werden  kann,  so  kommt 

0* 

Cos  TJKHi  J  =  -Z—z  [24  Cos  Ax  A2  Cos  A2  As  Cos  A9Ax-2  Cos  2  (Ax  A%  —  As  Ax)]. 

Dies  gilt  aber  nach  Formel  12)  in  II  gerade  für  den  Winkel,  welchen 
der  dortige  Halbmesser  PO  mit  OH  einschliesst,  und  wenn  wir  die  Be- 
deutung von  P  in  jener  Formel  in  Betracht  ziehen,  so  sehen  wir,  dass 
der  anfangs  aufgestellte  Satz  hierdurch  bewiesen  ist. 

Man  kann  den  Satz  auch  so  ausdrücken:  Der  Feuerbach'sche 
Kreis  jedes  einem  Kreise  K  umgeschriebenen  Dreiecks  berührt  K  in  jenem 
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Punkte  P,   welcher  für  das  Dreieck  der  Berührungspunkte  die  oben  de- 
finirte  Eigenschaft  besitzt. 

Die  Berührungspunkte  der  vier  in  B1B2B3  eingeschriebenen  Kreise 
mit  dem  Feuerbach1  sehen  Kreise  bilden  auf  diesem  ein  Viereck,  dessen 
Seiten  einzeln  durch  die  sechs  Punkte  gehen,  in  denen  die  Dreiecksseiten 
von  den  Halbirungsljnien  der  gegenüberliegenden  Winkel  getroffen  wer- 
den (wie  bekannt).  Ausserdem  sind  die  Winkel  des  von  diesen  Schnitt- 
punkten gebildeten  Vierseits  gleich  den  Winkeln  des  genannten ,  auf  dem 
Feuerbaeh'schen  Kreise  liegenden  Vierecks.  Je  ein  Umkreis  des  Vier- 
seits enthält  einen  Eckpunkt  des  Vierecks.  — 

b)  Ich  muss  hier  auf  einige  anderwärts  gegebene  Formeln  zurück- 
kommen. Ist  A1A2A3AA  ein  Kreisviereck  und  ^Vs'4  das  umschriebene 
Vierseit,  so  sind  die  Umkreise  von  i  die  Inversen  der  Feuerbaeh'schen 
Kreise  von  A.  Die  Gerade  R  der  Diagonalenmitten  von  t  ist  normal  zu 
einer  gewissen  Geraden  F4,  welche  ich  in  den  schon  erwähnten  Aufsätzen 
betrachtet  habe,  und  schließet  mit  AtO  einen  Winkel  ein,  für  welchen 
die  Rechnung  liefert 

2r* 

SinR^iO  =  —  [Sin{A1Ai  +  AlA$  +  AlAl)  +  Sin(iA1Ai  +  JlA^A1Ai) 

+  Sin(AlAi-A1Az  +  A1Aj  +  Sin(-AlA,  +  A1AB+J1AJ'], 

Cos ^0  =  ?^  [Cos (A^  +  A^  +  A^J  +  Cos^A^  +  AXA^  -  AXAA) 

+  Cos(JiAi-AlAfi  +  A1Aj  +  Cos(-A1Ai+AlA}i  +  A1AA)]. 

Der  Radius  desjenigen  Kreises,  auf  welchem  die  vier  Umkreiscentra 
von  t  liegen,  ist 

2)     SJ. . 

'  16  CosA1A2Co$A%A9CosAsA1  Cos A1AACos A^AACos AaAA 

Dabei   ist  S  das  Centrum  der  durch  AtAaA8AA  gehenden  gleichseitigen 
Hyperbel. 

Wir  können  mit  Hilfe  dieser  Formeln  eine  fundamentale  Eigenschaft 
des  Kreisfünfseits,  wie  folgt,  nachweisen.  Die  Geraden  Ä4,  R5  mögen 
den  Vierseiten  VsVö  un<^  'i's'3'4  zugehören  und  deren  Stein  er9 sehe 
Kreise  mögen  die  Radien  r4,  r6  haben.  Mit  Anwendung  einiger  Reduc- 
tionen  und  der  consequenten  Winkelzählung  auf  dem  Kreise  bekommt 
man  aus  den  Wertben  für  R^A40  und  R£AxOy  welche  man  nach  Gleich- 
ung 1)  bildet,  den  SinRAR^  als 
2r2 
3)  SOSO  Sin  A*  Ah  Co8Äl  A* Co$A*  A*  Co*A*Ai- 

Die  Werthe  von  r4  und  rg  werdeu  nach  2)  berechnet.  Multiplicirt 
man  ihr  Product  noch  mit  3)  und  dividirt  durch  SintAts%  wo  V6==2i4446 
zu  setzen  ist,  so  kommt  ra:  2%JU(Co$Aa  Aj),  also  unabhängig  von  den  In  - 
dices  4,  5,  daher:  O r\r\n\o 
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„Für  da«  Kreisfünfseit  hat  das  Product 


r9riSinRtRt 


für  alle  Com- 


Sinl.it 
binationen  s,  t  aas  1  ...  5  denselben  Werth,  nämlich 

r* 

wenn  A  die  Berührungspunkte  der  t  mit  dem  Kreise  sind." 

Wien,  den  22.  Juli  1878.  8.  Kantor. 


TU  Die  einem  Dreieck  umschriebene  Ellipse  kleinsten  Inhalts  und 
das  einem  Tetraeder  umschriebene  Ellipsoid  kleinsten  Volumens. 


Sind  xlyiy  a:2ya,  xzyz  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Eckpunkte 
eines  Dreiecks  und 

1)  «*=/>** +  ?»y  +  r*=0     (««1,2,  3) 

die  Gleichungen  der  durch  x%y^y  a?3y8;  x9ys*  xxyx  und  xtyl%  x%y%  be- 
stimmten Geraden,  so  läset  sich  die  Gleichung  jeder  durch  die  drei  Punkte 
gebenden  Curve  zweiten  Grades  auf  die  Form  bringen 

ua2  «8  +  *  «8*1  +  w'**i  **  =  0» 
Da  in  unserer  Aufgabe  diese  Curve  eine  Ellipse  sein  soll,  so  dürfen  u\ 
v\  w    weder  Null,  noch  unendlich  werden;   wir  können  also  durch  eine 
dieser  Grössen  dividiren  und  erhalten 

2)  tta2«8  +  0«s«i  +  «i«2  =  0- 

Die  px  i  ?«  sind  die  Richtungscosinus  der  Normalen  zu  aM  =  0  und  die 
r«  die  negativ  genommenen  senkrechten  Abstände  der  Geraden  vom  An- 
fangspunkt und  werden  in  bekannter  Weise  eindeutig  durch  die  xuyM 
bestimmt. 


=  zf 


und  die  Unterdeterminanten  von  A  mit  4Mi,  so  sind  J  und  die  Grössen 
d*z  von  Null  verschieden,  weil  die  drei  Geraden   weder  durch  einen 
Punkt  gehen,  noch  zwei  von  ihnen  einander  parallel  sein  sollen. 
Ferner  ist  die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve  zweiten  Grades 
3)  <h\x*  +  2a12sy  +  fl»y*  +  2  a13x  +  2  a^y  +  a^  =  0 , 

und  soll  diese  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  gehen,  so  ergeben  sich 
durch  Vergleichung  mit  2)  für  die  Coefficienten  die  Werthe 

«u  =  «JP*P3  +  vP*Pi  +P1P2 » 
2fl18  =  M(p8ft  +  psq2)  +  »03^+  ptfc)  +  (Pi?2+JP*?i)  u.  s.  w. 
Setze  ich  nun 


Bezeichne  ich 

Pi 

9i 

P% 

9% 

Pt 

9t 

"11 


"1$ 


■  J  und 


«11  ali 

=  *, 

°%1      «M 
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wobei  aKi  =  aiM  zu  nehmen  ist,  so  ist  bekanntlich  das  Quadrat  des  Flachen- 
inhalts einer  durch  3)  dargestellten  Ellipse 


Für  unsern  Fall  findet  man 
Pi     9i 
<*  =  t  Pt     9t 
P*     9a 


2 

0 

1        V 

. 

1 

0    ff 

V 

u    0 

=  ±*fiuv, 


und  hieraus 


'==*]  +  ^23*  (       ^13  W  ~  ^23*  +  4»V 
(  +  4*3    (       ^13W+^23p— ^3s)' 


F*  = 


^f4«8»2    W* 


d3      16* 

Soll  jetzt  F  ein  Minimum  werden ,  so  erhält  man ,  nach  Weglassung 
stets  von  Null  verschiedener  Factoren ,  zur  Bestimmung  von  u  und  v  die 
beiden  Gleichungen 
Px  =  — 2^18w2  +  dlzJ^uv  +  A*nv*  +  4,4,11 -  24»4»p  +  4*33    =  °> 

/>2=  As*+  4s43«»  -2^Mt;2-  24,4,11  +  ^s^a^+^ss  =  °« 

Ihnen  genügen  die  vier  Werthepaare 


u   =^        tf-  =  ^? 
^13  ^13 


«3=    0, 


><», 


P4         4l" 


Fasse  ich  Px  =  0  und  i°2  =  0  als  die  Gleichungen  zweier  Curven 
zweiten  Grades  auf,  so  stellen  sie  zwei  Hyperbeln  dar,  die  ein  Paar 
paralleler  Asymptoten  haben. 

ux  =  -~  und  vt  =  — —  ist  das  einzige  Werthepaar,  welches  eine  Lö- 

^13  4s 

sung  unserer  Aufgabe  giebt.  Wir  erhalten  also  für  die  Ellipse  kleinsten 
Inhalts,  die  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  geht,  die  höchst  einfache 
Gleichung 

^13  ^23  4l8 

Es  ist  aber 

^13  =  P%  ?s  ~  Ps  ?2  ==  cos  <P*  sin  9s  —  sin  <Pi  cos  9>s  =  sin  fas  —  <P%)  =  sin  K  >  «3) 
und  ebenso 

4s  =  **w («3 •  «i)>     4>S  == 5IW Oi »  «2) » 
so  dass  man  die  Gleichung  der  Ellipse  kleinsten  Inhalts  auch  schreibet!  kann 


5fh  («2 ,  «,)       5iw  (or3  ,  <*, )       sin  (>, ,  cr2) 


0. 


Als  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  a:,y3  findet  man 


P3^  +  fty-(/93a?3  +  ^y3)  =  °-    Digitized  b> 
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Daher  ist  die  Tangente  im  Punkte  x3ys  der  gegenüberliegenden  Seite 
des  gegebenen  Dreiecks  parallel.  Dasselbe  gilt  natürlich  auch  für  die 
beiden  anderen  Tangenten  und  Seiten. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  das  gegebene  Dreieck  zu  der  Schaar  der 
der  Ellipse  kleinsten  Inhalts  eingeschriebenen  Dreiecke  grössten  Inhalts 
gebort. 

Für  den  Inhalt  der  Ellipse  kleinsten  Inhalts  erhält  man  den  ratio- 
nal durch  die  ocnyK  ausgedrückten  Werth 


F  =  ij/3 


4> 


4  is  4n  4  ss 


*  =  *j/3 


Vi 


x% 
x« 


oder,  wenn  f  den  Inhalt  des  gegebenen  Dreiecks  bedeutet, 

welches  zugleich   die  Relation   zwischen   den  Inhalten  einer  Ellipse  und 
der  ihr  eingeschriebenen  Dreiecke  grössten  Inhalts  ist. 

II. 

Bedeuten,  ganz  entsprechend  den  Bezeichnungen  unter  I,  xxyxzx 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  vier  im  Endlichen  gelegenen  Punkten 
des  Baumes,  die  aber  nicht  in  einer  Ebene  und  von  denen  keine  drei 
in  einer  Geraden  liegen,  ferner 

«*=/>** +  ?«y  +  '**  +  s*  =  0     (x  =  l,2,  3,  4) 
die  Gleichungen  der  vier  durch  sie  bestimmten  Ebenen ,  so  haben  die  in 
bekannter  Weise  durch  die  xnyxzx  ausgedrückten  px,  ?x,  rXf  sM  die  ana- 
logen Bedeutungen  wie  in  I  und  es  sind  sowohl 

Pi     9i     ri     si 

P$    Qa    rs     5i 
Pi    U    rA    st 

als  auch  die  Unterdeterminanten  4K\  von  Null  verschieden. 

Die  Gleichung  jeder  Fläche  zweiten  Grades,  welche  durch  die  Eck- 
punkte des  durch  die  xuyuzx  bestimmten  Tetraeders  geht,  hat  die  Form 

1)  uaxa%  +  vat  a3  +  wax  «4  +  r  c^Oj  +  5«aa4  +  (a3a4  =  0. 

Für    rechtwinklige  Coordinaten    ist  aber   die  allgemeine   Gleichung  der 
Flächen  zweiten  Grades 

^a?8  +  aMy8  +  öggt*  +  2a^yz  +  2anzx  +  2auxy  +  2aux 
+  2«24y  +  2%4Z  +  au  =  Oi 
und  soll  diese  Fläche  durch  die  vier  Punkte  xMyKzx  gehen,  so  ergeben 
sich  für  die  Coefficienten  die  Werthe 


2) 


*  Vergl.  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  &  Aufl.,  S.  200« 


*r**^  +  *A 
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flii  =  «P1P2  +  "PiPs  +  *>PiPa  +  r  P%Pz  +  sP*Pa  +  'ftP4i 
2aM  =  ufo^  +  g2rt)  + ...  +  *(?8r4+  ?4rs)» 


Setze  ich  weiter 


un      "18 


"81       "38 


"18 
fl88 


«84 


"84 


=  zf  nnd 


»11 


*18 


°81       flM 


"81 


"88 


"18 
«88 
«88 


=  *, 


M41       "48      "48       "< 

wobei  wieder  0*2  =  «2«  ist,  ßo  ist  das  Quadrat  des  Volumeninhalts  eines 
durch  2)  dargestellten  Ellipsoids 


In  unserem  Falle  ergiebt  sich 


*=i* 


Pl 

9i 

ri 

*i 

» 

0 

u    v    rv 

Pi 

Vi 

r» 

s, 

u 

0     r    s 

Pa 

9a 

r» 

's 

' 

V 

r     0     t 

P4 

U 

rt 

*i 

m 

s     t    0 

=*^, 


nnd  für  86  die  Summe  der  Producte  sämmtlicher  Determinanten  dritter 
Ordnung,  die  aus  folgenden  zwei  Elementensystemen  gebildet  werden 
können: 

I"Pa  +  VP*  +  WP»   uPi  +  rPs  +  sPa*   vPi  +  rP%  +tP^\ 
*>Px  +  $P*  +  *Pz 
uh  +  vQ*  +  ">94i    u9i  +  r9s  +  *94i    *?i  +  rfc  +  <?4> 
ttr8  +  t,r8  +  Wr4>      wrl+rr3  +  5r4»      vrl+rr8  +  'r4» 

Die  Gleichungen,  die  aus  der  Minimumsbedingung  von  V  folgen, 
lassen  wegen  ihrer  complicirten  Form  keine  weitere  Behandlung  zu.  Ich 
suche  daher  die  Gleichung  des  Ellipsoids  kleinsten  Volumens  auf  andere 
Weise  zu  finden. 

Ich  bestimme  in  der  Gleichung  1)  die  Grössen  w,  0,  ...  /  so,  da&s 
die  in  den  Punkten 

K  =  0,  «3-0,  «4  =  0),     («s=0,  «4  =  0,  «!  =  <>), 
(«4  =  0,  «t  =  0,  «8  =  0),     K  =  0,  «2  =  0,  «3  =  0) 

an  die  Fläche  1)  gelegten  Tangentialebenen  den  entsprechenden  Ebenen 
ff*=:0  parallel  werden. 

Hierdurch  erhalte  ich,  wenn  nl%  w2,  w8,  n4  vier  neue  Unbekannte 
bedeuten,  für  die  zehn  Grössen  «,  t>,  .  .  *,  nx  ...  n4  die  zwölf  homogenen 
linearen  Gleichungen  Digimed  byGoO« 
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3) 


f\  =  ?1»1  +?2U   +W    +  W  =  0, 

f"i  =  rxnx+r%u  +  r3t>  +  r4w=0; 
/i  =  P,"  +P2n%  +  pzr  +Pis  =  0, 
/"9=^i«  +  ?2w2  +  ?8r  +gAs  =  0, 
f'\  =  rxu  +r%n%  +  rzr  +  r4s  =  0; 

/s  ^Pi0  +  P8r  +Psns  +  P4/  =0, 
f'9=Qi*  +9*r    +q3n3  +  q4t   =  0, 

l     /"s^i*  +r2r  +rsws+r4^   =°5 

1/4    =  Piw+P2*  +  P8'   +P4n4=°» 

r4=  riW  +  r$S  +  V    +  r4*4  =  0. 

Diese  Oleicbnngen  werden  identisch  erfüllt  durch  das  Werthsystem 


M  =  ^14  ^M  ,     »  s 


^14^84»     W=  ^14^44»     r==  ^24^84»     *  =  ^24^44» 


'=^84^441       Wl  =  ^14>     W2  =  ^24i     W8==^84»      W4  =  ^44- 

Es  sind  daher  die  Gleichungen  3)  nicht  von  einander  unabhängig,  and 
zwar  müssen  drei  derselben  aas  den  übrigen  folgen.  In  der  That  findet 
man  anter  anderen  zwischen  ihnen  die  folgenden  drei  von  einander  an- 
abhängigen Relationen: 

(?4ri  -  1irdfi  +  (UP\  -  riP*)  f\  +  (P4?i  —Piidf'x  +  (^4r2  -  ftrJ/i 

+  (r4^2  ~  r2P4)/'2  +  (P4r/2  ~  P%U)f%  +  (?4r8  ~~  1*rdf* 

+  (Ws  -  rsP4)f's  +  (PaVs  -  Mdf*  =  0, 

(%rl  -  ?!  r8)/i  +  (r8Pl  -  rlP8)  f\  +  (Ps^l  -  Pl?8)  f\  +  (?8r2  -  ft  r*)f% 
+  iTsPi  -  r%Pjf%  +  (Ps9i  -Pitäf")  +  (ftr4  -  ?4r3)/4 
+  (r3P4  ~  rAPi)f,A  +  (P3?4  -PAtäf'A  =  0> 

(?2ri  "-  ?lr2)/i  +  (r2Pl  -  rxpjf\  +  (P2^  -  Pi  V2)A  +  (>2r3  -  ?8r2)/s 
+  (r2  P8  ~  rS  P2)  /"s  +  (P2  fh  -  PZ  ft)  f's  +  (?2  r4  —  ?4  r2)  /!* 
+  (r2P4-  r4P2)/"4  +  (P2?4  ~  P49r2)/"'4  =  °- 

Das  gesachte  Ellipsoid  hat  demnach  die  sehr  einfache  und  symmetrische 

Gleichung 

« 

4)     ^14^24  *l«i  +  *U*U*l"i  +  ^14^44*1  «4  +  4*4  4>4«2«3  +  ^24^44  «2«4 

+  ^84^44  0f8a4=0' 

Dies  ist  aber  zugleich  die  'Gleichung  des  durch  die  vier  Punkte 
x*y*z*  gelegten  Ellipsoids  kleinsten  Volumens.  Denn  eine  ziemlich 
langwierige  Rechnung  zeigt,  dass  die  oben  gefundenen  Werthe  der  u, 
^...  t  auch  den  Gleichungen  genügen,  welche  aus  der  Minimumsbeding- 
ung von   V  folgen. 

Ferner  gehört  das  gegebene  Tetraeder  zu  der  Schaar  der  dem 
Ellipsoid  4)  eingeschriebenen  Tetraeder  grössten  Volumens,  wie  schon  aus 
den  zu  Grundo  gelegten  Voraussetzungen  folgt. 
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^^^^N^«*«>W>/^>AS\SV^SV^V>^S^/^^A'W% 


Die  Coefficienten  4**4* 


4*^44  = 


u^24i  •••  laßsen  sich  leicht  als  Functionen  der 
Cosinus  der  Winkel ,  welche  die  vier  Ebenen  ax  =  0  mit  einander  bilden, 
darstellen.     Man  findet  z    B. 

—  1  cos  (at ,  a8)     cos  («j ,  a4) 

cos  (cr2 ,  aj  —  1  cos  («8 ,  aA)      u.  s.  w. 

cos  («3 ,  at)     cos  (as ,  a2)     ros  (or8 ,  or4) 

(rti  >  «2)»  -  •  *   bedeuten  dabei  die  Winkel ,  welche  nach  dem  Innenraum  des 
Tetraeders  zu  liegen. 

Für  den  Volumeninhalt  des  Ellipeoids  4)  ergiebt  sich  endlich  der 
folgende  einfache  und  rational  durch  die  Coordinaten  x*y%z*  aus- 
gedrückte Werth.     Man  findet  nämlich  zunächst 

V%  =  —  4  —   —  «* 
und  da 

ist,  so  folgt 

4      ^U^24^84^44 

Bezeichnet  man  den  Volumeninhalt  des  gegebenen  Tetraeders  durch 


r'=i 


so  findet  man  schliesslich 


V<= 


4 
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IV. 

Formeln  nur  numerischen  Berechnung  des  allgemeinen 
Integrals  der  Bessel'schen  Differentialgleichung. 

Von 

Dr.  F.  Niemöller 

in  Riten  acta. 


In  meiner  Arbeit:  „Ueber  die  Bewegung  einer  Saite,  deren  Span- 
nung mit  der  Zeit  sieb  stetig  ändert",  konnte  icb  die  allgemeine  Lösung 
deshalb  nicht  angeben,  weil  ich  eine  Darstellung  des  allgemeinen  Inte- 
grals der  Boss elf sehen  Differentialgleichung 


^  *Jjl.  l   dJ_i_  i(a      m%\      A 


in  einer  zur  numerischen  Berechnung  geeigneten  Form  nicht  vorfand, 
indem  ja  die  Bessel' sehen  Functionen  nur  ein  particuläres  Integral 
liefern ,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  ist.  Ich  stelle  deshalb  in  dieser  Arbeit 
Formeln  auf,  die  eine  numerische  Berechnung  gestatten,  wenn  m%  eine 
beliebige  reelle,  positive  Constante  ist.  Ich  gehe  davon  aus,  dass,  wenn 
/"(l,ro)  ein  Integral  von  1)  ist,  das  allgemeine  Integral  durch  Af(kym) 
-\-  Bf(ky—m)  dargestellt  werden  kann,  wo  A  und  B  Constante  sind. 
Wird  /"(i,— w)  =  /'(i,m),  was  eintritt,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  ist,  so 
werde  ich  A  und  B  so  von  m  abhängen  lassen ,  dass  der  Grenzwerth  von 
Af(l,  m)  +  Bf(ly  —  m)  endlich  bleibt  und  neben  f{l^m)  das  zweite  Inte- 
gral darstellt. 

L 
Wir  schreiben  in  1)  für  m  den  Buchstaben  s  und  nehmen  zunächst 
an,   dass  — ^<€<  +  i  sei.     Eine  Lösung  von  1)   ist  dann  bekanntlich 
!•  1     !•+*  1       lf+4 

2)  /+fS=r(i  +  «)~~^n  i\2+i)  +  2\  r(3+o"""#- 

Eine  andere  ist 

l—  1     A~'+2     .    1      *-•+* 

3)  '—=7T 


7^(1-«)      1!  A2-«)  1  2!  r(3-s)      *"* 
Ist  «  =  0,  so  geben  beide  dasselbe,  nämlich 

k*  k* 

Z*tU«hrfft  1  MatiMmfttlk  v.  Physik  XXV,  2.  G 
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Wir  können   aber  leicht  aus  2)  und  3)  ein  neues  Integral  00  her- 

dV      1   dJ 
leiten,  welches  der  Gleichung  "j~2  +  y  JT"^^^==®   genügt,   indem  wir 

setzen 

4)  0,-tt,  W  +  ')U.-W-)J-. 

v  2z 

für  e  =  0.     Man  erhält 

5)  0Q«/0lo»a  +  ^-^(l  +  4)  +  ^i(l+i  +  *)-.... 
Nach  Gleichung  4)  können  wir  auch  setzen 

4a)  00  =  £(r(l  +  F)J4.t)<.=0). 

Es  ist  nun 

6)  ;+.-!  f™^±^-*>)y  dx. 

+     Y*J    j/i-*« /■(*+•) 
o 

Aus  6)  können  wir  leicht  ein  bestimmtes  Integral  für  O0  herleiten, 
indem  wir  beiderseits  mit  r(l  +  «)  multipHciren  und  dann  nach  «  unter 
dem  Integralzeichen  differentiiren.  Es  ist  dieses  erlaubt,  wie  eine  leichte 
Untersuchung  zeigt. 

Wir  benutzen  noch  die  Formeln 

1  4T(«) 

ni  +  O^j/wr^e)' 
ferner 


A')°^~M         ^      nDd      r(2«)  = 


w*f/(l-t)  »»'«2wt /'(l  — 2«)' 

Da  sich  T(l  +  ()   in   eine  Potenzreihe  entwickeln  lässt  von  der  Gestalt 
1  —  Ce  +  ...,  so  ergiebt  sieb 


±  /f(l+Q(l(l-^)'\  fog[4A(l-s»)j 

.(l-g»))co 


V* 

7)  O0  ist  also  -  \j*<M£^Q&tx 

0 


oder 


T 

8)  O0  =  —    /  log  (41  cos*q>)  cos  (2  X  sin  qp)  d<p 

V 
o 

IL 

Wir  wollen  nun  /+,  und  /_,  in  halbconvergente  Reihen  entwickeln 
und  an  diesen  Reihen  den  in  4)  oder  4  a)  angedeuteten  Grenzübergang 
vornehmen,  um  eine  Reihenentwickelung  fair  0O  zu  bekommen. 
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Ans  dem  Integral  6)  leitet  Herr  Schlömilch*  für  den  Fall,  dass 
6  =  0  ißt,  eine  Darstellung  von  J0  durch  halbconvergente  Reihen  her 
nach  einer  Methode,  die  auch  dann  noch  anwendbar  bleibt,  wenn 
-*<«<  +  *  ißt. 

Wir  setzen  in  6)  £  — *  =  a  und  1—  #  =  y,  2A  =  p,  dann  ist 
1 

■*+.=  /-**'       ,    /y-Ä(2-y)—  cosn(l-y)dy 

V  °       1  .       1 

'                    2l-ak9      r            /*cosaydif     ,     .         f*  sin uy  d y  ~\ 
=         I  C0S(l    i THE. —       +sm(l    I ^9 — y__   i 

*'«+•>[  J ».(.-I)'     /-(.-« 'J 

Wir  setaen 

0  0 

dann  ist  />  und  0  endlich ,  da  or  <  1  ist.     Ferner  ist 
1 


/ 


COS  fit/ 


o-ir 


d9  =  P-<rgiff-££*  P"+  *=£ 0'"+  • 


r       - 


0 
und 


1 

,.(l-f)"  2  »     '  »  " 

0 

(— a)u  (— «)2,   ...    sind   Binomialcoefficienten.     Die  Klammergrösse 
in  9)  ist  also 

=  Peosp  +  0  Sinti  -  (-^-2  (P"cosj4  +  {?"**"**) 

1  ^  +  ^T4(/>1Vco5#l+  O^stefi)  -^y^1  (ff««P  -  />**f»|*) 

+  t^{Q>>>C0S(l-p>>>sin(l)-.,.. 
Es  ist  nun 

/OD  JQO  OD 

Ol  Ol 

Ist  t  t 

,AX  1  n  In 

12)  ^t^tt — »     ^ 


*  Diese  Zeitschrift,  Bd.  II  S.  148. 

6* 
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so  ist  der  rechte  Theil  von  P  s=na~xf,  der  von  Q  =  je*""1«?.  Wenden 
wir  auf  den  zweiten  Theil  von  P  and  Q  die  partielle  Integration  an  und 
vernachlässigen  das  Restglied,  so  ist 

/>-    a-\f  AsinP      acosfi      «(«+!)  *'"f  , 
^        -    i  cos  P      <*  sin  u  ,  a.cc+1  cos  u  . 

Mit  Hilfe  dieser  halhconvergenten  Reihen  für  P  und  Q  geht  die  unter  11) 
angegebene  Grösse  über  in 

(fcosp  +  <p  sinn)  ^ft«-1  -  (-  «)2 . ~j ^«-3 

,  ,       .     a-l.a-2.a-3.a-4    Ä    .  \ 

+  (<p  co^  -  f  sinfi)  l  -  (-a),  .  -^y-  f*a"2 

«-l.a-2.a-3     a_4  \ 

Wir  setzen  nun  wieder  p  =  2A,  ferner 

i^  ^_       1      4!  («+!),     8!(«+3)8 

'  A*     2!.2*.iV«"'"4!  28.i'/,       ••■• 

1<n  „  2!M,    ,  61  («  +  8).      101(«+4)10 

;  llSU*"1"  3!*.A*a         5!  2lu.  i"/«  "•"•■• 


Dann  ist  der  Factor  von  f  cos  p  +  <p  sin  p 
der  von  <pcosp —  fsin/i 


y-* 


"  ^2   *  '' 


■^V 


j/5 

Benutzen  wir  noch  12),  so  wird  die  unter  11)  angegebene  Grösse 

j/2  r(«)  «»«»V         V  2/  \  2// 

Wenn  man  diese  Grösse  in  9)  einsetzt,  sich  erinnert,  dass  a==^  —  g 

7t 

ist  und  benutzt,  dass  r(A  —  s )  r(l  +  e\  =  — — -5 x  ist,  so  erhält   man 

w  v*  si/irc(£  —  e) 

schliesslich 

15)  J+.  =  ^(^2A  +  ^)  +  *CO,(2A+™)), 

wo  «  =  £  —  e  zu  setzen  ist.  Diese  Formel  gilt  für  grosse  Werthe  von  X, 
so  lange  *  kleiner  als  \  bleibt.  Das  zweite  Integral  /_,  findet  sich  aus 
15  s  indem  statt  +s  tiberall  -«  gesetzt  wird. 
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Multipliciren  wir  15)  mit  r(l  +  e),   differentiiren  Dach  e  und  setzen 

£  =  0,  so  erhalten  wir  0a.    Es  ist  nun  —  =  ■—  =  0  für  e  =  0  oder  a  =  i: 

ü  de       di  " 

da  femer  ^  =— 6T  ist  für  a=0,  wo  6  =  0,5772156  . . .,  so  findet  sich 

I6)  „o=_  _i_iz(Mo+-Ä„) — i_ji(- ,,_„„), 

wo   A0  und  2?0  aus  ^  und  B  hervorgehen ,  indem  wir  a  =  £  setzen. 

Es  ist 

1  9  3675 


#o  = 


j/A  512  (^A)5  524288  (^A)9 

3  75         ,  297675 


16  (j/k)s      8192  (j/*)7      41943040  (j/l)11 
Ich  hahe  nach  16)  0Q  berechnet  für  A  =  4,  man  findet 

Ö0  =  +  0,2520309;  der  genaue  Werth  findet 
sich  aus  5)  =  +  0,2520272. 

Fehler  0,0000037. 

Für  Argumente,  die  grösser  als  4)  sind,  liefert  die  Formel  16) 
Werthe,  von  denen  mindestens  fünf  Decimalstellen  genau  sind. 

ni. 

Mit  Hilfe  von  15)  und  16)  kann  man  das  allgemeine  Integral  von 
1)  berechnen,  so  lange  m*  oder  e*  kleiner  als  ^  ist.  Wir  werden  jetzt 
Formeln  aufstellen,  die  die  beiden  particulären  Integrale  berechnen  lassen, 
wenn  m*>^-  ist  Es  sei  m2=(«  +  c)2;  ist  dann  n  eine  positive  ganze 
Zahl  und  0<e<£,  so  sind  durch  diese  Annahmen  bei  beliebig  gegebe- 
nem positivem  m*  die  Grössen  n  und  e  eindeutig  bestimmt.  Ist  zunächst 
m*  =  (n  — *)2,  so  genügt  der  Differentialgleichung  1) 

x—  x       An+2—  i        !■+*-■ 

17)      •/«*-»  —  PTTT"  i \       II    rVM_i_0_.\   >   Ol 


r(n  +  l  — 0      1!  r(n  +  2-«)^2!  r(n  +  3-c) 
aber  auch 

1       1«+'  1        A"+2+»  1        JL»+4+« 

"+,~w!  r{l  +  e)      n  +  ll  r(2  +  i)  +  «  +  2!  r(3  +  *) 

tQ.  r(i-o      A»-2+*      _r(2-e)       r-4+e 

'S) 


»-1!  r(«)r(i— e)      «-2!   r(t)r(i-«) 


0!     r(«)r(i~f)* 

Aus  17)  folgt,  dass 
ist.     Hieraus  folgt 
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.«>        ,..,=,-,,».-.^-1 

Aus  18)  folgt,  dass 

w  —  s  d 

also  ist 

20)  /_„+.  =  (-  D"y-'V(^'l 

Da  /+8  und  J—B  in  15)  entwickelt  sind,  so  kann  man  aus  19)  und 
20)  Reihenentwickelnngen  für  Jn-t  und  J-„  +  6  ableiten. 

Ist  zweitens  m2  =  (w  +  f)2,  so  haben  wir  in  17)  und  19)  statt  —  s  au 
setzen  +t;  man  erhalt  dann 

21)  y.+i.(_Vi-+.^fcl\ 

Ist  ferner 

_1       *""*  1        *"+*-«  1        A»+4-« 

"n"£"~r,!  /\1-«)      *  +  l!  /\2-*)  +  ii  +  2!  A3-«) 

Ott  ni  +  o      i-'-i        r(2  +  g)      a— «-« 

'  "r  «-1!    r(«)r(i-«)r  M-2!    r(f)r(i-o 

r(*+o      a— * 


0!      r(«)r(i-f)' 

so    sind   ^n+f    und   J-n-s    zwei    particuläre   Integrale    der   Differential- 
gleichung. 

Man  findet 

23)  /■.-^Hflf^ffi 

Die  Gleichungen  17)  bis  23)  gelten  auch  noch  für  «  =  0.  Aus  21) 
und  23)  kann  man  mit  Hilfe  von  15)  Reihen entwickelun gen  für  /— «_* 
und  /»  +  £  ableiten. 

Da  die  unter  17)  und  18)  angegebenen  Functionen,  ebenso  wie  die 
unter  21)  und  22),  identisch  gleich  werden,  wenn  *  =  0  ist,  so  bleibt 
noch  das  zweite  particuläre  Integral  zu  bestimmen  für  den  Fall,  dass  ma 
das  Quadrat  einer  ganzen  Zahl  ist. 

Man  findet,  dass  sowohl 

r(i+0J-,+»-r(i-Qj.-g 

2* 

als  auch 

rd+i)JU+.-r(i-«)j..-, 

2t 

sich   demselben  Grenzwerth  für  e  =  0  nähert.     Dieser  Grenzwerth  ist  = 

,,^(-lr>.-,^,'+^w<'-->w 

Also  ist 

Digitized  by  VjOOQIC 


24)  0„  =(-!)•  V 


Von  Dr.  F.  Niemöller.  71 

<ron 


'0 


(rfil1)»' 

Mit  Hilfe  von   16)  kann  man  0n  leicht  hieraus  bestimmen. 

Es  bleiben  schliesslich  noch  die  Fälle  übrig,  in  denen  m*  von  der 
Form  (*+£)*  ist 

Man  findet  aber  aus  17)  und  18)  oder  auch  aus  19)  und  20),  indem 
man  n  =  0  und  €  =  4  8etzt  >  dass 

*  ist.     Mit  Hilfe  von  19)  und  20)  kann  man  dann  /+»/,  und  /_»/»»  ferner 

/+%  und  •/_•/,  etc.  leicht  berechnen. 
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Ueber  die  ellipsoidischen  (Heichgewichtsfiguren  der 
Satelliten  der  Erde  und  des  Jupiter. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiessen 

in  Rostock. 


Ueber  die  sogenannten  Mondfiguren  sind  schon  früher  von  Roche 
und  Vaughan  analytische  Untersuchungen  angestellt  und  beziehungs- 
weise in  den  Zeitschriften  V Institut  de  Paris  1849 — 1850  und  Phil.  Mag. 
1860  — 1861  publicirt  worden.*  Das  Problem  der  Bestimmung  der  Mond- 
figuren gewinnt  ein  besonderes  Interesse  durch  den  Umstand,  dass  die 
Rotationsdauer  des  Erdmondes  und  der  Jupitertrabanten,  von  ihrer 
geringen  Nutation  abgesehen ,  vollkommen  mit  ihrer  Revolutionsdauer 
tibereinstimmt,  was  wahrscheinlich  bei  allen  übrigen  Satelliten  der  Fall 
ist.  Diese  auffallende  Thatsache  findet  ihre  Erklärung  in  den  sehr  be- 
trächtlichen Fluthen,  welche  vor  der  Bildung  der  festen  Rinde  dieser 
Weltkörper  unter  der  Einwirkung  der  Massenanziehung  des  Hauptplaneten 
stattfanden,  indem  die  Fluthwellen  continuirlich  die  Rotationsbewegung 
verzögerten ,  bis  endlich  eine  Ausgleichung  derselben  mit  der  Revolution 
erfolgte.  Diese  Ausgleichung  wird  um  so  früher  eingetreten  sein  müssen, 
je  grösser  das  Verhältniss  der  Masse  der  Fluthwellen  zu  der  Masse  des 
ganzen  Satelliten  sich  ergab.  Bis  jetzt  kennt  man  nur  die  Masse  des 
Erdmondes  und  der  Satelliten  des  Jupiter.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe, 
die  Fluthhöhen  und  die  Gleich gewichtsfiguren  dieser  fünf  Monde  über- 
haupt zu  bestimmen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  ihre  Massen  homogen 
seien. 


*  Wir  verweisen  auf  die  Literaturangaben  in  folgenden  Publicationen: 
L.  Matthiessen,  Neue  Untersuchungen  über  frei  rotirende  Flüssigkeiten  im  Zu- 
stande des  Gleichgewichts.  Akademische  Einladungsschrift  zur  Feier  des 
Geburtstages  Sr.  Maj.  des  Königs  Friedrich  VII.  Kiel  1859. 
,  Ueber  die  Gesetze  der  Bewegung  und  Abplattung  im  Gleichgewicht  befind- 
licher homogener  Ellipsoide  und  die  Veränderung  derselben  durch  Expansion 
und  Condensation.    Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XVI,  S.  290  —  323.   Leipzig  1871. 
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Zunächst  muss  die  Rotationsaxe  eines  Satelliten  auf  seiner  Bahnebene, 
welche  durch  das  Centram  des  Hauptplaneten  geht,  senkrecht  stehen. 
Sie  ist  die  kürzeste,  die  gegen  den  Planeten  gerichtete  Centralaxe  die 
längste,  and  die  Figar  eines  Mondes  wird  als  ein  dreiaxiges  Ellipsoid 
betrachtet  werden  können.  Es  handelt  sich  darum,  das  Axenverhältniss 
des  Ellipsoid8  zu  berechnen. 

Es  sei  2a  die  kürzeste,  26  die  mittlere,  2  c  die  längste  Axe.  Die 
Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Oberfläche,  bezogen  auf  den 
Mittelpunkt  des  Satelliten,  bezeichnen  wir  beziehentlich  mit  x,  y,  z  und 
drücken  die  auf  die  kürzeste  Axe  bezogenen  Halbaxenverhältnisse  aus 
durch  die  Gleichungen 

Die  Grössen  iL8  und  Xt*  werden  im  Allgemeinen  gegen  die  Einheit  als 
sehr  klein  betrachtet  werden  können.  Um  dieselben  zu  berechnen,  wer- 
den wir  die  Differentialgleichung  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  mit  der- 
jenigen zu  vergleichen  haben,  welche  nach  d'Alembert  die  Bedingung 
des  hydrostatischen  Gleichgewichts  einer  Niveaufläche  ausdrückt. 

Wenn  man  von  der  Voraussetzung  ausgeht,  dass,  wie  es  in  Wirk- 
lichkeit der  Fall  ist,  die  Entfernung  des  Centralkörpers  beträchtlich  gross 
gegen  den  Durchmesser  des  Satelliten  ist,  und  das6  A*  und  Xt8  gegen  die 
Einheit  sehr  kleine  Grössen  sind,  wie  die  Rechnung  ergeben  wird,  so 
läset  sich  der  Calcul  bedeutend  vereinfachen.  In  diesem  Falle  nämlich 
kann  man,  gestützt  auf  das  Princip  von  der  Summirung  kleinster  Be- 
wegungen, einerseits  die  Abplattung  infolge  der  Rotation,  andererseits 
die  Verlängerung  der  Centralaxe  wegen  der  Fluthen  für  sich  allein 
berechnen  und  die  daraus  sich  ergebenden  partiellen  Axenverhältnisse 
mit  einander  multipliciren.  Die  totalen  Axenverhältnisse  lassen  sich  aber 
auch  direct  bestimmen,  wenn  man  die  Integrale  der  Massenattraction 
eines  dreiaxigen  Ellipsoids  auf  einen  Punkt  seiner  Oberfläche  in  die 
Gleichgewichtsbedingung  einführt.  Es  sollen  hier  beide  Wege  betreten 
werden,  und  zwar  zunächst  der  letztere. 

Die  Differentialgleichung  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  ist  nun 

und  die  Differentialgleichung  des  hydrostatischen  Gleichgewichts  einer 
Niveaufläche 

2)  {X+Xl)dx  +  {Y+Yl  +  a>*y)dy  +  (Z  +  Zl  +  »*[r  +  z])dz=:Oy 
worin    Xy   F,   Z  die   Componenten   der   Massenanziehung  des  Satelliten, 
ifj,   F,,  Zj   die  des  Centralkörpers   auf  den  Punkt  ar,  y,  z  seiner  Ober- 
fläche,  a>  die  Winkelgeschwindigkeit,   r  die  Centrale  des  Satelliten  und 
des  Planeten  bezeichnen.     Es  ist  nun  die  Anziehung  des  Ceutralkörpers 
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auf  den  Punkt  x}  yy  *,  multiplicirt  mit  den  Elementen  der  Richtung,  in 
erster  Annäherang 

wo  $  die  Dichtigkeit,  R  den  Halbmesser  des  als  Kugel  betrachteten  Cen- 
tralkörpers  bezeichnet.  Die  Componenteu  der  Ansiehung  des  Ellipsoids 
werden  durch  die  folgenden  bestimmten  Integrale  gegeben: 

1 

iX      v  A    ,     t>c      r  u%du  A    ,     bc  w 

4)     ^--««/Pfc?y(l+tfl^%ll  +  Vl^%  =  -*«^iJ^ 

0 

1 

0 
6)      Z~-W*lflTz/^^^ 


Setzt  man  sämmtliche  Componenten  der  Wirkungen  in  die  d'Alem- 
bert'sche  Gleichung  ein,  so  ist,  nachdem  durch  —2nfgl  dividirt  und 
ß>* :  2  nfqt  =  V  gesetzt  ist , 


7)- 


(£'+»£)•"+(£•-«?+»#-'')»* 

+($*&?-♦£-')•»•+(»#-»)•-* 


Dividirt  man  diese  Differentialgleichung  durch  den  Coefficienten  von  a?da? 
und  vergleicht  die  resultirende  mit  der  Differentialgleichung  der  Ober- 
fläche, so  erhält  man  folgende  drei  Bestimmungsgleichungen: 


8)  |.l*      f-0, 


2/T+TVi+ii* 


9) 


dl 


2f/l  +  iVl  +  V-2;+F 

i+i*' 

2^1  +  AVl  +  V 

l 

2^i+x*/i+v.z  +  r        i+V# 

Die  Gleichung  8)  bestimmt  die  Rotations-  oder  Revolutionsgeschwin- 
digkeit för  eine  Kreisbewegung;  die  Gleichungen  9)  und  10)  bestimmen 
die  Axenverhältnisse.  Wir  eliminiren  zunächst  V  aus  den  letzten  beiden 
Gleichungen,  wodurch  die  Relation  zwischen  k%  und  Xt*  gefunden  wird. 
Wir  erbalten  die  folgenden  Gleichungen: 
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ii)       k,     r-2yi+i  Vi+iiJ  {l+x>u*)*(i+x*u*)'/.' 


o 
i 


u)      lt       -iyi+i  yi+ 1, j (1 + ktut).,, (1 + k,ut)% • 

Demgemäss  ist  immer 

1  1 

4  +  3A,8  r        u*(\-u*)du  _  1     /»        u»(l--K*)ati 

'     V   J  (1+a2i<VM1+VO%~*v  (i  +  *2«')%(i  +  Vtt*)v 

0  0 

Die  Hauptaufgabe,  auf  deren  Lösung  es  in  der  Theorie  der  Mond- 
figaren ankommt,  besteht  nun  in  der  Berechnung  simultaner  Wurael- 
werthe  von  1*  nnd  Xf  ans  dieser  transcendenten  Gleichung,  sowie  auch 
in  der  Berechnung  des  simultanen  Werthes  von  V  mit  Hilfe  einer  der 
beiden  vorhergehenden  Gleichungen.  Diese  Aufgabe  ist  eine  verhältniss- 
massig schwierige,  zumal  dann,  wenn  a*  und  lx*  sich  der  Einheit  nähern. 
Ihre  Lösung  wird  aber  gerade  hier  von  Bedeutung,  da  V  in  dieser  Um- 
gebung ein  Maximum  wird.  Durch  diesen  Umstand  treten  Bedingungen 
ein,  deren  Nichterfüllung  das  Bestehen  ellipsoidischer  Mondfiguren  un- 
möglich macht,  wodurch  andere  Gleichgewichtsfigaren  auftreten,  wie  wir 
sie  in  dem  Ringsystem  des  Saturn  erkennen. 

Es  existiren  nun  für  jedes  unter  jenem  Maximum  liegende  V  zwei 
ellipsoidische  Mondfiguren :  ein  wenig  und  ein  stark  gestrecktes  dreiaxiges 
EUipsoid.  Aus  der  Gleichung  13)  folgt  mit  Evidenz,  dass  sie  für  P=0 
erfüllt  wird  durch  die  simultanen  Werthepaare 

i»  =  0,    V  =  0     (Kugel), 

l*s=0,  Aj2  =  oo  (unendlicher  Kreiscy linder). 
Hieraus  geht  hervor,  dass  auch  X*  ein  Maximum  erreicht,  vermuthlich 
zugleich  mit  V.  Es  lässt  sich  auch  eine  obere  Grenze  von  X*  angeben, 
unter  welcher  das  Maximum  von  A*  liegen  muss.  Wir  gelangen  zu  der- 
selben durch  folgende  Betrachtung.  Wenn  nämlich  die  Differenz  der 
beiden  Seiten  der  Gleichung  13)  gleich  Null  werden  soll,  so  müssen  die- 
selben zwischen  den  gegebenen  Grenzen  0  und  1  wenigstens  einmal  ihr 
Vorzeichen  wechseln.  Dieses  findet  aber  statt  für 
4  +  3^  1 

a.  n.  wenn 

tj2_A1»-^(4  +  3V) 

"J  ~~    XH1\4  +  2X1i) 

wird.  Es  kann  mithin  auch  nur  solche  simultane  Werthe  von  X*  und  Xf 
geben ,  bei  welchen  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  +  1  liegt.     Daraus  folgen  die  Bedingungen 
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15)  V(l-3i*)>4V.    +»>%y++2vf>° 

und  es  muss  l*  jedenfalls  kleiner  als  -^,  also  ein  echter  Bruch  sein.  Es 
giebt  demnach  zwei  Fälle,  in  welchen  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt 
werden,  nämlich 

*2<i»  V  sehr  gross, 

k*  sehr  klein,     lx*  sehr  klein,  aber   >4A2. 
Die  Grenzen  dieser  Bedingungen  werden  offenbar  durch  den  Cylinder 
und  die  Kugel  gebildet. 

Es  ist  nun  von  Wichtigkeit,  wenigstens  angenähert  das  Maximum 
von  V  zu  bestimmen.  Vaughan  giebt  ihm  den  Werth  0,0433.*  Neh- 
men wir  die  Dichtigkeit  des  äussersten  Saturnringes  gleich  der  des  Was- 
sers an,  so  wird  F  =  0,039,  welches  jenem  Werthe  sehr  nahe  liegt,  ihn 
aber  übertrifft,  wenn  man  die  Dichtigkeit  des  äussersten  Ringes  ein  wenig 
herabdrückt.  Die  Bestimmung  von  Vaughan  ist  aber  jedenfalls  ungenau 
und,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  wird,  fast  auf  das  Dreifache  zu 
erhöhen.  Vaughan  setzt  aber  der  Einfachheit  der  Rechnung  zu  Gun- 
sten voraus,  dass  das  Ellipsoid  ein  nahezu  oblonges  Rotationsellipsoid 
sei,  und  findet  zu  jenem  Maximalwerte  von  V  den  zugehörigen  Werth 
Aj2  =  4,  was  nahezu  richtig  ist.  Dieser  Werth  kann  bestimmend  sein  für 
die  Richtung,  welche  wir  bei  der  Untersuchung  des  Maximalwertes  von 
V  einzuschlagen  haben.  Da  unter  die  kosmischen  Mondfiguren  im  All- 
gemeinen nur  die  erste  Classe  der  Ellipsoide  zu  rechnen  ist,  so  wird 
zunächst  hierauf  unsere  numerische  Berechnung  gerichtet  sein.  Bie  Be- 
stimmung des  Maximalwerthes  von  V  schieben  wir  bis  zur  IKscussion  der 
zweiten  Classe  auf. 

Entwickelt  man  die  Integrale  unter  der  Voraussetzung,  dass  k*  und 
Xt2  gegen  die  Einheit  verbal tnissmässig  sehr  klein  seien,  in  Reihen  nach 
steigenden  Potenzen  jener  Grössen,  so  erhält  man  mit  Vernachlässigung 
der  Grössen  von  der  Kleinheit  zweiter  Ordnung 

16)  A2(4  +  3V)f2-^-K8l  =  V{2-^-fV|. 

Da  also  für  sehr  kleine  Werthe  A12  nahezu  gleich  4k*  wird,  so  kann  man 
setzen 

oder  nahezu 

17)  A*  =  **,*• 

Hieraus  geht  nun  hervor,  dass  die  Verlängerung  der  Centralaxe  2  c  vier- 
mal so  gross  ist,  als  die  der  mittleren  Axe  26.  Aus  12)  findet  man 
weiter  in  erster  Annäherung 

18)  v=2k*j/T+T*j/T+x?(fs-&k*-jsi*) 

und  in  Berücksichtigung  von  17) 

•  2M.  Mag.  XX,  1860,p.W.  Digitized by GoOgk 
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wofür  man  setzen  kann 

19)  V=frl*  =  jsX*. 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  Beziehung  der  Axenverhältnisse  zur  Re- 
volutionsdauer. 

Wenden  wir  diese  Formeln  zunächst  auf  den  Erdmond  an  und  gehen 
dabei  aus  von  den  Daten  r:Äs=60,  ^ '.0  =  0,619,  so  finden  wir 

T=  |?-^  =  0,0000050  und  ^ A*  =  ^l*  =  0,0000050. 
°i  r 
Demgemäss  ist 

^  =  j/T+l?  -  1 ,00000935 ,    -  =  /l+V  =  1,0000374 , 

folglich  a :  6 :  c  =  1 : 1,00000935  : 1 ,0000374. 

Die  Fluthhöhe  beträgt  demnach  etwa  140  Fuss  rhein.,  die  Anschwellung 
am  Aequator  infolge  der  Rotationsbewegung  47  Puss  rhein.,  also  die 
Verlängerung  derselbeu  Centralaxe  187  Fuss  und  der  ganze  Ueberschuss 
der  Centralaxe  über  die  Rotationsaxe  374  Fuss.  Die  Angabe  Mädler's, 
daas  dieser  Ueberschuss  die  Höhe  von  gegen  1000  Fuss  erreiche,  ist 
jedenfalls  zu  hoch  gegriffen. 

Zu  denselben  Resultaten  gelangen  wir  nun  auch  bei  Voraussetzung 
sehr  kleiner  Werthe  von  X%  und  lt*,  wenn  wir  erst  die  Fluthhöhen  an 
den  Scheiteln  der  Centralaxe,  darnach  die  Abplattung  wegen  der  Rota- 
tion suchen  und  endlich  die  Axenverhältnisse  mit  einander  multipliciren. 
Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  zunächst  den  Mond  als  oblonges  Ro- 
tationsellipsoid, dessen  Centralaxe  2  c  und  dessen  Rotationsaxe  2  a  ist. 
Die  Einwirkung  der  Erde  ist  alsdann  dargestellt  durch  das  Differential 

20)  -Wf*(=£*+«Lj£). 

Ferner  ist  die  Differentialgleichung  des  Mondmeridians 

21)  xdx  +  T^—zdzs=0t 

und  die  Differentialgleichung,  welche  nach  d'Alembert  die  Bedingung 
des  hydrostatischen  Oleichgewichts  darstellt, 

22)  {X+Xjdx  +  iZ+ZJdz^O 
Es  ist  nun 

23)  Ä+X, y^\lyJiT'-lg(l  +  yi+i>)\-l*r9^x> 


24>  ^=-wh^-^]+w4' 


r. 


Setzt  man  diese  Werthe  in  22)  ein ,  dividirt  durch  den  Coefficienten  von 
xdx  und  setzt  \nQxa*c  an  die  Stelle  von  JV,  so  erhält  man  eine  Rela- 
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tion,   welche  die  Verlängerung  der  Centralaxe  oder  die  doppelte  Fluth- 
höhe  bestimmt,  nämlich 

**  ? + iftr ' l  ^T+p  - ,g  (i + ^I+F^ 

25)  1  +  A*  = 


-*4*+&><*+^-p=p| 


Berücksichtigt  man,   dass   —  =  j/l  +  A2   ist   und  entwickelt  die  Function 
von  A,  einschliesslich  der  fünften  Potenz  von  A,  so  erhält  man 

26)  l  +  i*= — ^ — i    . 

oder 

27) 


+   -,-.(A,+.t*)- 


Da  die  «ingeklammerten  Grössen  gegen  •$  sehr  klein  sind ,  so  kann  man 
setzen 

28)  **=*(**'  +  *£?) 
oder  endlich 

29)  1*=^— I 

Setzt  man  die  Constanten  für  den  Erdmond  ein,  so  wird 


-=-  =  1/1  +  *»  =  1,00002805 , 
a        o 

also  die  Flnthhöhe  wie  oben  einseitig  140  Fuss  rhein.  Die  beiden  Azen 
des  Mondäquators,  welche  in  seiner  Bahnebene  liegen,  werden  aber  noch 
durch  die  Rotation  vergrössert.  Zur  Bestimmung  derselben  können  wir 
mit  Vernachlässigung  sehr  kleiner  Grössen  zweiter  Ordnung  den  Mond 
als  eine  Kugel  betrachten.  Die  Abplattung  wird  bestimmt  durch  die 
Abplattungsformel  des  Ellipsoids  (a),  nämlich 

Das  erste  Axenverhältniss 

ist  also  mit  dem  Abplattnngscoefncienten 


30)  l'^ilV^-^. 


^1  +  ^=1+1^-3 

r    ' 

au  multipliciren.     Man  erhält  daraus  das  totale  Axenverhältniss 
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31) 


•■'■-'■(>+*&)■('+■£) 

Setzt  man  die  bekannten  Zahlenwerthe  ein,  so  resultirt  daraus,  wie  oben, 
32)  a :  b :  c  =  1 : 1,00000935  : 1,00003740. 

Wir  wollen  die  Formeln  nun  auch  noch  auf  die  Berechnung  der 
Axen Verhältnisse  der  vier  Jupiterstrabanten  anwenden.  Die  Daten  sind 
folgende:* 


Satelliten. 

r:B. 

Bt. 

m:M. 

I 

n 
in 

IV 

6,049 

9,623 

15,350 

26,998 

264,5  g.M. 
287,5,,    „ 
388,0  „    „ 
832,0,,   „ 

0,000017328 
0,000023235 
0,000088497 
0,000042669 

Hieraus  folgt  nun  mit  Hilfe  der  Relation 
Qx^m     Ä^      m    9647» 

die  folgende  Tabelle  von  Werthen: 


'Mm    R* 


Satelliten. 

r:JB. 

9i  ••  9- 

a:b:c. 

V. 

I 

II 

III 

IV 

6,049 

9,623 

15,350 

26,998 

1 

0,8407 
1,5671 
1,3602 
1,0466 

1 : 1,00672 : 1,02687 
1 : 1,00090 : 1,00860 
1 : 1,00026  : 1,00102 
1 : 1,00006  : 1,00024 

0,00368 
0,00048 
0,00013 
0,00003 

Die  Jupiterstrabanten  haben  demnach  eine  sehr  bedeutende  Fluth- 
höhe  im  Vergleich  zu  der  des  Erdmondes.  Stellen  wir  ihre  Werthe  zu- 
sammen in  rhein.  Fusse  mit  Hilfe  der  Formel 

f=> Ä: 


Satelliten. 


I 

II 

III 

IV 


/•(Fluthhöhe). 


126010  rh.  F. 

15175  „    „ 

6992  „    „ 

U29  „    „ 


Abplattung. 


31502  rh.  F. 
8794  „  „ 
1748 
357 


•  Man  vergl.  Humboldt' b  Kosmos,  Bd.  III  S.  522. 
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Da  die  Jupitersmasse  die  Dichtigkeit  1,2  besitzt,  so  hat  der  erste 
Satellit  fast  genau  die  Dichtigkeit  des  Wassers.  Bemerkenswerth  ist 
übrigens,  dass  bei  allen  uns  bekannten  Systemen  die  innersten  und 
äussersten  Körper  eine  verhältnissmässig  geringere  Dichtigkeit  haben  im 
Vergleich  zu  den  mittleren.  Dies  gilt  höchst  wahrscheinlich  anch  von 
dem  partiellen  System  der  fünf  Saturnringe. 

Wir  wollen  nun  weiter  untersuchen,  wie  sich  das  Axenverhältniss 
gestalten  würde,  wenn  die  Monde  die  Gleichgewichtsfigur  des  Jacobi- 
schen Ellipsoids  angenommen  hätten.  Bei  der  Berechnung  die&er  Axen- 
verhältnisse  wird  X*  sehr  gross  gegen  die  Einheit  und  die  Reihenentwicke- 
lung der  Integrale  auf  den  Factor  (1  +  A2m2)  zu  beschränken  sein,  da  A2 
beträchtlich  klein  sein  wird.  Wir  gehen  aus  von  der  Gleichung  13), 
welche  die  Beziehung  zwischen  k2  und  kt*  ausdrückt.     Dieselbe  lautet 

0  0 

Die  beiden  Seiten  lassen  sich  zu  einem  Integral  vereinigen.  Wir  inte- 
griren  zu  dem  Zwecke  den  zweiten  Theil  partiell  nach  der  bekannten 
Formel 

I  y  dx  =  xy  —  I  x  dy 

und  setzen 

(1  —  m*)m  udu 

Durch  Integration  erhält  man 

1^ 

*~     VU  +  V*)*' 

und  somit  für  die  vorgeschriebenen  Grenzen 
1  1 

r      (i  — ua)i/ga« __i.  />(i-3^~2A2u4)a>i 

Wird  nun  Alles  auf  eine  Seite  gebracht,  so  wird  die  Relation  zwischen 
X2  und  l*  ausgedrückt  durch 

Al~(3  +  3A2A12+4X2)u2  +  (3X2A12  +  2X2)^]a«/ 

;        J  (l+^M^ll  +  ^t/2)^  '        U' 

0 

Wenn  weiter 

(1  +  A2 w2)-'/,  =  i  _  |i2u2  +  jjl  X4U*  _  §  mn 

gesetzt  wird,  so  reducirt  sich  nach  Vernachlässigung  der  sehr  kleinen 
Grössen  erster  Ordnung  das  bestimmte  Integral  auf 


=  0  a\ 
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35)  J  '(i+VO*  = 

o 

Durch  Integration  der  drei  Glieder  erhält  man  weiter 
1 


A 


1 


■9«+*wfu£?*)* 


0 


0 

0  0 

Die  auf  der  rechten  Seite  unentwickelt  gebliebenen  Integrale  können  als 
sehr  kleine  Grössen  erster  Ordnung  vernachlässigt  werden.  Die  Gleich- 
ung 35)  reducirt  sich-  deshalb  auf 


und  mit  Vernachlässigung  sehr  kleiner  Grössen  ergiebt  sich  hieraus 
qß,  4/02^-6  _2/g(V>)-  3,228 

}  3V        ~  3^ 

Zur  Bestimmung  von    V  benutze  man  die  Gleichung 

o 

Infolge  der  Gleichung  12)  ist  nun 

P-llVl  +  A^l-lli-JL +  ...), 
also  approximativ 

37)  ^  =  ^A2,     /T+Ä*  =  l+^. 

Werden   die  Formeln   auf  das  mögliche  Axenverhältniss  des  Erdmonde 
angewendet,  so  ist  zunächst 


38)  -  =  yi  +  X*  =  1  +  F=  1 ,000005. 

» 

Um  j/l  +  Aj2  zu  erhalten,  hat  man  die  transcendente  Gleichung 
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2/og»<1<V-3,228=3jl8  =  0)()0003 

aufzulösen.     Hierzu  benütze  man  die  regula  fahorum  und  setze  zunächst 

V=  100000  =  al5 
man  findet  den  Fehler  der  Gleichung 

Vi  =  »»V-3.M8  _  0,00003  =  0,0001680. 

Sodann  setze  man 

A,*=  1000000  =  «,; 

der  zweite  Fehler  der  Gleichung  ist  alsdann 

<Pt  =  -  0,0000056. 

Der  erste  Näherungswerth  von  kx*  ist  alsdann 

v==»«yi-°i«p»=97097oi 

«Pi  —  gp2 
woraus  sich  das  zweite  Axenverhältniss  ergiebt,  nämlich 


39)  -  =  f/l  +  V  =  U85,4. 
a 

Die  Centralaxe  würde  demnach  bei  dieser  Art  von  Gleichgewichtsfigur 
gegen  1000 mal  so  lang  sein,  wie  die  beiden  anderen.  Das  totale  Axen- 
verhältniss ist  hierbei 

40)  u :  b :  c  =  1 : 1 ,000005  :  985,4. 

Um  zu  Beben,  wie  weit  sich  die  Mondfigur  der  Erde  nähern  würde,  bil- 
den wir  die  Gleichung  der  Volumina: 

$227».  n  =  4  a  ben  =  \  «a8, 985,4. 
Daraus  folgt 

a  =  22,8  geogr.  M.,     c  =  22478  geogr.  M. 

Bei  einer  derartigen  Länge  der  Centralaxe  des  Mondes  von  44956  Meilen 
würde  allerdings  die  ellipsoidische  Gestalt  des  Mondes  nicht  mehr  gewahrt 
werden  und  höchst  wahrscheinlich  zu  einer  Theilung  führen. 

Wenn  nun  auch  nach  dem  Vorhergehenden  einer  bestimmten  Revo- 
lutionsdauer eines  jeden  Satelliten  zwei  Gleicbgewicbtfifiguren  entspre- 
chen, so  folgt  daraus  keineswegs,  dass  die  Satelliten  zufällig  eine  der- 
selben in  ihrem  flüssigen  Zustande  angenommen  haben.  Die  Figur  wird 
nämlich  bestimmt  durch  die  ursprüngliche  Energie  der  rotirenden  Masse 
oder  der  Summe  der  Momente  ihrer  Bewegungsquantität.  Diese  ist  gleich 
der  doppelten  Energie  und  ihr  Princip  gleichbedeutend  mit  demjenigen 
von    der  Erhaltung  der  Flächensumme  der  frei  rotirenden  Masse;   es  ist 

l}ie  Energie  des  Maclaur  in 'sehen  Ellipsoids  (a)  ist  sehr  klein  im 
Verhältniss  zu  derjenigen  des  stark  gestreckten  Jac ob V sehen  Ellipsoids 
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(y),  wie  wir  bereits  früher  in  einer  besondern  Abhandlung  auseinander- 
gesetzt haben.  Wir  fügen  jetzt  noch  die  Axenverhältnisse  der  Jupiters* 
trabanten  hinzu  bei  der  Annahme  der  zweiten  Gleichgewichtsfigur  (y). 


Satelliten. 

V. 

a:b:e. 

I 

II 
III 
IV 

0,00386 
0,00048 
0,00013 
0,00008 

1:1,00368:   21,24 
1:1,00048:   70,71 
1:1,00013:148,33 
1:1,00003:316,1 

Da  nach  dem  dritten  Kepler' sehen  Gesetze  die  Winkelgeschwin- 
digkeiten in  der  Bahn,  also  auch  die  Werthe  von  V  wachsen,  während 
die  Durchmesser  der  Bahnen  abnehmen,  so  werden,  wenn  V  ein  Maxi- 
mum erreicht,  bei  geringeren  Distanzen  vom  CentralkÖrper  die  ellipsoi- 
dischen  Gleichgewichtsfiguren  nicht  mehr  bestehen  können.  Ob  sich  dann 
in  den  geringsten  Abständen  vom  CentralkÖrper  Ringe  bilden,  wird  davon 
abhängen,  ob  es  auch  für  diese  Gleichgewichtsfiguren  ein  Maximum  von 
V  giebt  und  ob  dasselbe  höher  liegt,  als  jenes,  welches  wir  vorläufig  im 
Auge  haben.  Für  die  ringförmigen  Satelliten  bestimmte  Laplace  den 
Maximalwerth  von  V  zu  0,108605  und  *,*  gleich  5,73.  Für  die  ellip- 
soidischen Satelliten  habe  ich  die  entsprechenden  Werthe  als  von  jenen 
wenig  abweichend  gefunden  j  sie  bedürfen  jedoch  noch  immer  einer  genaue- 
ren Bestimmung;  ich  finde  nämlich  nahezu  Vt=.  0,1086  und  Xf  =4,0.  Ks 
soll  der  Weg  in  Kürze  angedeutet  werden,  auf  welchem  man  zu  densel- 
ben gelangen  kann.  Für  die  ellipsoidischen  Gleichgewichtsfiguren  ohne 
CentralkÖrper,  sowie  für  die  Ringe  mit  CentralkÖrper  sind  die  Rechnungen 
ziemlich  einfach  und  lassen  sich  auf  die  Discussion  geschlossener  alge- 
braischer Functionen  zurückführen.  Bei  den  freien  kosmischen  Ringen 
(o)  und  (ß)  dagegen,  für  welche  ich  das  Maximum  V  za  0,1392  bestimmt 
habe,  und  bei  den  Mondfiguren  ist  die  numerische  Untersuchung  unend- 
lich schwieriger.  Was  zunächst  die  directe  Bestimmung  des  Maximums 
von  V  für  die  ellipsoidischen  Mondfiguren  anbetrifft,  so  hängt  dieselbe 
ab  von  einer  der  Gleichungen  11)  und  12)  und  von  der  Gleichung  34). 
Bezeichnen  wir  das  bestimmte  Integral  in  34)  kurz  mit  J,  so  findet  man 
nach  Cauchy  (Differentialcalcul,  XXII.  Vorles.)  aus  der  Gleichung 


42) 


GD($-(©G-0- 


in  Verbindung  mit  der  Gleichung  J=Q  das  Maximum  von  V.  Indessen 
ist  die  Ausführung  dieser  Operationen  mehr  als  abschreckend.  Ich  habe 
mich   darauf  beschränkt  unter   der  Voraussetzung,   dass  kk2  die  Einheit 

6* 
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ziemlich  übertrifft,  k*  dagegen  unter  dem  Werthe  £  bleibt,  die  Integrale 

in  Reihen   entwickelt  und   daraus   simultane  Werthe   von   A*,    kt2  und    V 

berechnet.     Mit  Berücksichtigung   der  Glieder   von   der  Ordnung  kA  und 

k* 

—j  erhalte  ich  folgende  Werthe  der  Gleichungen  12)  und  34): 

43)  F  =  ^*j1_^»__i-  +  Hi«+2^j, 


44) 


3  ***,»= 


2%n«/(i1»)-3,228+-1 
*i 


Hieraus  ergeben  sich  in  Vereinigung  mit  den  oben  für  die  Jupiterstra- 
banten berechneten  Näherungswertben  folgende  simultane  Werthe  von  k* 
kt*  und    V: 


l*. 

V. 

V. 

0,00006 

100000 

0,00003 

0,00026 

22000 

0,00013 

0,00096 

5000 

0,00048 

0,00460 

720 

0,00230 

0,00716 

450 

0,00368 

0,096 

10 

0,048 

0,1078 

8 

0,054 

0,144 

6 

0,072 

0,235 

4 

0,1086 

Durch  die  letzte  Wertbereihe  wird  nun  die  Bedingungsgleichung  15)  noch 
eben  erfüllt  und  wir  sind  somit  den  gesuchten  Werthen  sehr  nahe.  Das 
Maximum  von  V  stimmt  mit  dem  für  die  Ringe  geltenden  nahezu  über- 
ein, ist  aber  weit  grösser,  als  das  von  Vaughan  angenommene,  was  wir 
auch  schon  aus  den  oben  angeführten  Gründen  nicht  für  genau  halten 
dürfen. 

Wir  wenden  uns  noch  kurz  der  Betrachtung  der  ringförmigen  Satel- 
liten und  ihrer  Gleichgewichtsbedingungen  zu.  Die  um  einen  Central- 
körper  kreisenden  Satelliten  können  nämlich  auch  noch  die  concentri- 
sehen  Kingformen  mit  elliptischen  Querschnitten  annehmen ,  und  zwar, 
wie  Laplace  gezeigt  hat,  zwei  verschiedene  bei  gleicher  Winkel- 
geschwindigkeit in  der  Bahn.  Ist  der  Querschnitt  oder  die  sogenannte 
erzeugende  Figur  des  Ringes  sehr  klein,  sein  Durchmesser  sehr  gross, 
so  ist  der  Querschnitt  der  einen  Ringfigur  eine  Ellipse  von  sehr  geringer, 
der  des  andern  eine  Ellipse  von  starker  Abplattung.  Führen  wir  die 
•Oomponenten  der  Anziehung  Seiten  der  Erd-  und  Mondmasse  in  die 
d'AI  erobert 'sehe  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir  jigitjzedbyC 
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45)  Mft'J        J        M+^i+i*        \ 


Ii  +  j/i  +  i»      ) 


uud    wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Differentialgleichung  des  Quer- 
schnittes 

zdz  +  {l  +  k*)xdx=>0 

identificirt,  so  gelangt  man  zu  den  Bestimmungegleichungen 

46)  r-** 

2p,  rs 


_Üil±iL+r 

47)  '  +  »£+*..      =,  +  ,, 

3r 


l  +  j/l  +  A* 

Die  erste  Gleichung  bestimmt  wieder  die  Umwälzungsdauer  des  Ringes, 
die  zweite  die  Abplattung  seines  Querschnittes.  Setzt  man  j/l +  **=/>» 
so   wird 

48)  v=     2p(p-1] 

}  .  (j»  +  l)(3*"+l) 

oder 

Das  Maximum  von    V  berechnet  man  durch  Auflösung  der  Gleichung 

dp 
oder 

50)  3^4—  6p3  -  4p2  -  2p  +  1  =  0.      . 

Die  reelle  positive  Wurzel  ist  p  =  2,594  und    V  =  0,108605. 

Die  Relation  zwischen  V  und  iL2  läset  sich  in  spectellen  Fällen  sehr 
vereinfachen,  und  zwar  für  sehr  wenig  abgeplattete  Ringe  auf 

51)  /T+ä2  =  t  +  4F, 
für  stark  abgeplattete  Ringe  auf 

Die  Axenverhältnisse  sind  demnach  für  gleiche  Werthe  von  V  beziehungs- 
weise 


ö:C  =  l:yT+^=l:(l  +  4F),     ax  :  et  =  1 :  j/l  +  V=  »  :  gp- 

Für    den    satellitischen   Ring,    der    die   Stelle   des   Erdmondes   vertreten 
könnte,  würde  sich  ergeben 

..0  1:1,00001.     ai:Cl=l:133333.D.itzedbyGo 
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Bei  der  ersten  Gleichgewichtsfigur  würde  die  Dicke  des  Ringes  etwa 
14  geogr.  Meilen  betragen.  Um  den  Querschnitt  des  zweiten  Ringes  zu 
erbalten,  gebt  man  aus  von  der  Aequivalenz 

£.2273w  =  2r*.rtc«. 
Da  r  =  50000  geogr.  Meilen  ist,  so  findet  man  für  die  balbe  Rota- 
tionsaxe  den  Wertb 

a  =  0,019296  geogr.  Meil., 
c  =  2572,8 
Ist   die  Breite   des   zweiten  Ringes  ▼erh&ltnissmassig  gross,  so  da&s 
sie    nicht  klein   genug   gegen   r   bleibt,    so   muss   sie   zur  Auflösung   in 
mehrere   Ringe    führen,    wie    es   bei   den   Saturnringen   tbatsächlich   der 
Fall  ist. 
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VI. 

Ueber  die  Flächenräume  und  Bogenlängen,  welche  bei 

der  Bewegung  eines  starren  Systems  von  einer  Oeraden 

umschrieben  werden. 

Von 

Dr.  Ad.  Schumann, 

Oberlehrer  am  Asoaniiohen  Gymnasium  in  Berlin. 


In  dem  „Bulletin  des  sciences  mathematiques"  (Tome  II,  Aout  1878)  hat 
Herr  Darboux  eine  Reihe  bemerkenswerther  Relationen  veröffentlicht, 
welche  eich  auf  Bogenlängen  und  Flächenräume  bezieben,  die  eine  Ge- 
rade bei  der  Bewegung  eines  starren  Gebildes  umschreibt.  Er  entwickelt 
zunächst  in  ganz  genereller  Form  alle  die  Theoreme,  welche  Herr  Li- 
guine  in  demselben  Bande  der  Zeitschrift  in  den  Kreis  seiner  Betrach- 
tungen gezogen  hat  und  welche  nach  verschiedenen  Richtungen  hin 
laufende  Verallgemeinerungen  der  Ergebnisse  der  Steine r'schen  Ab- 
handlung „Ueber  den  Krümmungsschwerpunkt  ebener  Curven"  (Grelle, 
Bd.  XXI,  1840)  enthalten,  und  wendet  sich  alsdann  von  der  Bewegung 
eines  Punktes  zu  der  einer  Geraden.  Die  Form  seiner  Untersuchungen 
läast  ihm  hier  einige  geometrische  Relationen  entgehen,  auf  die  ich  die 
Aufmerksamkeit  lenken  möchte.  Sie  ergeben  sich  leicht  aus  der  Behand- 
lungBweise,  deren  ich  mich  in  einer  früheren  Publication  bei  der  Unter- 
suchung des  fraglichen  Gegenstandes*  bedient  habe.  Einen  Theil  der 
daselbst  gewonnenen  Beziehungen  werde  ich  in  allgemeinerer  Form  vor- 
legen und  andere,  %elche  die  von  einer  Geraden  umschriebenen  Bogen- 
längen betreffen,  anschliessen. 

Wenn  ein  starres  ebenes  System  sich  bewegt,  so  lässt  sich  bekannt- 
lich die  Bewegung  dadurch  erzeugt  denken,  dass  eine  Curve,  der  Ort 
der  augenblicklichen  Drehungscentren  des  bewegten  Systems,  auf  einer 
Bahn ,  dem  Ort  der  Drehungscentren  für  eine  feste  Ebene ,  ohne  Gleitung 
rollt.  Jene  beiden  Curven  mögen  mit  Herrn  Liguine  als  „bewegliche" 
und  „feste  Centroideu  unterschieden  werden. 


*  Progr.  d.  Louisenstdt.  Realschule,  Berlin  1867. 
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Ist  a  der  augenblickliche  Berührungspunkt  beider  Centroiden,  so 
legt  sich  ein  an  a  anstossendes  Bogen element  ds  der  beweglichen  Cen- 
troide  auf  das  entsprechende  Bogenelement  der  festen  Centroide  und 
macht  dabei  eine  Drehung  um  «,  deren  Grösse  durch  den  Winkel  dq> 
bestimmt  ist,  den  beide  Bogenelemente  einschliessen.  Eine  Gerade  Gy 
deren  Abstand  von  a  durch  p  geroessen  6ei,  geht  dabei  in  eine  Lage  G'  über 
und  umschreibt  einen  Sector  \p*dq>.  Ist  a  der  nächste  Drehungspunk^ 
und  bedeutet  p  seinen  Abstand  von  G\  dq>  aber  die  bezügliche  Dreh- 
ung, so  tritt  zu  der  umschriebenen  Fläche  hinzu  das  zwischen  p  und  p' 
gelegene  Flächenstück  der  beweglichen  Centroide  und  der  Sector  ^p'*  dq>\ 
Mit  Rücksicht  darauf,  dass  dtp  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Con- 

tingenzwinkel ,   also  gleich  ds  ( — | — J,   drückt   sich   demnach   das   Flä- 

chensttick,  welches  von  der  festen  Bahn,  von  dem  durch  G  umschriebe- 
nen Bogen  und  den  Perpendikeln  in  den  Grenzlagen  eingeschlossen  ist, 
in  der  Form  aus 

worin  F  das  Flächenstück  der  beweglichen  Centroide  bedeutet,  welches 
dem  abgerollten  Bogen  derselben  entspricht.  Ist  S  die  Länge  der  ihn 
überspannenden  Sehne,  Q  das  von  Bogen  und  Sehne  umgrenzte  Flächen- 
stück, y  der  Winkel,  den  die  Sehne  mit  G  bildet,  so  läset  sich  Fy  wenn 
p0  das  vom  Mittelpunkte  der  Sehne  auf  G  gefällte  Loth  angiebt,  durch 
Q  +  p0Scosy  darstellen  und  die  von  G  umzogene  Fläche  V  gewinnt  den 
Ausdruck 

r=±fp*(-+^)ds+PoScosy  +  Q. 

Nunmehr  beziehe  man  alle  Elemente  der  beweglichen  Centroide  auf 
ein  mit  ihr  starr  verbundenes  Axensystem.  Die  Gerade  G  sei  durch 
x  cosa  +  y  sin a  —  d  =  0  dargestellt,  x0y0  seien  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punktes der  Sehne  S,  und  p  der  Winkel,  den  ein  Loth  auf  derselben 
mit  der  JT-Axe  einschliesst.     Demgemäss  ist 

p  =  x  cosa  +  y  sina  —  ö,    pQ  =  x0  cos a  +  y0  sin ct  —  ö.cosy  =  cos (a— fi). 

Diese  Grössen  führe  man  in  den  obigen  Ausdruck  für  V  ein  und  ziehe 
die  von  der  Integrationsvariabein  unabhängigen  Grössen  vor  die  Inte- 
grale.   Es  treten  alsdann  in  der  Darstellung  von  V  folgende  Integrale  auf-: 

*/<+>•  &(&)<••  MW** 

Die  letzten  beiden  Integrale  können  durch  xß  und  yfi  ersetzt  werden, 
wenn   xxyx    die   Coordinaten    des   Schwerpunktes  des   Centroidenbogens 
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sind,  dessen  Elemente  mit  ( — | — 1  belastet  gedacht  werden  und  S  den 

Winkel  angiebt,  um  den  das  starre  System  bei  der  betrachteten  Bewegung 
sich  gedreht  hat.  Die  ersten  beiden  Integrale  stellen  das  halbe  Träg- 
heitsmoment des  in  obigem  Sinne  belasteten  Centroidenbogens  dar  und 
mögen  durch  A  und  B  bezeichnet  werden.  Nennt  man  endlich  das  dritte 
Integral  6\  so  ist 

V  =  cos*a(A  +  x0  S cosfi)  +  sin*ct(B  +  y0S sin p) 
+  sin  a  cos  a(C-\~x0S  sin  fi  +  y0S  cos  (i) 
—  ö  cosa(xiS  +  S cosfi)  —  8  sin a (yß  +  Ssin p) 

g 
Hätte  man  den  Anfangspunkt  der  Axen  so  gewählt ,  dass  xx  =  —  —  cos  f4» 

Q 

yt  =  —  -^sinfiy  so  läge  derselbe  auf  dem  Lothe,  welches  sich  vom  Krüm- 

mungsschwerpunkte  aus  auf  die  Sehne  S  fällen  lässt  und  zwar  in  einer 

Entfernung  —  von  diesem.     Dieser  so  bestimmte  Punkt  mag  m  heissen. 
ff 

Wäre   zudem   die  Richtung   der  Axen   so  genommen,   dass  C  +  xQ  S sin p 

+  yoScos(i  =  0  ist,  so  wäre 

& 
V=  cos*a{A  +  x0  Scosfi)  +  sin2a  (ß  +  y0  Ssinp)  +  d*  —  +  Q. 

Daraus  folgt: 

Unter  allen*parallelen  Geraden  G  ist  die  Fläche  V  für 
diejenige  Gerade  ein  Minimum  oder  Maximum,  welche 
durch  den  Punkt  m  läuft,  und  zwar  ein  Minimum,  wenn  & 
positiv,  ein  Maximum,  wenn  6  negativ  ist. 

Für  die  Geraden,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt 
gehen,  ist  die  Summe  der  Flächen,  welche  zwei  auf  ein- 
ander senkrechten  Geraden  entspricht,  constant,  und  diese 
Summe  behält  denselben  Werth  für  alle  Punkte,  welche  von 
m  gleichen  Abstand  haben. 

Unter    allen    Geraden,    welche    durch    m  selbst  gehen, 

tritt  für  a=0  und  <*=—  ein  Maximum,  resp.  Minimum  der 
Fläche  V  ein.  Wird  V  für  a  =  ö  ein  Minimum,  so  wird  es 
für   «^-s"  e*n  Maximum  et  vice  versa. 


Es  seien  Vx  und  V%  die  Werthe  von  F,  welche  den  Geraden  zu- 
gehören, die  durch  den  Punkt  m  gehen,  und  «  =  0  und  a=~  entspre- 
chen;  »l«d«m  ist 
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V\  r=  A  +  x0  S  cos  fi  +  Q ,      V2*=B  +  y0S  sin  p  +  Q. 
Mit  Einführung  dieser  Wertbe  ist 

F=  Vx  cos*a  +  V%  sin*a  +  «*-|. 

Stellt   man   die  Enveloppe  der  Geraden  dar,   für  welche   V  einen  unver- 
änderlichen  Werth  hat,  so  ergiebt  sich 


2  Vr-^vr-jy 


Es  umhüllen  daher  die  Geraden,  welche  bei  der  Be- 
wegung gleiche  Flächen  umschreiben,  einen  Kegelschnitt, 
und  den  verschiedenen  Werthen  von  V  entspricht  eine 
Schaar  confocaler  Kegelschnitte.  Es  giebt  demnach  zwei 
Punkte  in  dem  bewegten  System  von  der  Art,  dass  alle 
Geraden,  welche  durch  sie  hindurchgehen,  gleiche  Flächen- 
räume umziehen;  es  sind  dies  die  Brennpunkte  der  eonfo- 
calen  Kegelschnitte.  Zieht  man  nach  ihnen  von  einem 
beliebigen  Punkte  aus  Strahlen,  so  umschreiben  die  bei- 
den Geraden,  welche  Winkel  und  Nebenwinkel  beider 
Strahlen  halbiren,  Minimal-  resp-  Maximalflächen  unter 
den  Geraden,  welche  durch  jenen  Punkt  laufen,  und  unter 
diesen  wieder  umziehen  diejenigen  Geraden,  welche 
gleiche  Winkel  mit  jenen  einschliessen,  gleiche  Flächen- 
räume. 

Diese  geometrischen  Beziehungen  gelten  ganz*  unabhängig  von  der 
Form  der  Bewegung;  es  sind  nur  die  Flächen,  über  welche  die  Inte- 
grationen auszudehnen  waren,  im  Gauss'schen  Sinne  in  Rechnung  zu 
stellen. 

Ist  die  Bewegung  des  starren  Gebildes  derartig,  dass  die  bewegliche 
Centroide  geschlossen  wird,  während  die  feste  sich  in  einer  ganz  will- 
kürlichen Bahn  darstellt,  so  hat  der  Fall,  dass  die  geschlossene  Cen- 
troide sich  auf  ihrer  Bahn  einmal  vollständig  abrollt,  ein  besonderes 
Interesse. 

In  diesem  Falle  ist  5=0,  daher  auch  C=0,  und  es  fällt  der  Mittel- 
punkt der  Kegelschnittschaar  in  den  Krümmungsschwerpunkt,  die  Axen  aber 
fallen  mit  den  Hauptträgheitsaxen  des  in  Stein er'schem  Sinne  belasteten 
Centroidenbogens  zusammen.  Die  Fläche,  welche  jede  dieser  Axen  um- 
schreibt, ist  gleich  der  Fläche  der  geschlossenen  Centroide,  vermehrt  um 
das  halbe  Trägheitsmoment  dieser  Axe.  Entspricht  \\  der  Hauptträg- 
heitsaxe,  der  das  kleinste  Trägheitsmoment  zukommt,  so  entspricht  F2 
der  Geraden  durch  den  Krümmungsschwerpunkt,  welcher  das  grösste 
Trägheitsmoment  zugehört,   und  eine  beliebige  Fläche   Vy    welche  einem 

Kegelschnitt   mit  den  Halbaxen  a  und  b  entspricht,  stellt  sich  entweder 

• 
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in  der  Form  dar  Fj  +  a*  5-  oder  V2  +  b*  — .      Die  Ergehnisse  dieser  Er- 
wägungen lassen  sich  in  folgendem  Theorem  zusammenfassen: 

Rollt  eine  beliebig  gestaltete  geschlossene  Curve  auf 
einer  willkürlichen  Bahn  sich  einmal  vollständig  ab,  so 
umschreibt  die  Gerade,  der  das  kleinste  Trägheitsmoment 
in  Bezug  auf  den  in  Steiner'schem  Sinne  belasteten  Cur- 
▼  enbogen  zukommt,  die  Minimalfläche  Vx.  Sie  unterschei- 
det sich  von  der  Fläche  der  rollenden  Curve  um  die  Hälfte 
jenes  Trägheitsmoments.  Diese  ausgezeichnete  Gerade 
läuft  durch  den  Krümmungsschwerpunkt,  durch  ihn  führt 
senkrecht  zu  ihr  eine  zweite  Gerade,  und  diese  umzieht 
unter  allen  Geraden,  welche  sich  in  ihm  schneiden,  die 
Maximalfläche  Fs.  Auch  sie  unterscheidet  sich  von  der 
rollenden  Curve  um  die  Hälfte  des  bezüglichen  Trägheits- 
momentes. Beide  Gerade,  Hauptträgheitsaxen  der  rollen- 
den Curve,  bilden  die  Axen  einer  Schaar  confocaler  Kegel- 

*-r — -,  also  durch 

die  Trägheitsmomente  der  Axen  und  die  Gesammtdrehung 
der  rollenden  Curve  bestimmt  ist.  Die  Tangenten  jedes 
einzelnen  Gliedes  der  Kegelschnittschaar  umschreiben  bei 
der  Bewegung  gleiche  Flächen  F,  und  zwar  unterscheidet 
sich  eine  solche  Fläche  von  der  Minimalfläche  Vx  um  einen 
Kreissector,  dessen  Winkel  gleich  der  Gesammtdrehung 
nnd  dessen  RadiuB  mit  der  grossen  Axe  übereinstimmt.  Ist 
im  Besondern  die  Bahn,  auf  der  die  Abrollung  sich  voll- 
zieht, geradlinig,  so  ist  die  Gesammtdrehung  gleich  2?t, 
und  der  Unterschied  der  Fläche  V  von  der  Minimalfläche 
ist  gleich  dem  Kreise,  der  den  entsprechenden  Kegel- 
schnitt in  den  Scheiteln  der  grossen  Axe  berührt. 

Es  sei  die  bewegliche  Centroide  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a 
und  6,  die  feste  Centroide  eine  Gerade,  und  die  Ellipse  möge  eine  voll- 
ständige Abrollung  auf  ihrer  Bahn  machen.  Aus  Gründen  der  Symmetrie 
ist  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  ihr  Krümmungsschwerpunkt,  und  ihre 
Axen  sind  die  Hauptträgheitsaxen ,  wenn  die  Bogenelemente  proportional 
der  Krümmung  belastet  gedacht  werden.  Sind  A  und  b  die  halben  Träg- 
heitsmomente,  so  ergiebt  die  Gleichung  der  Ellipse  unmittelbar  die  Re- 

A      B  * 

lation  -j  +  7f  =  w.     Eine  zweite  Beziehung  zwischen  A  und  B  gewinnt 

man  leicht  durch  folgende  Betrachtung.     Wenn  r  einen  Richtungsstrahl 
von  einem  Brennpunkte  aus  bedeutet,    so  ist  ^  /  r2  dq>  =  A  +-e2*  +  2?, 
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wenn  e  die  Excentricität  der  Ellipse  bezeichnet;  andererseits  aber  giebt, 

wie    man   sich  leicht  überzeugt,   ein  Element  des  Integrals  ein  Flächen- 

element  der  vom  Brennpunkte  als  Pol  construirten  Fusspunktencurve  plus 

dem  zwischen  ihr  uud  zwei  aufeinander  folgenden  Tangenten  gelegenen 

Flächenraum  an.  Es  ist  also  der  Werth  des  Integrals  gleich  a*n  +  {a*jt-nb  n). 

Man    erhält   so   die  Beziehung  A+  /?  =  (a2  —  ab  +  b^jn,   und   aus   beiden 

a3  A3 

Gleichungen    ergiebt  sich  A  —  -  -j-r  n  und  B  =      ■      n.      Es   ist  daher  in 

diesem  Falle 

b*  ö3 

1  a+b     '        2  a+b 

Der  Werth   Vx   entspricht   der  grossen  Axe,   der  Werth   V2   der  kleinen 

Axe   der  Ellipse.      Es  liegen    demnach   auf  der  kleinen  Axe  der  Ellipse 

die  Brennpunkte  der  Schaar  confocaler  Kegelschnitte;  ihre  Excentricität 

ist  durch  7/ —  gegeben.     Bildet  man  das  Verhältniss  der  von  den 

Axen  umschriebenen  Flächenräume,  so  zeigt  sich,  dass  diese  im  umgekehr- 
ten Verhältniss  der  Axen  der  Ellipse  stehen.  Ist  irgend  eine  Gerade  in 
ihrer  Lage  gegen  die  rollende  Ellipse  gegeben ,  so  ist  aus  der  Schaar  der 
confocalen  Kegelschnitte  das  Glied  construirbar,  welches  sie  berührt.  Be- 
zeichnet a  die  grosse  Halbaxe  dieses  Kegelschnittes,  so  ist  der  von  der 

Geraden  umzogene  Flächenraum  ( ab  +  — vr  +  «2)  ^j  ^ö0  in  Form  eines 

Kreises  construirbar.  » 

Es  möge  noch  auf  eine  Beziehung  hingewiesen  werden,  in  welcher 
die  Flächensumme,  die  zwei  senkrecht  aufeinander  stehenden  Geraden 
entspricht,  mit  dem  von  ihrem  Kreuzungspunkte  umzogenen  Flächenraume 
steht.  Wird  ein  Richtstrahl  von  diesem  Punkte  aus  nach  dem  augen- 
blicklichen Drehpunkte   der   beweglichen  Centroide  mit  r  bezeichnet,   so 

setzt  sich  die  von  ihm  umschriebene  Fläche  zusammen  aus  4  lr*dq>  und 

dem  Flächenstück  P  der  Centroide,  welches  durch  den  abgerollten  Bogen 
und  den  Richtstrahl  nach  seinen  Endpunkten  begrenzt  ist.  Die  Flächen- 
summe F'+  V"  der  beiden  senkrechten*  Geraden  drückt  sich  aber  in  der 

Form  aus  \  I  r2  dqp  +  F'+  F",    wo    F'  und    F"  obige    Bedeutung   haben. 

Nun  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  2 P  =  F'-\-  F" ;  daher  unterscheidet 
sich  die  Flächensumme  von  der  Fläche  des  Kreuzungspunktes  um  das 
Flächenstück  P.  Ist  also  die  bewegliche  Centroide  geschlossen  und  macht 
dieselbe  eine  einmalige  Abrollung  auf  einer  beliebigen  Bahn,  so  unter- 
scheidet sich  die  Flächensumme  zweier  senkrechten  Geraden  von  dem 
Flächenraum,  den  ihr  Schnittpunkt  beschreibt,  um  den  Inhalt  der  beweg- 
lichen Centroide. 
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Aus  dieser  Relation  folgt  wieder  die  bekannte  Generalisation  des 
Steiner'schen  Theorems  auf  einfache  Weise;  denn  bezieht  man  die 
bewegliche  Ceutroide  auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem ,  dessen  Anfangs- 
punkt in  den  ausgezeichneten  Punkt  m  fällt  und  von  dem  eine  Axe  mit 
dem   Lothe   h   auf  die  Sehne  5  zusammenfällt,   so   ist   V'+V,,=zVlJ^V2 

S  S 

+  (x*+y*)-£  und  ^=0  +  "2  (Ä  +  a?).  Da  nun  die  Fläche  des  Kreuzungs- 
punktes constant  ist,  wenn  F'+  F"—  P  unveränderlich,  so  ist  Bedingung 

S      S 
für  die  Punkte,    welche  gleiche  Flächen  umschreiben,   (x2+y2)  — — ~a? 

=  con$t.y  d.  h.  die  Punkte  liegen  auf  einem  Kreise,    dessen  Mittelpunkt 

auf  der  X-Axe  in  einer  Entfernung  ^  vom  Punkte  m  gelegen  ist.    Es 

halbirt  also  der  Mittelpunkt  der  concentrischen  Kreisschaar,  die  den  ver- 
änderlichen VVerthen  des  von  einem  Punkte  umzogenen  Flächenraumes 
entspricht,  die  Strecke  zwischen  dem  ausgezeichneten  Punkte  m  und  dem 
Krümmungssch  wer  punkte. 

Was  die  Bogenlänge  betrifft,  die  eine  Gerade  eines  starren  Systems 
bei  einer  willkürlichen  Bewegung  umschreibt,  so  überzeugt  man  sich  leicbt, 
dass  sich  diese  ans  Kreisbögen  von  der  Form  pdcp  und  aus  den  Projcc- 
tionen  der  Bogenelemente  der  beweglichen  Gentroide  auf  die  Gerade  zu- 
sammensetzt.     Es    ist    daher   der   Bogen    B  in    dem   Ausdrucke     Ipdcp 

+  S rosy  =  pfö  +  S cosy  gegeben,  wenn  pt  den  Abstand  des  Krümmungs- 
schwerpunktes des  Centroidenbogens  angiebt,  die  übrigen  Zeichen  aber 
die  frühere  Bedeutung  haben. 

Für  drei  Gerade  £,,  G2,  G3,  welche  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  «, 
b,  c  einschliessen ,  ergeben  sich  daher  die  Gleichungen 

Bx=pfi  +  $™*itx,     B2=p2S  +  Sco8y2,     Bs^piB+Scosy3. 
Bedenkt    man,    dass   ttpl  +  l>p2  +  rp3  =  2  d,    dem   doppelten    Inhalt   des 
Dreiecks,  a  cosyt  +  b  <tosy2  -+■  c  cosys  die  Projection  des  Drciecksumfanges 
anf  S,  also  gleich  Null  ist,  so  erhält  man  den  Satz  von  Herrn  Darboux: 

a  Rt  +  b  ß%  +  c  BB  =  2J8. 
Ersetzt  man  die  in  dieser  Formel  auftretenden  Dreiecksstücke  durch  den 
Radius  r  des  umgeschriebenen  Kreises  und  die  Sinus  der  Winkel,  so 
gewinut  man,  wenn  man  r  zu  Null  convergiren  lässt,  für  drei  Gerade, 
welche  durch  einen  Punkt  gehen,  die  gleichfalls  von  Herrn  Darboux 
aasgesprochene  Relation 

Bx  ««12,  3)  +  B2  sin  (3,  1)  +  Ä,  «n(l,  2)  =  0, 
wenn  (i,  k)  den  Winkel  bedeutet,  den  G,-  und  G*  miteinander  einschliessen. 

Die  Form  der  Herleitung  der  ersten  Relation  lässt  leicht  eine  Ver- 
allgemeinerung erkennen.     Denn  wenn  n  Gerade  eine  geschlossene  Figur 


94    Ueb.  d.  Flächenräume  u.  Bogenlängen  etc.  Von  Dr.  Ad.  Schümann. 

bilden  mit  den  Seiten  «n  ö8,  . ..  an  und  pt,  p2,  ...  pn  ihre  Abstände  vom 
Krümmungsschwerpunkte  bedeuten ,  so  ist  nt  px  +  a2p^  +  •  •  •  +  au  Pu  gleich 
dem  doppelten  Fläcbenranme  83  der  umgrenzten  Figur,  während  anderer- 
seits die  Projection  ihres  Umfange  auf  jede  Gerade  Null  ist.  Bedeuten 
daher  Blt  Bi%  ...  Bn  die  von  den  Geraden  bei  der  Bewegung  umzogen en 
Bogenlängen,  so  ist 

ai  Bi  +  a%  B%  +  •  •  ■  +  "n  #*  =  293  .S. 

Es  bedarf  des  Hinweises,  dass  in  der  generellen  Formel  B=pxß 
+  Scosy  die  Zunahme  der  Bogenlängen,  von  bestimmten  Stellen  an  nega- 
tiv zu  rechnen  ist;  es  sind  dies  diejenigen,  an  denen  die  von  G  um- 
zöge ne  Curve  ihre  Krümmung  von  der  einen  zur  andern  Seite  wendet, 
wo  also  in  dem  Bogen  ein  Rückkehrpunkt  sich  bildet. 

In  diesem  Sinne  gezählt,  ist  die  Bogenlänge,  welche  eine  Gerade 
durch  den  Krümmungsschwerpunkt  umschreibt,  gleich  der  Strecke,  in 
welche  der  abgerollte  Centroidenbogen  sich  auf  sie  projicirt. 

Schneidet  die  Gerade  G  die  durch  den  Krümmungsschwerpunkt  gegen 
S  geführte  Senkrechte  in  einer  Entfernung  x  von  diesem,  so  ist  pl^=xcosy% 
also  B  =  cosy(x&  +  &).     Der  Bogen   ist  also  Null  für  alle  Geraden,   für 

welche  a?  =  —  -—,  d.  h.  für  alle  Geraden,  welche  durch  den  auch  für  die 

früheren  Relationen  ausgezeichneten  Punkt  m  gehen.     Fällt  man  von  ihm 

e 

aus  ein  Perpendikel  q  auf  die  Gerade  G,  so  ist  dieses  gleich  Px+  ~cosy, 

o 

daher  pl~.q  —  ^cosy.     Führt   man    diesen  Werth  für  px  in  die  Formel 

ti=piG  + Scosy  ein,  so  ergiebt  sich  B  in  der  Form  B*=q.&. 

Es  umhüllen  also,  wie  auch  Herr  Darboux  bereits  gezeigt 
hat,  die  Geraden,  welche  gleiche  Bogenlängen  umschrei- 
ben, Kreise  und  den  veränderten  Werthen  der  Bogenlängen 
entspricht  eineSchaar  concentrischer  Kreise  mit  dem  Mit- 
telpunkte m;  die  Bogenlänge  selbst  aber  ist  gleich  dem 
Mögen  des  betreffenden  Gliedes  der  Schaar,  welcher  die 
Gesammtdrehung  der  Centroide  zum  Centriwinkel  hat. 

Ist  die  Centroide  geschlossen  und  vollzieht  eine  voll- 
ständige Abrollung,  so  fällt  der  Mittelpunkt  der  Kreis- 
schaar  in  den  Krümmungsschwerpunkt,  und  ist  im  Beson- 
dern die  Bahn,  auf  der  die  Abrollung  vorsieh  geht,  gerad- 
linig, so  i 8 1  die  von  einer  Geraden  umzogene  Bogenlänge 
gleich  der  Peripherie  des  Kreises,  welcher  den  Abstand 
der  Geraden  vom  Krümmungsschwerpunkt  zum  Radius  hat. 
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VHL    Die  Abhängigkeit  der  Rtickkehrelemente  der  Projeotionen  einer 
unebenen  Curve  von  denen  der  Curve  selbst 

Läset  man  auf  einer  nnebenen  Curve  einen  Punkt  P  hingleiten,  mit 
ihm  die  zugehörige  Tangente  t  ohne  Gleiten  hinrollen  und  die*  Schmie- 
gungsebene S  sich  mitdrehen,  so  führt  der  Punkt  eine  Bewegung  auf  der 
Tangente  gegen  einen  festen  Punkt  derselben ,  die  Tangente  eine  Drehung 
in  der  Schmiegungsebene  um  den  augenblicklichen  Berührungspunkt  gegen 
eine  feste  Gerade  der  Schmiegungsebene,  und  die  Schmiegungsebene  eine 
Drehung  um  die  augenblickliche  Tangente  gegen  eine  Ebene  aus,  welche 
durch  diese  Tangente  und  einen  festen ,  auf  keiner  der  Tangenten  liegen« 
den  Punkt  des  Raumes  geht.  In  einem  Punkte  der  Curve  kann  jedes 
der  drei  Elemente,  Punkt,  Tangente,  Schmiegungsebene,  seinen  Be- 
wegungssinn beibehalten  oder  umkehren.  Wir  wollen  dies  Verhalten 
seinen  Charakter,  und  den  Charakter  beim  Beibehalten  des  Sinnes 
positiv,  beim  Umkehren  negativ  nennen;  ein  Element  mit  negativem 
Charakter  heisst  auch  ein  Rückkehr-  oder  stationäres  Element. 

Die  Ergebnisse  der  folgenden  Erörterung  sind  schon  in  den  Formeln 
enthalten,  welche  v.  Staudt  in  seiner  Geometrie  der  Lage  (S.  HOflgg.) 
mittheilt;  doch  wird  von  demselben  nicht  in  die  Einzelheiten,  insbeson- 
dere nicht  in  die  im  Folgenden  betrachteten  Projectionen  auf  die  drei 
Hanptebenen  eingegangen.  Die  oben  angenommene  Bedeutung  von  + 
und  —  schien  mir  näher  liegend,  als  die  umgekehrte  v.  Stau  dt1  s. 

Es  treten  nun  folgende  acht  Fälle  auf: 
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Projicirt  man  die  Curve  aus  einem  in  endlichem  oder  in  unendlichem 
Abstände  befindlichen  Auge  auf  eine  Ebene,  so  sind  die  Charaktere 
des  Punktes  P'  und  der  Tangente  ('der  Projection  übereinstimmend 
mit  denen  von  P  und  i  der  Curve  selbst,  so  lange  die  Tangente,  bezw. 
die  Schmiegungsebene  nicht  das  Auge  durchschreitet.  Dann  sind  also 
P'=P,  *'=*.  Man  erkennt  dies  z.  B.  für  den  Punkt  daran,  dass  seine 
Bewegung  aus  derjenigen  in  der  Tangente  und  aus  der  durch  die  Dreh- 
ung der  Tangente  und  der  Schmiegungsebene  hervorgebrachten  zusam- 
mengesetzt ist,  welche  Bewegungen  der  Reihe  nach  unendlich  klein  von 
der  ersten,  zweiten  und  dritten  Ordnung  sind,  dass  also  gegen  den  ersten 
Bestandteil  die  anderen  verschwinden  und  dass  dies  auch  für  die  Pro- 
jection en  gilt,  so  lange  nicht  die  Tangente  das  Auge  enthält.  —  Bewegt 
sich  aber  die  Tangente  so ,  dass  sie  das  Auge  in  sich  aufnimmt  und  dann 
über  dasselbe  hinausgeht,  wobei  also  *  =  +  ist,  so  sieht  man  die  Tan- 
gente vor  und  nach  dem  Durchgange  durch  das  Auge  von  entgegen- 
gesetzten Seiten,  es  kehrt  sich  hierdurch  der  scheinbare  Sinn  der  Be- 
wegung um  und  es  wird  F=  —  P.  Geht  andernfalls  die  Tangente  nur 
bis  ins  Auge,  dreht  sich  aber  dann  wieder  rückwärts,  wobei  also  t  =  — 
ist,  so  sieht  man  sie  nicht  von  entgegengesetzten  Seiten  und  es  wird 
F=  P.  Für  beide  Fälle  gilt  daher  P'=  —  tP,  wobei  die  Zeichen  -f  und  — 
uneigentlich  und  ebenso  miteinander  multiplicirt  werden  sollen ,  wie  Ein- 
heiten, welche  sie  zum  Vorzeichen  haben.  Ebenso,  wenn  die  Schmie- 
gungsebene bis  zum  Auge  fortschreitet  und  es  dann  durchschreitet,  wobei 
£=  +  ist,  kehrt  sich  die  Seite  um,  von  der  man  sie  sieht,  und  es  wird 
t~  —  t\  gelangt  aber  S  blos  bis  ins  Auge  und  kehrt  dann  um,  wobei 
£=—  ist,  so  bleibt  f=  f,  so  dass  für  beide  Fälle  f=  —  Sl  gilt. 

Darnach  findet  man  nun  die  Charaktere  für  die  Projectionen 
der  Curve  auf  die  Schmiegungsebene  (P',  ()%  auf  die  Normal- 
ebene (/'",  t')  und  auf  die  zu  beiden  senkrechte  rectificirende 
Ebene,  welche  durch  die  Tangente  und  die  Binormale  geht,  (P'",  /"'). 
Man  findet  P'=  P,  *'=/;  P"=  —  tPy  weil  die  Tangente  durch  das  Auge 
geht ,  ('  =  S,  weil  die  Tangente  als  Punkt  erscheint  und  der  Sinn  der 
scheinbaren  Drehung  von  der  vorhergehenden  in  die  folgende  Lage  der 
Tangente  von  dem  Drehungssinne  der  Schmiegungsebene,  welche  die 
Tangente  projicirt,  abhängt;  endlich  P'"=  P,  f"'=—  Sl,  letzteres,  weil 
die  Schmiegungsebene  durch  das  Auge  geht.     Es  ist  also 

P'=P,     />"=-*P,     P'"=P, 

Man  erhält  daher  in  den  acht  Fällen  die  in  nachstehender  Tabelle  ver- 
zeichneten Charaktere. 
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Bildet  man  die  abwickelbare  Fläche  der  Tangenten  der 
Curve,  von  welcher  also  die  Curve  die  Rückkehrkante  ist,  so  schneidet 
bekanntlich  die  Normalebene  der  Cnrve  in  einem  bestimmten  Punkte  P 
derselben  diese  Fläche  im  Allgemeinen  in  einer  Cnrve,  die  in  P  eine 
Spitze  besitzt.  Hat  aber  die  Cnrve  in  P  ein  Rückkehrelement,  so  kann 
die  Gestalt  des  Flächenschnittes  eine  andere  6ein.  Sind  Px  und  tt  die 
Charaktere  dieser  Schnittcurve,  so  stimmen  dieselben  mit  denen  der  Nor- 
malproj  ection  der  Curve  überein  oder  es  ist 

Jeder  der  vier  möglichen  Fälle:  des  gewöhnlichen  Punktes,  des 
Wendepunktes,  der  Spitze  und  des  Schnabelpunktes,  kommt  daher  zwei- 
mal vor.  Man  kann  sich  von  der  Richtigkeit  der  Gleichungen  leicht  über- 
zeugen, da  in  der  Projection  der  Curve  und  ihrer  Tangenten  sowohl  auf 
die  Schmiegung8ebene ,  als  auf  die  rectificirende  Ebene  im  Curven punkte 
P,  die  Projection  eines  dem  P  benachbarten  Punktes  der  Curve  und  des 
Schnittpunktes  ihrer  Tangente  in  diesem  Punkte  mit  der  Normalebene 
in  P  auf  entgegengesetzter  Seite  von  P  liegen,  woraus  folgt,  dass  in  der 
Normalebene  entsprechende  Punkte  der  Projection  der  Curve  und  des 
Schnittes  der  Tangentenfläche  in  entgegengesetzten  Quadranten  liegen, 
die  Quadranten  «gebildet  durch  die  Hauptnormale  und  die  Binormale  der 
Curve. 

Der  Verfasser  hat  Modelle  über  die  acht  Fälle  der  Curve  und  ihrer 
drei  Hauptprojectionen  in  Draht  und  Holz  ausführen  lassen  und  diesel- 
ben im  September  d.  J.  bei  der  Naturforscher -Versammlung  in  Baden- 
Baden  in  der  mathematischen  Section  mitgetheilt.  Da  die  Frage  wegen 
Nachbildung  an  ihn  gerichtet  wurde,  erklärt  er  sich  gern  bereit,  dieselbe 
auf  geäusserten  Wunsch  zu  veranlassen ,  und  bemerkt ,  dass  sich  der  Preis 
der  acht  Modelle  auf  30  Mark  stellt. 

Karlsruhe,  im  November  1879.  Dr.  Christian  Wiener. 
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IX.   Zur  Construotion  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ans  nenn 
gegebenen  Punkten. 

Chasles  hat  in  den  Comptes  rendus  1855  eine  für  alle  Fälle  aus- 
reichende Construction  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  neun  gegebe- 
nen Punkten  mitgetheilt,  die  sich  so  anordnen  lässt,  dass  sie  sich  aus 
lauter  linearen  Einzelconstructionen  zusammensetzt.  Da  diese  Bemerkung 
nicht  unwesentlich  ist,  so  sei  es  gestattet,  die  Chasles1  sehe  Construc- 
tion in  etwas  ausführlicherer  Darstellung  zu  wiederholen,  um  dann  zu 
zeigen,  wie  sie  linear  durchgeführt  werden  kann. 

Man  ordne  die  neun  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  in  drei  Gruppen 
123,  456,  789;  die  Ebenen  dieser  Gruppen  seien  der  Reihe  nach  a,  6,  c; 
die  diesen  Ebenen  gegenüberliegenden  Kanten  der  Ecke  a,  6,  c  seien  a,  ß,  y. 

Jeder  Fläche  des  Büschels  zweiter  Ordnung,  das  die  Grundpunkte 
1 ...  8  hat ,  schneidet  die  Ebenen  a ,  bt  c  in  Kegelschnitten ,  die  durch 
123,  bez.  456,  bez.  78  gehen  und  zu  je  zweien  sich  in  den  Punkten 
treffen,  in   denen  die  Fläche  von  den  Kanten  a,  ß,  y  geschnitten  wird. 

Man  kann  nun  zunächst  die  Aufgabe  stellen:  Den  Punkt  zu  con- 
struiren,  in  welchem  die  durch  einen  Punkt  A  auf  ß  bestimmte  Fläche  g 
des  Büschels  1 ...  8  die  Kante  ß  zum  zweiten  Male  trifft.  Diese  Aufgabe 
ist  offenbar  von  der  folgenden  nicht  verschieden:  Drei  Kegelschnitte  zu 
construiren,  die  der  Reihe  nach  in  a,  6,  c  liegen,  durch  123,  bez.  456, 
bez.  78  gehen  und  zu  je  zweien  sich  in  zwei  Punkten  auf  «,  ßyy  begeg- 
nen, wenn  von  diesen  Punkten  einer,  z.  B.  A  auf  ß,  gegeben  ist. 

Die  Kegelschnitte  a,  a19 ...  des  Büschels  A123  schneiden  auf  ß  eine 
Punktreihe  ßl  und  auf  y  eine  Involution  yx  aus;  durch  die  Paare  dieser 
Involution  und  durch  die  Grundpunkte  4,  5,  6  ist  ein  Kegelschnittbüschel 
6,  b19  ...  auf  b  bestimmt,  und  durch  dieses  eine  Involution  ai  auf  a;  durch 
die  Paare  dieser  Involution  und  durch  die  Punkte  78 A  ist  ein  Kegel- 
schnittbüschel c,  c, ,  ...  auf  c  bestimmt  und  durch  dieses  Büschel  wird  auf 
ß  eine  Punktreihe  ß%  ausgeschnitten.  Diese  Punktreihe  ß%  ist  mit  ßx  pro- 
jeetiv,  denn  man  hat 

ftÄri»     yiÄ«lf     «iA/V 
Die  Punktreihen  ßx  und   ß2  haben    den  Doppelpunkt  Ay   sie  haben  also 
ausserdem  noch  einen  reellen,  linear  bestimmbaren  Doppelpunkt  B\  dieser 
ist  offenbar  der  gesuchte  Punkt 

Aus  B  ergeben  sich  nun  sofort  die  drei  Kegelschnitte  II,  b,  ( ,  welche 
die  Fläche  %  mit  a,  6,  c  gemein  hat. 

Man  construire  nun  zu  einem  andern  Punkte  Al  auf  ß  in  gleicher 
Weise  den  Punkt  2?t,  in  welchem  die  durch  Al1...8  bestimmte  Fläche 
zweiter  Ordnung  %x  die  Gerade  ß  zum  zweiten  Male  trifft,  sowie  die 
Kegelschnitte  ttx,  b,,  Cx,  die  a,  6,  c  mit  $  gemein  JaJ^nG 
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Die  vierten  Schnittpunkte  3'  und  6',  die  0  und  dt ,  k  und  kj  ausser 
123,  bez.  456  gemein  haben,  liegen  auf  g  und  gn  also  auf  der  Grund- 
curve  der  Büschel  1  ...8;  ebenso  die  Punkte  8' und  8",  welche  t  und  c' 
noch  ausser  7  und  8  gemein  haben. 

Durch  diese  Bemerkungen  sind  die  beiden  Aufgaben  gelöst:  Von 
einer  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species  sind  acht 
Punkte  gegeben;  man  soll  den  vierten  Schnittpunkt  der 
Curve  mit  einer  durch  drei  der  gegebenen  Punkte  gehenden 
Ebene,  bez.  den  dritten  und  vierten  Schnittpunkt  der  Curve 
mit  einer  durch  zwei  der  gegebenen  Punkte  gehenden  Ebene 
construiren. 

Das  Flächenbüschel  1 ...  8  trifft  jede  der  Ebenen  a,  6,  c  in  einem  Kegel- 
schnittbüschel; diese  Büschel  sind  durch  die  Kegelschnittpaare  afln  bb19 
t(l  festgelegt,  die  ihnen  angehören;  das  Flächenbüschel  trifft  die  Kanten 
c,  ß,  y  in  Punktinvolutionen  und  diese  sind  durch  die  Schnittpunkte  der 
Kanten  mit  g  und  gt  bestimmt;  insbesondere  ist  die  Involution  auf  ß 
durch  die  beiden  Punktepaare  A  B  und  Ax  Bx  gegeben. 

Construirt  man  nun  den  Kegelschnitt  C  des  Büschels  ttt,  der  durch 
9  geht ,  so  liegt  dieser  auf  der  durch  1 ...  9  bestimmten  Fläche  zweiter 
Ordnung  %']  aus  t  erhält  man  die  Kegelschnitte  ft'  und  fc',  die  %'  mit  a 
und  b  gemein  hat. 

Legt  man  nun  eine  Ebene  e  durch  zwei  feste  Punkte  auf  0,'  und  (', 
z.  B.  durch  1  und  7  und  durch  einen  veränderlichen  Punkt  P  auf  fc',  so 
kann  man  linear  die  noch  fehlenden  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  tt'f'fc' 
construiren  und  erhält  somit  sechs  Punkte  auf  e,  mehr -als  genügend,  um 
den  Kegelschnitt  fe  zu  construiren,  den  e  und  %'  gemein  haben.  Be- 
schreibt nun  P  den  Kegelschnitt  b\  so  dreht  sich  e  um  1 7  und  b  be- 
schreibt die  ganze  Fläche  g',  die  somit  vollständig  erzeugt  ist.  — 

Die  Constructionen  können  in  folgender  Weise  linear  erledigt  werden. 

Um  die  projectiven  Beihen  ßt  und  ß%  zu  erhalten,  gehe  man  von 
besonderen  Voraussetzungen  über  die  Kegelschnitte  b  und  bx  aus;  als  t 
wähle  man  ein  Geradenpaar,  zu  welchem  45,  als  bx  eines,  zu  welchem 
46  gehört. 

Man  durchschneide  y  mit  45  (in  C)  und  bestimme  ferner  die  Punkte 
D  und  E>  in  welchen  der  durch  123 AC  gehende  Kegelschnitt  a  die 
Geraden  ß  und  y  (ausser  in  A  und  C)  noch  trifft. 

Dann  durchschneide  man  y  mit  46  (in  F)  und  bestimme  die  noch 
fehlenden  Schnittpunkte  G  und  H  des  durch  123  AF  bestimmten  Kegel« 
Schnittes  at  mit  ß  und  y. 

Die  Kegelschnitte  i  und  ix  sind  nun  die  Geradenpaare  45,  6Ef 
bez.  46,  hH. 

Man  bemerke  nun  die  Schnittpunkte  /,  K  und  X,  M  der  Geradenpaare 
i  und  bx  mit  der  Kante  a  und  construire  die  Punkte  ^nn^  ^^relche 
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die  durch  JK78A  und  LM78A  bestimmten  Kegelschnitte  c  und  cx  mit 
ß  ausser  A  noch  gemein  haben. 

Von  den  beiden  Reihen  ßx  und  ß%  sind  nun  die  Paare  D7\D',  GaG' 
und  somit  ist  auch  B  linear  bestimmt. 

In  gleicher  Weise  bestimmt  man  linear  zu  Al  den  zugehörigen  Punkt  Bx . 

Hiermit  ist  3'  linear  bestimmt. 

Man  construire  nun  die  Punkte  Cx  und  Fit  in  welchen  die  durch  C 
und  F  gehenden  Kegelschnitte  d*  und  a8  des  Büschels  1233'  die  Kante 
y  noch  durchschneiden;  dann  gehören  die  Geradenpaare  b2  =  (45>C16) 
und  b8  =  (46,  FXS)  zu  dem  Büschel  bbj  und  bestimmen  daher  den  vierten 
Grundpunkt  6'  dieses  Büschels. 

Ferner  suche  man  die  Schnittpunkte  ff,  0  der  Geraden  78  mit  ß  und 
a  auf  und  construire  die  Punkte  Nxy  0X%  in  welchen  die  Kanten  ß  und  et 
von  den  Kegelschnitten  1233'iV,  bez.  4566'0  noch  geschnitten  werden; 
dann  gehört  das  Geradenpaar  78,  NlOl  zum  Büschel  ttx. 

Ist  P  der  Schnittpunkt  der  Ebenen  abc^  so  bestimme  man  die  wei- 
teren Schnittpunkte  Q  und  R  der  Kegelschnitte  1233'/1  und  45667*  mit 
den  Kanten  ß  und  a;  der  Kegelschnitt  1SPQR  gehört  ebenfalls  zum 
Büschel  ttx. 

Ferner  sei  b4  das  dritte  Geradenpaar  des  Büschels  4566',  Ö4  der 
entsprechende  Kegelschnitt  des  Büschels  1233',  ferner  seien  SS1%  TTt 
und  üül  die  Schnittpunkte  der  Geradenpaare  b2,b8,b4  mit  der  Kante  a. 
Mit  Hilfe  der  Kegelschnitte  78NNxO  und  78PQR  kann  man  dann  auf 
linearem  Wege  in  bekannter  Weise  die  Tangenten  f2,  fs,  f4  in  7  an  die 
Kegelschnitte  des  Büschels  ttx  construiren,  die  durch  SSt,  bez.  TTX%  bez. 
Uü1  gehen,  sowie  die  Punkte  des  durch  9  gehenden  Kegelschnittes  t 
und  die  Tangente  t  in  7  an  c'. 

Construirt  man  nun  die  Tangenten  r2,  r8,  r4  in  1  an  fl*,  tfs,  ft4  und 
hierauf  die  Geraden  r   durch  1  und  8   durch  4,  so  dass 

Wa{ Ar2r3r4/  a  45,  46,  46',  /, 
so  sind  die  f  und  s   berührenden  Kegelschnitte  der  Büschel  1233'  und 
4566'  die  gesuchten  Kegelschnitte  |'  und  b'. 

Hierdurch  ist  die  Cbasles'sche  Construction  zwar  viel  umständ- 
licher, als  durch  quadratische  Constructionen  mit  directer  Verwendung 
der  Kegelschnitte  0,0!,  b,  bx,  CiClf  aber  doch  durchaus  linear  erledigt. 

Dresden.  *  Hegeb. 


X.  Eine  Construction  von  Curven  dritter  Ordnung,  aus  eonjugirten 

Punkten. 

Zwei  projeetive  Strahlen  in  volutionen   in   allgemeiner  Lage  erzeugen 
bekanntlich   eine  Curve  vierter  Ordnung;   die  Träger  der  Strahleninvo- 
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lutionen  4  und  A%  sind  Doppelpunkte  der  Curve.  Dem  Strahlenpaare, 
zu  welchem  die  Gerade  4  A%  in  der  Involution  Al  (bez.  4)  gehört,  ent- 
sprechen in  der  Involution  A%  (bez.  Ax)  die  Doppelpunktstangenten. 
Befinden  sich  die  beiden  Involutionen  in  reducirter  Lage,  d.  h.  ent 
spricht  dem  Strahlen  paare  der  Involution  4i  zu  welchem  die  Gerade  AXA% 
gehört ,  das  Strahlenpaar  in  At ,  zu  welchem  Ax  A2  gehört ,  so  bildet  die 
Gerade  AXA2  einen  Theil  der  von  den  Involutionen  erzeugten  Curve 
vierter  Ordnung.  Dieselbe  zerfällt  daher  in  diese  Gerade  und  in  eine 
Curve  dritter  Ordnung.  Die  beiden  einander  entsprechenden  Strahlen- 
paare in  4  und  4»  zu  welchen  AXA2  gehört,  enthalten  ausser  AXA2 
noch  die  Tangenten  der  Curve  dritter  Ordnung;  da  ihr  Schnitt  auf  der 
Curve  liegt,  so  folgt,  dass  Ax  und  4  conjugirte  Punkte  der  Curve 
dritter  Ordnung  sind. 

Sind  4»  A2  zwei  conjugirte  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung, 
ist  4  ihr  gemeinsamer  Tangentialpunkt  und 

al  =  (ax  xx  +  a2x%  +  aBxs)*  =  0 
in  symbolischer  Form  die  Gleichung  der  Curve,  bezogen  auf  das  Dreieck 
444>  so  sind  die  Gleichungen  der  Curventangenten  in  Ax  und  A%\ 

Da  diese  Geraden  nach  der  Voraussetzung  mit 

#,  =  (),     3^  =  0 
znsammenfalleny  und  da  ferner  4  auf  der  Curve  liegt,  so  folgen  als  not- 
wendige und  ausreichende  Bedingungen  dafür,  dass  Ax  und  A%  conjugirte 
Curvenpunkte  sind  und  4  zum  Tangentialpunkt  haben: 

am  =  am  =  am  =  am  =  "sm  =  °* 
Die  Gleichung  der  Curve  in  Bezug  auf  das  Dreieck  Ax  A2  4  enthält  daher 
fQnf  Glieder;   folglich  ist   die   Curve  durch   noch   weitere  vier 
gegebene  Punkte  eindeutig  bestimmt. 

Es  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  die  Curve  aus  den  Punkten  AX1 
A2 ,  4  und  vier  weiteren  Punkten  1 ,  2 ,  3,  4  construirt  werden  kann ; 
oder,  mit  anderen  Worten,  wie  zwei  projective  Strahlen  in  volutionen  in 
reducirter  Lage  ergänzt  werden,  wenn  die  beiden  Paare  gegeben  sind, 
zu  welchen  der  die  Träger  Ax  und  A%  verbindende  Strahl  gehört,  und 
wenn  ausserdem  noch  vier  entsprechende  Halbpaare  gegeben  sind,  nämlich 

41,  42,  43,  44  a  41»  ^2,  43,  44. 

Man  construire  einen  Kegelschnitt  Kx  durch  die  fünf  Punkte  1,  2,  3,  4,  Ax 
und  bestimme  .die  Punkte  B  und  C,  in  welchen  er  Ax  4  und  4  4  durch- 
schneidet; sowie  einen  Kegelschnitt  K2  durch  1,  2,  3,  4,  4  nna<  bestimme 
die  Schnittpunkte  D  und  E  dieses  Kegelschnittes  mit  A2A9  und  A2AX. 
Die  Involution  4  schneidet  auf  Kx  Punktepaare  aus,  welche  auf  den 
Strahlen  eines  Büschels  liegen,  das  mit  den  Involutionen  projectiv  ist; 
der  Träger  X  dieses  Büschels  liegt  auf  BC.     Die  andere  Involution  4 
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schneidet  auf  Ka  Punktepaare  ans,  die  auf  den  Strahlen  eines  mit  ihr 
projectiven  Büschels  liegen,  dessen  Träger  Y  auf  DE  liegt. 

Der  Schnittpunkt  von  BC  und  DE  sei  F. 

Da  die  Strahlenbüschel  X  und  Y  der  Reihe  nach  mit  den  Involutio- 
nen Ax  und  Aa  projectiv  sind,  so  sind  sie  unter  einander  projectiv  und 
erzeugen  daher  einen  Kegelschnitt  Kz.  Dieser  Kegelschnitt  geht  durch 
1,  2,  3,  4  und  F}  weil  durch  diese  fünf  Punkte  je  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  Büschel  X  und  Y  gehen;  mithin  ist  Jfs  eindeutig  bestimmt, 
und  folglich  auch  die  Punkte  X  und  F,  als  die  Punkte,  welche  die  Ge- 
raden ED  und  CB  ausser  F  noch  mit  Ks  gemein  haben. 

Von  den  Strahlenbtischeln  X  und  F  kennt  man  fünf  Paare  entspre- 
chende Strahlen,  sie  sind  also  überreichlich  bestimmt. 

Jedes  Paar  entsprechende  Strahlen  dieser  Büschel  liefert  mit  Hilfe 
der  Kegelschnitte  Kx  und  K%  durch  quadratische  Constructionen  zwei 
entsprechende  Paare  der  Involutionen  Jx  und  A2  und  mithin  vier  Punkte 
der  Curve  dritter  Ordnung. 

Wenn  Kx  die  Gerade  AXA8  und  zugleich  K2  die  Gerade  A%AA  berührt, 
so  fallen  BC  und  DE  mit  AXA%  zusammen  und  der  Punkt  F  wird  un- 
bestimmt. Man  erhalt  daher  den  Satz:  Alle  Curven  dritter  Ord- 
nung, welche  Ax  und  A2  zu  conjugirten  Punkten  und  A3  zu 
deren  Tangentialpunkt  haben,  und  die  ausserdem  durch  drei 
gegebene  Punkte  1,  2,  3  gehen,  haben  noch  den  vierten 
Schnittpunkt  der  Kegelschnitte  gemein,  welche  durch  1,2,  3 
gehen  und  die  Geraden  AXA9,  bez.  A2AS  in  Axy  bez.  A%  berühren. 

In  wesentlich  gleicher  Weise  erledigt  sich  die  Construction  einer 
Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  A,  By  wenn  von  der 
Curve  ausserdem  vier  Punkte,  die  mit  A  und  B  die  sechs  Ecken  eines 
vollständigen  Vierseits  V  bilden,  und  weiter  vier  Punkte  1,  2,  3,  4 
gegeben  sind. 

Es  seien  TtT%  die  durch  Ay  und  T\  T'%  die  durch  B  gehenden  Seiten 
von  V.     Man  construire: 

1.  die   Schnittpunkte  C,  D   des   durch  A1234  bestimmten  Kegel- 
schnittes a  mit  den  Geraden   TtT2\ 

2.  die  Schnittpunkte  E,  F  des   durch  £1234   bestimmten  Kegel- 
schnittes ß  mit  den  Geraden  T\  J'2; 

3.  den  Schnittpunkt  G  der  Geraden  CD  und  EFy 

4.  die  Schnittpunkte  ff  und  /  des  durch  Gl 2 34  bestimmten  Kegel- 
schnittes y  mit  CD  und  EF\ 

5.  entsprechende  Strahlen  HK  und  JK  der  projectiven  Büschel 

#(1234GAr...)A/(1234Gff...); 

6.  die    Schnittpunkte    £,    M   des    Strahles  HK   mit    dem    Kegel- 
schnitte a; 

7.  die  Schnittpunkte  2V,  0  des  Strahles  JK  mit  dem  Kegelschnitte  0; 
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8.  die  vier  Schnittpunkte  des   Strahlenpaares   ALy  AM  mit  dem 
entsprechenden  Strahlenpaare  BN,  #0;  diese  vier  Punkte  liegen 
auf  der  gesuchten  Curve  vierter  Ordnung. 
Beschreibt   der  Strahl  HE  das  Büschel  H  vollständig,   so   wird  die 
ganze  Curve  vierter  Ordnung  erzeugt. 

Dresden,  Heoeb. 


XL    Einige  Bemerkungen  über  den  reoiproken  Werth  der 
GammafunotioiL 

Die  Function  r(\+q)  lässt  sich  bekanntlich  auf  zwei  verschiedene 
Weisen  definiren,  entweder  durch  das  Legend  re'sche  Integral  oder 
durch  das  unendliche  Product 

n  m  1 §)    Ü±i>!  CL±iL«  Ü±i>! 

wofür  auch  geschrieben  werden  kann 

nach  der  schönen  Untersuchung  von  Weierstrass  (Crelle's  Journal, 
Bd.  51)  bietet  die  zweite  Definition  den  Vortheil,  dass  r(l  +  ?)  für  alle 
reellen  und  complexen  q,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Fälle  p  =  —  l, 
—2,  —3  etc.,  eine  endliche,  stetige  und  eindeutige  Function  darstellt. 
Bezeichnet  C  die  Constante  des  Integrallogarithmus ,  so  ist  be- 
kanntlich 

T  +  l  +  i*  ...+  I-*-c+i, 

wo    d    gegen    die  Null   convergirt,    sobald  n  unendlich  wächst;    aus  der 
vorliegenden  Gleichung  folgt 

und  durch  Substitution  dieses  Ausdrucks  in  Nr.  2)  ergiebt  sich  fürn=oo 

,     •  „       cV.f        «He         e*9 

3)  ni+p)=«-«,___.... 

Diese  Transformation  der  ursprünglichen  Definition  scheint  unbe- 
achtet geblieben  zu  sein;  für  reelle  und  positive  q  ist  sie  vom  Verfasser 
schon  früher  (Analyt.  Studien,  I,  S.  45)  aus  dem  Legen dre' sehen 
Integrale  hergeleitet  worden. 

Die  Gleichung  3)  liefert  weiter 

and  da  die  linke  Seite  für  alle  complexen  q  endlich,  stetig  und  eindeutig 
bleibt,  so  existirt  auch  für  alle  q  eine  Reihenentwickelung  yon(  der  Form 
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4)  WTd-*+E**+**+' 


//^/•^/* 


Wegen 


('+£) 


ersieht  man  ans  dem  Gange  der  Mnltiplication  die  Werthe  der  drei  ersten 
Coefficienten ,  nämlich 

#0=1,     ^  =  0,     #,=  —  i(]i+2i+32  +  ---j  =  —  J2' 

Um  die  übrigen  Coefficienten  zn  bestimmen,  nimmt  man  die  Loga- 
rithmen der  Gleichung  4),  benutzt  unter  Voraussetzung  echt  gebrochener 
q  die  bekannte  Formel 

ir(i+Q)+c<f=±si9*-±s39>+tsiQ<-...(sp=±+±+±+...), 

differenzirt  und  vergleicht  nach  Wegschaffung  des  Bruches  die  Coefficien- 
ten von  ?m~*;  dies  giebt  folgende  Relation 

5)  mHm=-SiHm_2+SsHm-*-...  +  (-l)'»-iSmH0, 

woraus  der  Reihe  nach  gefunden  wird 

J7Ä=  -i^=  -  0,822467,     ffB=  +±S8=  +  0,400686, 
fi4=isa2--iS4=  +  0»067645     u.  s.  w. 
Multiplicirt  man  die   Gleichung  4)  mit  e€9^1+Cg  +  iCV+..., 
so  gelangt  man  zu  einem  Resultate  von  der  Form 

wobei  die  Coefficienten  K  sich  von  selbst  aus  den  früheren  Coefficienten 
H  ergeben;  abgesehen  davon  erhält  man  auch  durch  Logarithmirung  und 
Differenzirung  der  Gleichung  6)  die  Recursionsformel 

7)  {m  +  l)Km+x  =  CKm--S%Km-i  +  SiKm-%-.... 

Aus  Nr.  6)  ersieht  man  unmittelbar,  dass  ^  =  1  ist;  die  Formel  7)  führt 
dann  zu  den  Werthen 

A\  =  C=  0,577216, 
Ki  =  \{C*  -  S9)  =  -  0,655878 , 
iTs  =  i(C3-  3 CS%  +  2SS)  =  -0,042003  u.  s.  w., 
welche  zuerst  von  W.  Scheibner  auf  anderem  Wege  berechnet  wor- 
den sind.* 

Nicht  ohne  Interesse  ist  es,  dass  sich  die  Coefficienten  K  unter  der 
independenten  Form  bestimmter  Integrale  darstellen  lassen.  Hierzu  dient 
die  Formel 


*  Berichte  über  die  Verhandlungen  der  königl.  sachs.  Gesellsch:  d.  Wissensch., 
Jahrg.  1862  (erschienen  1863)  S.  76. 
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A 


^Lj°'weMC<ö' 
(a  +  iz>»      j-rT^cM-U-%  wenn  Oö, 

-OD  l*\W 

welche  Cauchy  mittelst  einer  etwas  weitläufigen  Betrachtung  gefunden 
hat*,  die  sich  aher  kurz  auf  nachstehende  Art  herleiten  lässt. 
Die  beiden  Fourie r' sehen  Sätze 

cosxu  du  I  f(t)  cosutdt,     *  ^  0, 

0  0 

/od  oe 

sin xu  du  I  f(t)  sinut  dt,     x>0, 

0  0 

gelten  bekanntlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  f(x)  von 
ars=0  bis  ar  =  oo  endliche  und  bestimmte  Werthe  behält;  dieser  Beding- 
ung genügt  j(xj  _  ^-i  r.» 

falls  *>1  und  a>0  oder,  bei  complexen  «,  der  reelle  Theil  davon  >0 
ist;  man  hat  daher  nach  Nr.  8),  wenn  b  für  x  geschrieben  wird, 

OD  OD 

(,#*-!  <r-fl*  =  —    jcosbudu  §  (P-ier-'tcosutdt 
0  0 

= I  cosbudu  {- —    .  r-  +  ; t-tu, 

nJ  f(a  +  ,w)M      (a  —  tuY 

0 

Integrirt  man  die  einzelnen  Summanden  und  setzt  im  ersten  Integrale 
u=zy  im  zweiten  «=— r,  so  erhält  man 

>»)  "---^fes* 


Mittelst  der  Formel  9)  gelangt  man  ebenso  rasch  zu  dem  analogen  Re- 
sultate OD 


11)  Hr.»-^,/,/l!i'« 


aus  Nr.  10)  und  11)  endlich  folgen  durch  Addition  und  Subtraction  die 
Cauchy*  sehen  Formeln 


OD 


-OD 


_|  ,-•* 


—  OD 


wobei  p— 1,  der  reelle  Theil  von  a,  sowie  b  positiv  sein  müssen. 

*  S.  „Vorlesungen  über  bestimmte  Integrale"  von  Dr.  G.  F.  Meyer  (Leipzig, 
Teubner  1871),  S.  189—196. 
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Die  Formel  13)  liefert   ein   bestimmtes  Integral   für  den  reciproken 
Werth  von  r(p),  nämlich 

1     _6»-*e«*  /*°V*» 
T(fi)--~2^-J  (a  +  izp    *5 

—  OD 

ebenso  ist  für  p  =  l-f-p  und  wenn  einfach  a  =  6==l  genommen  wird, 

1  e      P       et* 

14)  l\\  +  9)=lij  {l+iz)*+l4tm 

—  OD 

Verwandelt  man  den  Factor 

- =  e-*'<t+f*> 

11  +  «^ 

in    die  bekannte  Exponentialreihe,   so   gelangt  man  unter  Rücksicht  auf 

Nr.  6)  zu  der  Formel 

~OD 

SCHLÖMILCH. 


XIL   Bestimmung  des  infinitären  Werthes  des  Integrals   l(u)ndum 

o 
Das  sehr  specielle  Problem  gewinnt  bedeutend  an  Interesse,  wenn 
man  es  in  seinem  Zusammenhange  mit  umfassenderen  von  mir  ausgeführ- 
ten Untersuchungen  ins  Auge  fasst,  aus  welchen  die  vorliegende  Mit- 
theilung nur  ein  Bruchstück  vorstellt.  Ueber  die  Tendenz  und  theilweise 
auch  über  Resultate  der  letzteren  will  ich  (in  §§  1  und  2)  bei  der  Gelegen« 
heit  mit  berichten. 

§.!• 
Ich  knüpfe  an  die  von  Ubbo  Meyer*  untersuchten  Reihenentwicke- 
lungen 

welche  für  ein  z  von  hinreichend  kleinem  Modul  zulässig  sind  und  durch 
welche  die  Coefficienten  A,  B,  C  als  Functionen  des  „ Arguments" 

*  Grunert's  Archiv,  Bd.  9.  Die  Literatur  über  die  Coefficienten  dieser  Ent- 
wicklungen ist  eine  au bs erordentlich  grosse  und  zerstreute.  Es  wird  genügen, 
noch  auf  den  zweiten  Band  des  Compendiumß  der  höheren  Analysis  des  Heraus- 
gebers dieser  Zeitschrift  hinzuweieen,  durch  welchen  die  Theorie  ebendieser  Ent- 
wickelungscoefficienten  bekanntlich  sehr  gefördert  worden  igfezed  i 
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p,  des  „Exponenten"  x  und  des  auf  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen 
vorerst  beschränkten  „Index"  n  erklärt  werden. 

In  erster  Linie  habe  ich  nun  darnach  gestrebt,  die  Coefficienten  von 
dieser  letzteren  Beschränkung  zu  befreien ,  sie  als  Functionen  des  Index 
ffir  das  ganze  Gebiet  der  complexen  Zahlen  zu  expliciren.  Zu  einer  sol- 
chen Erweiterung  der  Definition  kann  man  (abgesehen  von  der  Zuziehung 
gewisser  Stetigkeitsbedingungen  oder  aber  Entwickelungsforroen)  die  be- 
kannte, von  U.  Meyer  aufgestellte  Functional-  oder  Differenzengleich- 
ong  benutzen,  welcher  ffir  eine  natürliche  Indexzahl  die  Coefficienten  A, 
resp.  B,  C  ohnehin  genügen  müssen.  Das  genannte  Ziel  zu  erreichen, 
ist  mir  so  in  der  Tbat  mittelst  convergenter  Reihenentwickelungen  wenig- 
stens für  den  Fall  gelungen  —  der  allerdings  praktisch  gerade  das  ge- 
ringere Interesse  besitzt  — ,   wo  der  Index  beliebig  negativ  ist. 

Um  einer  künftigen  Theorie  dieser  Functionen  gründlich  vorzuarbei- 
ten, habe  ich  überhaupt  die  U.  Meyer* sehe  und  spätere  Arbeiten  einer 
Revision  unterzogen  —  namentlich  in  Hinsicht  auf  die  Vollständigkeit 
der  zwischen  den  Coefficienten  auffindbaren  Beziehungen  und  die  Ueber- 
sicht  ihres  gegenseitigen  Zusammenhanges.  Dies  gab  den  Anläse,  die  von 
diesen  Coefficienten  schon  bekannten  Relationensysteme  (wie  Recursionen 
und  Summenformeln)  durch  Zufügung  mancher  neuen  zu  vermehren ,  sie 
vielseitig  zu  verallgemeinern  und  zu  ergänzen. 

Als  Beispiel  eines,  wie  ich  glaube,  neuen  Ergebnisses  kann  ich  mir 
nicht  versagen,  hier  die  Formel  anzuführen 

2)  &(?)  =2  *■*&<£%*> 

durch  welche  die  Anordnung  der  ^-Coefficienten  nach  Potenzen  des 
Arguments  geleistet  wird. 

Wegen  der  Schwierigkeit,  eine  derartige  umfang-  und  formelreicbe 
Arbeit,  die  doch  etwa  zur  Hälfte  den  Charakter  einer  Sammelarbeit  trägt, 
vollendet  zum  Druck  zu  bringen  —  eine  Schwierigkeit,  die  mich  zu  lange 
schon  veranlasst  hat,  mit  einzelnen  Untersucbungsergebnissen  zurückzu- 
halten — ,  gedenke  ich  jetzt  wenigstens,  in  Gestalt  von  in  sich  abgerun- 
deten Bruchstücken  (dergleichen  die  nachfolgende  Mittheilung  von  §  3 
ab  ein  erstes  vorstellt)  besonders  interessante  Partien  einstweilen  in  Zeit- 
schriften zu  veröffentlichen.  / 

Die  Untersuchungen  U.  Meyer's  lassen  sich  auch  von  vornher- 
ein verallgemeinern,  und  zwar  indem  man,  um  die  „erzeugende 
Function"  der  Coefficienten  A,  B,  C  zu  bilden,  von  den  Reihenentwicke- 
lungen der  Functionen  (l  +  t)'*,  resp.  ez  und  log(l+z)  die  h  ersten  Glie- 
der abzieht,  durch  das  erste  stehen  gebliebene  Glied  dividirt  und  die  so 
resultirende  Reihe  auf  die  xte  Potenz  erhebt.  Zu  den  bisherigen  Argu- 
menten  tritt  bei   den  Entwickelungscoefficienten   dann    noch  die  „Ord- 
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nungszahl"  h  hinzu,  welche  leicht  von  der  beschränkenden  Anforderung, 
dem  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  anzugehören,  zu  befreien  ist.  Die 
zu  potenzirende  Reihe  in  der  erzeugenden  Function  der  ^-Coefficienten 
kann  alsdann  als  die  allgemeine  hypergeometrische  Reihe  erster  Ordnung 
bezeichnet  werden,  und  lägst  sich  noch  immer  eine  Differenzengleichung 
für  die  so  verallgemeinerten  Entwickelungscoefficienten  gewinnen  von 
gleicher  Einfachheit,  wie  die  U.  Meyer9 sehe,  welche  nur  einen  Para- 
meter mehr  enthält.  Die  Lösung  derselben  würde  zugleich  die  der  all- 
gemeinen Differenzengleichung  mit  linearen  Coefficienten  bei  zwei  un- 
abhängigen Variablen 

3)    («»  +  /J*  +  r)A?,-(«1v  +  ft«  +  yi)Ai'Li  +  (v  +  ft«  +  Ä)A?-0 
durch  leichte  Transformation  liefern   für   den   Fall,   dass  zwischen   den 
neun  Coefficienten   nur  zwei  Relationen  bestehen,   deren  eine  a8  =  0  ist 

«»    ß*       7       . 
und  deren  andere  das  Verschwinden  der  Determinante     alf  jJn  Oj-f-^i 

ausdrückt. 

Gleichwie  bekanntlich 

4)  ßf=  lim    .fi-^,"«,  und  CW,>) 

fi—  00 

ist,  so  sind  auch  die,  wie  eben  geschildert,  verallgemeinerten  B-  und 
C- Coefficienten  nur  Grenz  -  resp.  Specialfälle  der  entsprechenden  A- 
Coefficienten. 

§2. 

Zufolge  der  Beziehungen  4)  besteht  ein  gewisser  Dualismus  zwischen 
den  B-  und  den  C- Coefficienten;  dieselben  spielen  durchgängig  die  Rolle 
von  Gegenstücken  zu  einander. 

Manchmal  allerdings  ist  von  den  beiden  einander  zugeordneten  Be- 
ziehungen, welche  die  B-  resp.  C- Coefficienten  einzeln  betreffen,  nur 
die  eine  bis  jetzt  hervorgehoben  oder  erkannt  worden. 

So  ist  der  Zusammenhang  bekannt,  in  welchem  die  £•  Coefficienten 
zu  den  höheren  Differenzen  der  Potenzen  von  0  stehen,  nämlich  (in  der 
in  England  beliebten  Schreibweise) 

Jk.0*  =  n\B(?-k- 
Diese  Beziehung  sammt  der  noch  nirgends  erwähnten  analogen  für 
die  C   und    der    den   beiden   übergeordneten  Beziehung  für  die  A  läast 
sich    darstellen    als    eine  Folge    aus    dem  Bronwin'schen*   Satze    des 
Operationscalculs : 

5)  *(»  +  9.).«(«)  =  *(m  +  9.).*W, 

welcher  unter  der  Voraussetzung  gilt,  dass  die  Functionen  $  und  *P  für 
die  vorkommenden  Argumentwerthe  m,  v  in  gewöhnliche  Potenzreihen  ent- 


*  Camb.  and  Dub.  Math.  Journal  1848,  vergl.  auch  Carmichael,  Operations- 
calcul,  übers,  von  Schnuse. 
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wickelt  werden  können,  deren  Coefficienten  von  beiden  Variabein  un- 
abhängig sind,  und  dass  ausserdem  die  durch  Interpretation  des  Aus- 
drucks auf  einer  Seite  der  Gleichung  entstehende  Potenzreihe  convergire, 
die  vorkommenden  Symbole  also  einen  Sinn  haben.  —  Nimmt  man  nämlich 
in  dem  für  /tm*  =  0  in  Anspruch  genommenen  Specialfalle  des  Satzes 
5a)  V(dh) .  <Z>(«)  =  <D(0s)  •  ^(«) 

die  Function  *P(c)  =  —  an  und  für  <P(z)  die  erzeugende  Function  un- 
serer Coefficienten  A,  resp.  B,  Cy  so  erhält  man  drei  Darstellungen  für 
die  letzteren,  welche  zeigen,  wie  diese  Coefficienten  gebildet  werden 
können  durch  lauter  an  der  Potenz  *"  vorzunehmende  Operationen  (des 
wiederholten  Differenzirens,  Multiplicirens  mit  Constanten  und  Summi- 
rens) ,  wenn  schliesslich  «  =  0  gesetzt  wird. 

Für   ein   positives  ganzes  x  =  k  modificiren  sich  die  gedachten  Dar- 
stellungen leicht,  wie  folgt: 


1, 


worin  lim  t  =  0  zu  denken  ist.  Die'  zweite  dieser  Formeln  ist  die  oben 
erwähnte  Beziehung  in  Anbetracht,  dass  das  Operationssymbol  dx=edx—\, 
au  irgend  einer  synektischen  Function  f(x)  operirend,  die  Wirkung 
haben  muss,  dieselbe  in  /*(rr  +  l)  —  f(x)  zu  verwandeln.  Das  hierzu  im 
Gegensatz  stehende  Symbol  log(l  +  d*)  ist  unschwer  zu  deuten. 

Um  die  Stellung  meines  im  folgenden  Paragraphen  in  Angriff  ge- 
nommenen Specialproblems  genau  zu  kennzeichnen,  will  ich  noch  an 
einige  der  wichtigeren  Untersuchungen  erinnern,  bei  denen  die  A%  B,C 
eine  wesentliche  Rolle  spielen  und  die  Analogie  der  B,  C  besonders 
hervortritt. 

Bekannt  ist  das  Auftreten  der  A%  ß,  C  bei  dem  Problem  der  mehr- 
fachen Differentiation  nach  x  von  f{pcf*)y  /(**),  f(logx).  Ich  erinnere 
ferner  an  den  Zusammenhang  der  B  mit  den  Combinationssummen  der 
ganzen  Zahlen,  und  zwar  mit  —  der  C  ohne  —  Wiederholungen;  an 
die  Rolle  der  C  als  „Facultätencoefficienten"  bei  der  Anordnung 
des  Binomialcoefficienten  nach  Potenzen  seines  Exponenten  nebst  deren 
Umkehrung,  welche  die  Anordnung  der  natürlichen  Potenz  einer  Zahl 
nach  Binomialcoefficienten  derselben  leistet. 

Analog  hierzu  ist  die  Rolle  der  B-  und  C- Coefficienten  bei  den 
(diesmal  allerdings  unendlichen)  Ent Wickelungen  der  reciproken  Potenz 
nach  reciproken  Facultäten,  und  vice  versa,  welche  ebenfalls  bekannt 
sind.  In  Bezug  auf  diese  erwähne  ich,  dass  ich  aus  semiconvergenten 
Reihen,  welche  nach  fallenden  Potenzen  einer  Variablen  fortschreiten, 
durch  Entwickelung  nach  reciproken  Facultäten  noch  immer  convergente 
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Reihen  gewonnen  habe,  was  ich  nächstens  durch  einige  Beispiele  zu 
belegen  gedenke. 

Endlich  will  ich  auf  das  Auftreten  der  B,  C  bei  der  Entwickelang 
der  B er noulli 'sehen  Function  nach  Binomialcoefncienten  ihres  (ersten) 
Argumentes,  und  vice  versa ,  aufmerksam  machen,  welches  von  Herrn 
Leopold  Schendel*  entdeckt  und  (Lc.)  unlängst  mitgetheilt  worden 
ist  und  welches  ich  unabhängig  davon  ebenfalls  wahrgenommen  hatte. 

Durch  die  Bernoulli'sche  Function  gewinnen  die  B  mit  dem  Ex- 
ponenten —  1  ein  besonderes  Interesse.  Bekannt  ist  der  Zusammenhang 
derselben  mit  den  Bernoulli'  sehen  Zahlen  und  den  harmonischen 
Reihen. 

Die  Art  ihres  Verschwindens  für  n  =  <x>  ist  hiernach  durchaus  be- 
kannt,  indem  (während  B{~1)=  —  |  ist)  ^n+i^0  ist  für  w>°>  und 

,   u      f— l)*+i.2 

ist.  —  Es  soll  nun  das  analoge  für  die  Cr~  )  geleistet  werden ,  für  welche 
nur  von  Martin  Ohm**  eine  nicht  sonderlich  nahe  kommende  obere 
Grenze  ermittelt  worden  ist. 


§3. 


Aus  der  Gleichung 


l 


8>  äjkrrßl+z)Udu 


0 

folgt    durch   Entwickelung    nach   Potenzen    von   z   und  Coefficientenver- 
gleichung 


9)  ßC-D 


'==/  (u)ndu, 


0 

wobei  wir  uns  der  Schlö milch' sehen  Bezeichnungsweise  für  die  Bino- 
mialcoefncienten  bedienen. 

Indem  man  (w)n  auf  einen  u  entgegengesetzt  enthaltenden  Exponen- 
ten transformirt  nach  dem  bekannten  Schema 

10)  («)«-=(— l)-(»  —  ii  —  l)«, 

sodann  w  — u  — l  =  i>   als    neue  Integrationsvariable  einführt,    kann  man, 
nebenbei  gesagt,  der  Darstellung  10)  auch  noch  die  Form  geben 


*   Die    Bernoulli'schen    Functionen    und     das    Taylor'sche    Theorem, 
Jena  1876. 


**  Versuch  eines  vollkommen  consequenten  Systems  der  Mi 
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ü)  ^-"«(-lr f{v)ndv. 


n-2 

Um  nun  die  Art  des  Verschwindens  dieser  Function  bei  unendlich 
wachsendem  n  zu  erfahren,  drücken  wir  in  10)  den  Binomialcoefficienten 
(u)n  durch  Factoriellen  oder  durch  Gammafunctionen  aus: 

m  lu)=         Ul         = f(u  +  1) 

'  (  '"      «!(«-«)!        r{n  +  l)~l(u-n  +  l) 

Mit  Rücksicht  auf  «inen  bekannten  Satz  der  letzteren  kann  man, 
Zähler  und  Nenner  mit  r(n  —  u)  mnltiplicirend  und  «>1  voraussetzend, 
in  Gestalt  von 

13)  («).= • j^jj [«  +  1,«-«] 

jenen  auf  ein  Euler'sches  Integral  erster  Gattung  [u  +  1,  n  —  u]  zurück- 
fahren. 

Unter  Benutzung  der  gewöhnlichen  und  auch  der  Eiche lo t' sehen 
Form  des  letzteren,  welche  bekanntlich  den  Vorzug  besitzt,  die  Symmetrie 
der  Function  bezüglich  ihrer  beiden  Argumente  auch  äusserlich  erkennen 

zu  lassen,  nämlich 

1  1 

14)  [«  +  1,  n-u]=Jy»(l-y)»-><-*dy=J  ...T—^-dx 

0  0 

erhält  man  dann  für  C^~u  zweierlei  Doppelintegrale,  für  deren  letzteres 
die  Bedingung  der  Umkehrbarkeit  der  Integrationsfolge  sich  ganz  un- 
mittelbar als  erfüllt  zeigt;  für  das  erstere  werden  wir  die  Berechtigung 
zur  Umkehrung  a  posteriori  nachweisen. 

Zerlegt  man  noch  sin  (n  —  u)  n  nach  dem  Additionstheorem  des  sinus, 
so  lassen  hernach  die  Integrationen  nach  u  sich  -ausführen  gemäss  den 
Schemata 

l  l 

:+£) 
-■«* 

ö  .0 

und  zwar  selbst  bei  beliebig  complexem  Werthe  von  n  —  eine  Annahme, 
die  wir  in  des  8  hier  nicht  weiter  verfolgen  wollen.  Für  eine  natürliche 
Zahl  n  erhalten  wir  die  einfachen  Ergebnisse 

1  1 

IH(_„    ,.   -y_^--,-y____(%a),, 

0  °  Digitizedby  GoOgle 
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deren    ersteres  noch  durch  die  Substitution =  .T  dem  zweiten  mehr 

1— y 

genähert  werden  möge,  wodurch  es  übergehen  wird  in: 


,_„.-.<=;-»_/> 


17)  (    1)-  * C-    t=sJ  (1  +*)»  '  «*+(%  ar)»* 

00  1         OD 

Zerlegte    man    hier    das    Integral  /  in /+/ und    führte  im  zweiten 

0      0      1 
Theile  —  statt  x  als  Integrationsvariable  ein,   so  würde  man  die  zweite 

Formel  16)  erhalten,  und  da  man  diese  Ableitung  auch  umgekehrt  aus- 
fahren kann,  so  ist  die  Gleichung  17)  ebensogut  wie  die  zweite  Formel 
16)  bewiesen  und  der  oben  versprochene  Nachweis  jener  Umkehrungs- 
berechtigung geleistet. 

Setzt  man   in  16)  noch  ar  =  £~^,    in  17)  lieber  x  =  e&,    so   ergeben 
sich  die  Ausdrücke: 

00 

e9  dO 


18)  (-«-*£*-*>_  A"^±^--~   ~^-=   / 
0  —oo 

deren    erster   (und    folglich    auch    zweiter)    sich    sogar    für  n  =  1    noch 
als  giltig  erweist,  da  hier  direct  ersichtlich  ist,  dass 


(!  +  «*)«  V+O2 


<-"~A'"*=/^=; 


ar  ctg  co. 


§4. 

Wir  wollen  die  bisherigen  Ergeboisse  beiläufig  zur  Ableitung  einiger 
merkwürdiger  Integral werthe  benutzen. 

Setzt  man  die  beiden  Darstellungen  18)  in  die  um  ihr  Anfangsglied 
Cq  verminderte  Reihenentwickelung  der  erzeugenden  Function  der  C*~~1) 
ein,  welche  Entwickelung  zu  ihrer  Oiltigkeit  mod.  t<  1  voraussetzt,  so 
lassen  sich  die  unter  das  Integralzeichen  tretenden  Reihen  als  geome- 
trische summiren  und  man  erhält,  wenn  durch  z  dividirt  und  noch  z—  1 
für  z  geschrieben  wird: 

OD 

1Q\  1      »      *     =<>f    d*  l  +  zcosi4> 

'  logz^l-z       J    7t2  +  Vl  +  2zcosi~&  +  z*' 

0 

i_4.  JL^  t  d*  1 

>gz  +  1-*    J  n*  +  d*  *  \+ze*' 


sowie 
20) 


logi 
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Von  der  der  Herleitung  anhaftenden  Bedingung  mod.  (t  — 1)<1 
sind  diese  beiden  Formeln  schliesslich  leicht  zu  befreien  und  ist  ihre 
Giltigkeit  auf  das  ganze  Gebiet  der  complexen  Zahlen  z  mit  Ausnahme 
des  negativen  Theiles  der  reellen  Zahlenlinie  auszudehnen  durch  die 
Bemerkung,  dass  die  Integrale  rechter  Hand  eindeutige,  endliche  und 
stetige  Functionen  von  z  sein  müssen,  sofern  nur  der  Nenner  unter  dem 
Integralzeichen  niemals  0  wird,  d.  h.  z  nicht  gerade  eine  negative  Zahl 
ist.  Die  Aenderung  des  Integrals  stellt  sich  nämlich  dar  als  Product 
der  Aenderung  von  z  in  ein  anderes  Integral,  welches  dann  a  fortiori 
convergiren  muss;  sie  verschwindet  daher  zugleich  mit  dieser. 

Da  nun  eine  Function  nur  auf  eine  Art  stetig  über  ein  Gebiet 
hinaus  „fortgesetzt"  werden  kann,  so  muss  die  Gleichung  19)  resp.  20) 
auch  über  jenen  Convergenzkreis  der  erzeugenden  Function  hinaus  in 
Geltung  bleiben,  wenn  man  die  Definition  der  Function  linker  Hand  bis 
an  die  Ausnahmelinie  heran  stetig  fortsetzt,  d.  h.  wenn«  man  unter  log  z 
den  füglich  „Principalwerth"  zu  nennenden  Werth  der  Logaritbmus- 
function  versteht,  dessen  imaginärer  Theil  zwischen  —  %i  (etwa  excl.) 
und  +ni  (incl.)  liegt,  so  dass  also  die  Function  ihren  Verzweigungs- 
schnitt der  Axe  der  negativen  Zahlen  entlang  besitzt. 

Die  hiermit  gewonnenen  Formeln  19),  20)  scheinen  neu  zu  sein, 
finden  sich  wenigstens  nicht  in  der  Bier ens  de  Haan1  sehen  Sammlung. 
Die  zweite  leistet  gewissermassen  die  Partialbruchzerlegung  der 
linker  Hand  stehenden  Function,  zerlegt  dieselbe  nämlich  in  lauter  Brüche 
mit  (unendlich  kleinem)  von  z  unabhängigem  Zähler  und  bezüglich  dieses 
Argumentes  linearem  Nenner. 

Anstatt  des  letzten  Bruches  könnte  in  20)  auch    9         geschrieben 

werden,  wie  man  durch  Einführung  von  —&  für  #  erkennt. 

Auch  für  die  Euler  (MascheroniJ'sche  Constante  C(-l)=  0,577215*, 
für  welche  die  Darstellung  durch  eine  nach  den  Functionen  C(~l)  fort- 
schreitende Reihe  bekannt  ist: 

2i)        c(-i)=|f"r'^"" 

ergeben  sich  auf  demselben  Wege  neue  Integralformeln,  da  die  unter 
das  Integralzeichen  tretenden  Reihen  hier  als  logarithmische  summirbar 
sind.     Diese  lauten: 

-OD 


*  Das  Motiv  zur  Bezeichnung  C(— 1)  entlehne  ich  Kinkel  in 's  Allgemeiner 
Theorie  der  harmonischen  Reihen,  Basel  1862. 

Z«liaAhzf4fc  t  MfcfchftmAtik  n.  Phvaik  XXV.  ?.  8 


Z«itMhzift  t  Mathematik  u.  Physik  XXV,  ?. 


114  Kleinere  Mittheilungen. 

wo  im  letzten  Ausdruck  auch  ef  mit  er9  vertauscht  werden  kann;   dem 
ersten  kann  man  auch  die  Form  geben: 

o 

§5. 

In  17)  substituire  ich  «  =  — ,     zerlege    das    nach    y    zu    nehmende 

/in/+/'    wobei   ich   in   Anwendung   von   Dirichlet's  Princip    der 
0     0» 

doppelten  Unendlichkeit  cd  selbst,  jedoch  so,   unendlich  annehme,  daas 
bei  unendlich  wachsendem  n  noch 

23)  lim    .  — =0 

'  hsod      n 

wird.     Es  empfiehlt  sich  hierzu  besonders  die  Annahme  w  =  logn.     Mul- 
tipliciren  wir  noch  mit  n  {log  n)*,  so  kommt 

24)  (- 1)-'  «*"».  n  {log  »)"-/,+./„ 
wo 

»  OD 

0  » 

bedeutet.     Ich  werde  nun  zeigen,  dass,  wenn  man  n  unendlich  anwachsen 

läset,  ^=1  und  /,=0  wird. 

Aus  Amp&re's  bekannter  Bestform  der  Mac-Laurin'sohen  Reihe 

in   ihrer  Anwendung   auf  die  Function   log  (1  +  y)  —  wenn  schon  beim 

lim 
ersten    Gliede    abgebrochen   wird    —    ist   leicht   abzuleiten,    dass  ^oo 

f  1  +  -)  =*9  ist  auch  für  solche  unendliche  y,  ftlr  welche  nur  äh-  =  0 

bleibt.*     Der  zweite  Factor  unter  dem  Integralzeichen  in   Jx   hat  den 

Orenzwerth  1,  wie  man  schon  für  den  grössten  vorkommenden  Werth 

n  =  logn  von  y,    um    so   mehr  also  für  alle  kleineren  Werthe  einsieht 

Folglich  ist  in  der  Grenze 

logn 

Um /,  =s lim  §  erndyzalimll j—l- 

0 
Die  Elemente  des  Integrals  in  J9  sind  ferner  s&mmtlich  positiv,  und 
zwar  wachsen  beide  Factoren   des  Nenners,    welche   flttr  sich  ebenfalls 


*  VergL  auch  Dirichlet-Meyer'a  Vorleaunge*  Aber  die  Theorie  der  be- 
stimmten Integrale.    Leipzig,  Teubner,  1871,  8.  9& 
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**^r*K**-*^^r^*^-^. 


positiv  sind,  mit  zunehmendem  y.  Setzen  wir  daher  statt  des  zweiten 
Factors  im  Nenner  dessen  Minimum,  welches  an  der  untern  Grenze y=o 
stattfindet,  so  erhalten  wir  etwas  zu  grosses,  also  ist 


Jjf      (log*)*        C    <*y 


Gehen  wir  zur  Grenze  über,  wobei,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  der 
Factor  vor  dem  Integralzeichen  sich  der  Einheit  nähert,  und  führen  wir 
die  noch  erübrigende  Integration  ans,  so  muss  also  für  hinreichend  grosse 
n  sein 

and  folglich  ist  lim  Ja=0. 

Hiermit  ist  der  Satz  gefunden: 

»)  «=*•  (-1)"-  1»(%»)»Ci-|,=1. 

und  muss  also  für  ein  sehr  grosses  n  approximativ  sein 

25.)  (T-Ä 

"  n  {log  ny 

Dies  läset  sich  als  das  Anfangsglied  erner  für  hinreichend  grosse  n 

brauchbaren  Reihenentwickelung    betrachten;    doch    ist    es  mir  bis  jetzt 

nicht  gelungen,  die  folgenden  Glieder  dieser  Entwicklung  zu  finden. 

§6. 

Anlässlich    der   vorstehenden    Mittheilung   hat   mich  Herr  Lüroth 

darauf  aufmerksam  gemacht,   dass  dasselbe  Ergebniss  25)  sich  auch  aus 

dem  von  Weierstrass*    aufgestellten    und  der  Definition   der  Facto- 

rielle  oder  reciproken  Gammafunction  mit  zu  Grunde  gelegten  Grenzwerthe 

26)  /tm      n-Fc(n) 

ableiten  lasse,  was  ich  —  ausgehend  von  dem  bekannten  Stirling'schen 
Grenzwerthe  für  J^  T(n)  —  früher    ebenfalls  versucht,   jedoch  nicht 
durchgeführt  hatte.     Und  zwar  wie  folgt': 
Nach  bekannter  Transformation  ist 

W--(     V  l»      «     IJ.-l     1)  Fc(n-u)  n      '     Fc(,,-u)    ' 

daher  kann  man  nach  26)  setzen 

27)  («)„=  (~iy>Fc(-u)  n— » .  (!+«„), 


*  Crelle's  Journal,  Bd.  61  S.  1  flgg. 
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wo  ön  eine  übrigens  auch  von  u  abhängige  Grösse  bedeutet,  die  bei  un- 
endlich wachsendem  n  sicher  verschwindet.     Da  aber 


stets  von  einerlei  Zeichen  (negativ)  bleibt,  wenn  u  von  0  bis  1  wächst, 
während  dn  in  diesem  Intervall  jedenfalls  stetig  mit  u  sich  ändert  (so- 
bald  n>l  gedacht  wird),  so  ist  der  „erste  Mittel werthsatz "  über  be- 
stimmte Integrale  anwendbar,  und  hat  man,  unter  e»  einen  Mittelwerth 
der  ön  zwischen  m  =  0  und  w  =  l  verstehend, 
1  1 

28)  (-1)»  /(M)mrfw=!±i^  /T-«**«Fc(-tO  du, 

0  0 

wo   dann   also  auch^!^ .  f»=0  sein  muss. 

1  i      l 

Man  zerlege  nun  das  Integral  /rechts  in  1+  />   unter  der  Annahme 

0  0      1 

f  =  --=,  wo  /  bequemer  für  den  natürlichen  Logarithmus  steht. 
yln 

Wiederum  aus  dem  Grunde,  weil  Fe  (—u)  sein  Zeichen  nicht  wech- 
selt,  muss  alsdann,   wenn   d$r  absolute  Betrag  einer  Grösse  durch  Ein- 
Schliessung   derselben    zwischen    zwei  Verticalstrichen   ausgedrückt  wird, 
1  11 

le-**»Fc(—u)du  <*-*'»  /|/fc(—  u)\du  <*-•'«  j\ Fe (-t<)|  du 

*  8  0 

sein,  in  Anbetracht,  dass  das  Maximum  des  ersten  Factors  an  der  untern 
Grenze  u  =  e  stattfindet.     Man  kann  daher  setzen 
1  1 

29)  fe-»'«Fc(-u)  du  ==  -  Vn  e-rü  C\Fc  (-«) |dw, 

8  0 

wo  0  <  ??„<  1  ist;  das  Minuszeichen  ist  dadurch  gerechtfertigt,  dass 
sämmtliche  Elemente  des  Integrals  linker  Hand  negativ,  diejenigen  rechter 
Hand  positiv  sind. 

Setzt  man  ferner  Fc(— w)  =  — w  Fe (1  — «)  ein,  so  ist  abermals  nach 
jenem  Mittelwerthsatze  (weil  auch  eruln  sein  Zeichen  nicht  wechselt) 

€  6 

30)  /V-»#«  Fe  (-  u)  du=  -  Fe  (1  -  9ne)  /*-«'".  ti  rfw 

0 

wo  auch  #„  einen  echten  Bruch  bedeutet 
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Durch  Einsetzung  dieser  Ergehnisse  entsteht 
1 


81) 


(MfwKfHrf^-O+f^cA-lJ+r^j,, 


wo 


1 

*«0  +  i.)[(|/5+i)^ 

0 

Wegen  des  Exponentialfactors  verschwindet  aher  trotz  der  unend- 
lich werdenden  Factoren  tfln  und  (Inf  der  letzte  Term  rechter  Hand  in 
31)  in  Anbetracht,  dass  die  übrigen  vorkommenden  Factoren  endliche 
Grössen  sind,  und  da  Fc(l)  bekanntlich  =1  ist,  wird  der  Orenzwerth 
der  linken  Seite  =  — 1,  wie  zu  zeigen  gewesen. 

Karlsruhe,  im  August  1879.  Ernst  Schröder. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Der  von  Herrn  Prof.  Schröder  am  Ende  von  §  7  gefundene  Satz, 
dass  bei  grossen  n  näherungs weise 

1 

(-1)— i 


ß 


(u)ndus=  rr^ä- 

V  '  w(/w)a 

0 

ist,  und  die  vom  Verfasser  daran  geknüpfte  Bemerkung  haben  mich  zu 
einer  flüchtigen  Untersuchung  desselben  Integrales  veranlasst,  deren  Re- 
sultat ich  zur  Ergänzung  des  vorigen  Aufsatzes  mittheile. 
Das  Nächstliegende  würde  sein,  «  =  m  +  l, 

M--(-i?r('-?)('-i)-0-i) 

zu  setzen  und  das  Product  der  m  binomischen  Factoren  nach  Potenzen 
von  u  zu  entwickeln.  Hierbei  tritt  aber  der  Uebel6tand  ein,  dass  der 
Coefficient  von  u,  nämlich 

gleichzeitig  mit  m  ins  Unendliche  wächst,  wodurch  die  Entwickelung  un- 
brauchbar wird.  Man  muss  sich  daher  nach  einer  andern  Reihe  umsehen, 
welche  jenen  Coefficienten  nicht  enthält.  Dies  gelingt  auf  folgende  ein- 
fache Weise. 

Für  alle  a  und  u  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form 

-  0-t)  0-1)  -  (1-=)-''+6-+t-,t^+Göogle 
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worin  &0«=1  ist.     Um   die  übrigen   Coefficienten  in  bestimmen,    nehme 
man   die  Logarithmen,   differenzire  in  Beziehung  auf  u  und   entwickele 
linker  Hand  Alles  nach  Potenzen  von  «,  wobei  zur  Abkürzung 
_1,1.1,         .1 
,>-1p  +  »+3*  +  '"'  +  z5 
sein  möge;  es  ist  dann 

a      ,       ,u      ,*»      ,u»  -    ".  +  2*,"  +  3V<»+... 

a-,t-,tu-,tu  -,tu  --  —  bo+biU  +  bt^+baj+_- 

Setzt  man  die  noch  disponible  Constante  a=ssx  und  sehafiPt  den  Bruch 
weg,  so  erhält  man  durch  Coefficientenvergleichung 

und  überhaupt  für  *>1 

4)  bk*=  —  j[b08k+blsk_i+...  +  bk-tSi]. 

Wegen  Nr.  2)  und  Nr.  1)  ist  nun 

und  hier  bedarf  es  nur  der  Multiplication  mit  du  und  der  nachherigen 
Integration  zwischen  den  Grenzen  t*=0  und  w=l,  um  das  gesuchte  In- 
tegral zu  erhalten.  Die  rechts  vorkommenden  Einzelintegrale  findet  man 
leicht  recurirend;  wird  nämlich  zur  Abkürzung 

1 

gesetzt,  so  ist 

1  -•»    « 
6)  J0  =  - 


a 
und  durch  theilweise  Integration 

6)  Jt  = . 

Das  Endresultat  lautet  nach  diesen  Bemerkungen: 
1 

o 

Schon  bei  massigen  m  gewähren  die  Formeln  3)  bis  7)  eine  leichte 
Rechnung.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  J7  die  Constante  des  Integral- 
logarithmus, mit  /?n  £8,  B6  etc.  die  B er noulli' sehen  Zahlen  und  mit 
Sp  die  Summe  der  unendlichen ,  für  p  >  1  convergirenden  Reihe 

1^2*^3^'"' 
so   findet   man   tlt  *t,  ts  etc.  mittelst  der  bekannten  halbconvergenten 
Eeihen 
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,  =c  !  .     1  *i*       ,    *»P(»+1)(P+«) 

f    öp     (p _i}  mi»-i  "^2jiip  ~  1.2HIP+1  "*"       1.2.3.4»'+' 

und  hieraus    nach  Nr.  3)    die  Coeflicienten  b%J  bs  etc.     Noch  einfacher 
wird  die  Sache,  wenn  m  so  gross  ist,  dass  für  die  verlangte  Genauigkeit 

bereits  ■= —  vernachlässigt  werden  darf:  es  ist  dann 

tn 

ferner  (flfir  />>  1)  sp  =  Sp, 


«  -  o*+»     ' 


mithin  unter  Rücksicht  auf  die  Beziehung  2S,,  =  5S4 
1 

0 
Beispielsweise  erhält  man  für  m  =  1000000 

«=14,392727;     S2  =  l,644934;     «,=  1,202057;     S4=l,082323 
und  als  Summe  der  in  Nr.  8)  eingeklammerten  Reihe  • 

0,004814. 
Für  dasselbe  m  giebt  Herrn  Prof.  Schröder' s  Formel 

diooiooiy  =0»005239- 

Die  geringe  Uebereinstimmung  beider  Resultate  erklärt  sich  leicht.  Aus 
der  Gleichung  8)  folgt  nämlich  die  Schröder" sehe  Formel,  wenn  man 
die  Reihe  auf  ihr  erstes  Glied  reducirt  und  in  diesem  asaC  +  lm  durch 

/(m+l)  ersetzt,  d.h.  C=l(l+—J  nimmt;  wegen  C=  0,577..  ist  dies 

aber  eine  etwas  starke  Vernachlässigung,  und  daher  kann  die  Schröder- 
sehe  Formel  nur  als  eine  erste  Annäherung  gelten.  Sohlömilch 


XHL  Der  kubische  Kreis. 

Zwei  beliebig  projeetmsche ,  schiefliegende  Strahlenbündel  erzeugen 
durch  die  Schnittpunkte  der  homologen  Strahlen,  die  einander  treffen,  einen 
kubischen  Kegelschnitt.  Derselbe  ist,  wenn  er  nur  einen  unendlich  fernen 
Punkt  besitzt,  eine  kubische  Ellipse,  und  kann  durch  ihn  ein  elliptischer 
O/linder  gelegt  werden,  dessen  Erzeugungslinien  nach  dem  unendlich  fernen 
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Punkte  gerichtet  sind.  Die  kubische  Ellipse  kann  daher  auf  eine  cur 
Richtung  dieser  Erzeugungslinien  senkrechten  Ebene  als  ebene  Ellipse  pro- 
jicirt  werden.  Es  kann  gefragt  werden,  ob  die  Projection  unter  Um- 
ständen ein  Kreis  sein  könne,  sodass  ein  Specialfall  der  kubischen  Ellip- 
sen existirte,  welcher  den  Namen  des  kubischen  Kreises  verdienen; 
würde.  In  der  mir  zugänglichen  Literatur  habe  ich  darüber  nichts  ge- 
funden und  theile  daher  nachfolgende  kleine  Untersuchung  dieses  Gegen- 
standes mit. 

Es  seien  S,&  die  Mittelpunkte,  a,a';  b,b'\  c,c'; ...  die  homologen,  sich 
schneidenden  Strahlenpaare  der  beiden  Strahlenbündel,  und  unter  diesen 
x,  x  insbesondere  das  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  kubischen 
Ellipse  gerichtete  parallele  Strahlenpaar,  welches  also  auf  dem  Cy linder 
liegt,  der  die  Curve  enthält.  Die  Strahlen  xy  x  sind  die  Axen  zweier 
homologen  Ebenenbüschel,  deren  homologe  Ebenenpaare  «,  <*';  ß,  fi\  y,/;. .. 
sich  in  den  Erzeugungslinien  dieses  Cylinders  schneiden  und  die  Strahlen- 
paare a,  a']  b,  b'-}  c,  c\ . . .  enthalten.  Durch  jeden  Punkt  des  kubischen 
Kegelschnitts  geht  daher  ein  solches  Paar  Ebenen.  Eine  zur  Richtung 
des  Cylinders  senkrechte  Ebene  £  schneidet  die  Ebenenbüschel  in  zwei 
ebenen  projecti vischen  Strahlenbüscheln ,  deren  Mittelpunkte  X,  X*  auf 
xf  x  liegen.  Diese  Strahlenbüschel  erzeugen  durch  die  Schnittpunkte 
ihrer  homologen  Strahlen  den  elliptischen  Schnitt  der  Ebene  £  mit  dem 
Cylinder.  Zwei  Ebenen  s,  «',  durch  St  S  senkrecht  zu  x,  x'  gelegt,  sind 
nun  entweder  homolog  oder  nicht,  weil  zwei  allgemein  projecti vische 
Strablenbündel  sich  auch  dadurch  von  projecti  vischen  gleichen  Strahlen- 
bündeln unterscheiden,  dass  die  auf  zwei  homologen  Strahlen  senkrecht 
stehenden  Ebenen  nicht  immer  homolog  sein  müssen.  Für  diese  Unter- 
suchung jedoch  kommen  nur  diejenigen  Ebenen  «,  i  in  Betracht,  welche 
homolog  sind.  In  diesem  angenommenen  Falle  sind  auch  die  Strahlen 
in  e,  i  homolog,  und  die  durch  dieselben  gebildeten  Strahlenbüschel  Sy 
&  projectivisch,  von  denen  der  eine  mit  dem  Strahlen b tisch el  X,  der 
andere  mit  dem  Strahlenbüscbel  Xf  congruent  ist.  Der  elliptische  Cy  linder- 
schnitt in  £  wird  nun  ein  Kreis,  wenn  die  beiden  Strahlenbüschel  in  e, 
%  unter  sich  congruent  werden  und  sich  in  gleichartiger  Lage  befinden. 
Die  Ebenenbüschel  sind  dann  gleichfalls  congruent  und  gleichliegend  und 
erzeugen  einen  Kreiscylinder.  Dieser  Fall  tritt  nun  immer  ein,  wenn 
die  schief  liegenden  Strahlenbündel  projectivisch  gleich  und  die  Strahlen- 
büschel in  den  parallelen,  homologen  Ebenen  f,  e  gleichliegend  sind. 
Aber  auch  bei  allgemein  projecti  vischen  Strahlenbündeln  kann  dieser  Fall 
eintreten,  wenn  die  Strahlenbüschel  in  den  homologen  Ebenen  c,  e'  pro- 
jectivisch gleich  und  gleichliegend  und  die  auf  ihnen  senkrechten  Strahlen 
homolog  sind.  In  zwei  allgemein  projectivischen  Strahlenbündeln  befinden 
sich  nun  zwei  Paar  homologer  Ebenen  mit  projectivisch  gleichen  Strahlen- 
büscheln, was  in  ihrer  perspectivischen  Lage  leicht  zu  ersehen  ist,  nämlich: 
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1.  die  zum  perspectivischen  Durchschnitt  parallelen  Ebenen; 

2.  die  Ebenen,  welche  sich  in  derjenigen  Geraden  des  perspecti- 
vischen  Durchschnitts  schneiden,  durch  welche  eine  zu  dem 
Scheitelstrahl  senkrecht  gelegte  Ebene  die  Strecke  &&  halbirt. 

Diese  beiden  Fälle  reduciren  sich  auf  einen,  wenn  der  Scheitel- 
strahl senkrecht  auf  dem  perspectivischen  Durchschnitt  steht,  somit  in 
diesem  Specialfalle  die  Strahlenbündel  nur  ein  Paar  homologer  Ebenen 
haben. 

Die  Ebenenpaare  des  ersten,  wie  zweiten  Falles  können  nur  dann 
zu  f,  e'  werden,  wenn  beide  Fälle  zu  einem, sich  verbinden,  d  h.  wenn 
der  Scheitelstrahl  senkrecht  auf  dem  perspectivischen  Durchschnitte  steht, 
weil  sonst  die  auf  diesen  Ebenen  senkrechten  Strahlen  nicht  homolog 
sind  und  deshalb  auch  nicht  a\  x   sein  können« 

Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Werden  zwei  projectivisch  gleiche  oder  zwei  allgemein 
projectivische  Strahlenbündel,  welch'  letztere  nur  ein  Paar 
congruenter  Strahlenbündel  haben,  im  Räume  so  gelegt,  dass 
bei  den  ersteren  ein  beliebiges,  bei  letzteren  jenes  eine 
Paar  congruenter  Strahlenbüschel  parallel  liegen  und  in 
gleicher  Folge  der  homologen  Strahlen  sind,  im  Uebrigen 
aber  sich  in  schiefer  Lage  befinden:  so  erzeugen  die  einen, 
wie  die  anderen  Strahlenbündel  durch  die  Schnittpunkte  der 
homologen,  einander  begegnenden  Strahlenpaare  einen  ku- 
bischen Kreis,  und  die  Richtung  des  parallelen  homologen 
Strahlenpaares  der  Bündel  ist  die  des  Kreiscylinders,  wel- 
cher die  Curve  enthält. 

Bei  dieser  Fassung  wurden  die  Grenzfälle  des  kubischen  Kreises, 
wie  sein  gänzliches  Verschwinden  und  der  Fall,  in  welchem  zwei  pro- 
jectivische, schief  im  Räume  liegende  Strahlenbündel  statt  des  kubischen 
den  ebenen  Kreis  erzeugen,  unberücksichtigt  gelassen,  weil  diese  Fälle 
nicht  speciell  sind,  sondern  der  Betrachtung  der  kubischen  Kegelschnitte 
im  Allgemeinen  angehören. 

Diese  Untersuchung,  die  sich  auf  zwei  projectivische  Strahlenbündel 
beschränkte,  kann  auch  auf  zwei  projectivische  Ebenensysteme  übertra- 
gen werden,  welche  dann  durch  analoge  Schlüsse  zu  demselben  Resul- 
tate führt. 

Carlsruhe.  R.  0.  Consbntius. 
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XIV.  TTeber  die  Bestimmung  der  schiefen  Lage  zweier  projeotiviseher 
Strahlenbüschel  in  der  Ebene. 

(Hierzu  Taf.  I  Fig.  1—4.) 

Wenn  zwei  allgemein  projectivische  Strahlenbüschel  S,  &  concen- 
triscb  und  gleichliegend  in  der  Ebene  liegen ,  deren  homologe  Azen  *,  s' 
und  *,  i  seien  und  deren  homologe  Strahlen  g,  g  so  liegen,  dass  Lsg 
=  L  fg\  so  gilt  der  bis  jetzt  unbestrittene  Satz,  dass  die  Strahlenbüschel, 
wenn  der  kleinere  Supplementwinkel  $/>2.$g  ist,  zwei,  wenn  er 
=  2.sg  is£,  einen,  und  wenn  er<2.ffgr  ist,  keinen  Doppelstrahl  haben 
(Dr.  Hermann  Weissenborn,  Die  Projection  in  der  Ebene). 

Da  nun  aber  keine  Regel  aufgestellt  werden  kann,  welchem  Paare 
homologer  Axen  die  Benennung  ff,  ff'  oder  f,  i  zugewiesen  werden  muss, 
die  Wahl  derselben  im  Gegen theil  ganz  beliebig  ist,  so  hat  man  bei  der 
so  oder  anders  beliebten  Buchstabengebung  für  den  zu  messenden  klei- 
neren Supplementwinkel  sf,  dessen  Grösse  in  beiden  Fällen  gleich  bleibt, 
als  Haass  zwei  verschiedene,  sich  complementirende  Winkel  sgy  wodurch 
der  aufgestellte  Satz,  wo  nicht  hinfallig,  mindestens  zweifelhaft  wird, 
und  wenn  der  eine  dieser  beiden  Winkel  sg  der  richtige  ist,  so  fehlt 
dessen  Bestimmung  und  für  dieselbe  der  Beweis. 

Folgende  Betrachtung  führt  zu  einer  unzweifelhaft  richtigen  Messung. 

Man  bestimme  ganz  beliebig  die  Benennung  der  homologen  Axen 
durch  ff,  ff'  und  t,  (.  —  Bezeichnet  man  nun  (Fig.  1)  jeden  der  beiden 
kleineren  Supplementwinkel  sg,  welche  als  Scheitelwinkel  gleich  6ind, 
durch  ^/,  so  geht  aus  dem  Vorstehenden  hervor,  dass  jeder  der  kleineren 
Supplementwinkel  igy  welche  als  Scheitelwinkel  gleich  sind,  zu  gleicher 
Zeit  aber  auch  jeder  derselben  ein  Complementwjnkel  zu  dem  kleineren 
Supplementwinkel  sg  ist,  das  gleiche  Recht  auf  diese  Benennung  durch 
i//  hat.  Um  diese  beiden  Paare  ty  zu  unterscheiden ,.  sei  1>s  der  klei- 
nere Supplementwinkel  sg,  und  tyt  der  kleinere  Supplementwinkel  tg. 
Wie  aber  in  dem  einen  Sinne  g  zu  ff  liegt,  so  liegt  im  entgegengesetz- 
ten Sinue  in  gleicher  Winkelentfernung  h  zu  ff,  und  deshalb  ist  auch 
der  kleinere  Supplementwinkel  sh  =  ilft  und  der  kleinere  Supplement- 
winkel th  =  yt.  Jeder  der  rechten  Winkel  sl  wird  somit  (wie  Fig.  1  es 
zeigt)  durch  g  oder  h  in  die  Winkel  1>,  und  ty  getheilt.  Da  .aber  ebenso 
gut  i>,  ^  tyt  sein  kann ,  so  ist  ty  durch  diese  Bezeichnung  nur  der  Lage, 
nicht  der  Grösse  nach  unterschieden.  Sollen  nun  diese  beiden  sich  com- 
plementirenden  Winkel  ^  (Figg.  2  u.  3),  nämlich  tf>  =  450  +  &,  ihrer 
Grösse  nach  unterschieden  werden,  so  werde  t/;  =  45°  +  a;  durch  ^q., 
und  r//  =  45°— x  durch  ty_  bezeichnet,  wobei  ^4.,  wie  if>_  je  nach  der 
Lage  von  g  (oder  h)  ebenso  gut  (wie  die  Figuren  dies  zeigen)  i//*,  wie 
*,  sein  können. 
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Legt  man  nun  zwei  allgemein  projectivische  Strahlenbüschel  5,  S' 
concentrisch  so  aufeinander,  dass  die  gleichnamigen  Axen  aufeinander 
fallen,  so  haben  die  Büschel  die  beiden  Doppelstrahlen  ss'  nnd  t(.  Legt 
man  dieselben  Büschel  in  derselben  Lage  nun  auch  excentrisch ,  so  dass 
*||*',  folglich  auch  t\\f  ist,  so  müssen  die  Projectionspnnkte  der  homo- 
logen Strahlen  auf  einer  Hyperbel  liegen,  weil  durch  jenen  Parallelismus 
die  Curve  zwei  unendlich  ferne  Punkte  hat.  Es  zeigt  sich  also  augen- 
scheinlich, dass  bei  dieser  concentrischen ,  wie  excentrischen  Lage  die 
Resultate  durchaus  nicht  durch  die  Grösse  von  tp«,  welches  ebenso  gut 
1^4.,  wie  t^__  sein  kann,  bedingt  werden.  —  Denkt  man  sich  nun  bei 
dieser  concentrischen,  wie  excentrischen  Lage  den  Büschel  S  fest  und 
läast  sich  den  Büschel  S'  um  seinen  Mittelpunkt  in  dem  einen  oder  ent- 
gegengesetzten Sinne  bewegen,  so  werden  bei  der  concentrischen  Lage 
bei  beiderlei  Drehungen  so  lange  zwei  Doppelstrahlen  bleiben,  bis  die 
immer  näher  aneinander  rückenden  Doppelstrahlen  bei  einer  gewissen 
Grösse  des  Winkels  s{  sich  in  einen  Doppelstrahl  verlieren,  während 
bei  der  excentrischen  Lage  der  Büschel  ebenso  lange  die  Projections- 
pnnkte der  homologen  Strahlen  eine  Hyperbel  erzeugen  müssen ,  bis  diese 
in  eine  Parabel  und  zwar  bei  derselben  Grösse  des  erwähnten  Winkels 
st  übergeht,  bei  welcher  in  der  concentrischen  Lage  die  Anzahl  der  Dop- 
pelstrahlen von  zwei  auf  eins  übergeht,  weil  die  Doppelstrahlen  der  con- 
centrischen Lage  die  homologen  Parallelstrahlen  der  excentrischen  Lage  sind« 

Legt  man  andererseits  die  Büschel  concentrisch  so  aufeinander,  dass 
die  ungleichnamigen  Axen  aufeinander  fallen,  so  fallt  /  auf  s,  s  auf  f, 
g  auf  ä,  Ä'  auf  g,  es  giebt  folglich  nur  ideelle  und  keine  reellen  Doppel- 
strahlen; und  legt  man  die  Büschel  in  derselben  Lage  excentrisch,  so 
dass  *||<\  folglich  l\\$\  g\\h\  h\\g  ist,  es  mithin  keine  homologen  Parallel- 
strahlen giebt,  so  müssen  die  Projectionspnnkte  der  homologen  Strahlen 
auf  einer  Ellipse  liegen,  weil  die  Curve  keinen  unendlich  fernen  Punkt 
hat.  Denkt  man  sich  wieder  bei  dieser  concentrischen ,  wie  excentrischen 
Lage  den  Büschel  S  fest  und  lässt  sich  den  Büschel  S"  um  seinen  Mittel- 
punkt in  dem*  einen  oder  entgegengesetzten  Sinne  bewegen ,  so  wird  bei 
beiderlei  Drehung  es  bei  der  concentrischen  Lage  so  lange  keine  Doppel- 
strahlen geben,  bis  bei  jener  gewissen  Grösse  des  Winkels  s(  sich  ein 
solcher  bildet,  während  bei  der  excentrischen  Lage  aus  dem  obenerwähn- 
ten Grunde  ebenso  lange  die  Projectionspnnkte  der  homologen  Strahlen 
eine  Ellipse  erzeugen  müssen,  bis  diese  in  eine  Parabel  und  zwar  bei 
der  erwähnten  gewissen  Grösse  des  Winkels  st  übergeht,  bei  welcher  in 
der  concentrischen  Lage  die  Anzahl  der  Doppelstrahlen  von  Null  auf 
Eins  übergeht. 

Es  ist  jetzt  nur  noch  nöthig,  die  Grösse  des  Winkels  sf  zu  bestim- 
men, bei  welchem  in  concentrisch  er  Lage  ein  Doppelstrahl  eintritt,  während 
in  excentrischer  Lage  die  Parabel  erzeugt  wird.  —  Es  wurde  angenom- 
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men,  dass  $  fest  bleibe  und  i  sich  in  beiderlei  Sinne  drehe.  Geht  die 
Bewegung  des  Strahles  i  von  s  ans  und  durchläuft  je  einen  Quadranten 
sl  in  beiderlei  Sinne,  so  hat  i  alle  nur  möglichen  Lagen  eingenommen, 
weil  jeder  Halbstrahl  von  i  in  einem  Quadranten  seinen* ihm  zugehörigen 
Halbstrahl  in  dessen  gegenüberliegenden  Quadranten  hat.  Es  muss  sich 
deshalb  in  jedem  der  vier  Quadranten  die  gesuchte  Lage  von  *'  finden, 
d.  h.  sie  muss  notwendigerweise  zweimal  eintreten.  Diese  beiden  Lagen 
von  (  mögen  durch  ix  und  (%  bezeichnet  werden,  welche  dann  eintreten, 
wenn  der  bewegliche  Strahlenbüschel  S  in  die  eine  oder  andere  der 
beiden  Lagen  gelangt,  in  welchen  sf=  2 1^  =  90 °  +  2x  i6t,  weil  dann 
bei  der  concentrischen  Lage  der  Strahlenbüschel  jeder  dieser  vier  Winkel 
entweder  durch  den  Doppelstrahl  gg  oder  hh'  halbirt  wird  oder  auf  dessen 
Halbirungslinie  einer  dieser  Doppelstrahlen  senkrecht  steht.  In  jeder 
dieser  beiden  Lagen  von  (  haben  also  die  Strahlenbüschel  nur  einen 
Doppelstrahl,  und  beide  dieser  Lagen  von  (,  nämlich  t\  und  f*2,  begren- 
zen einerseits  den  Spielraum  =4a*,  in  welchem  sich  zwei,  und  anderer- 
seits den  Spielraum  —  1 80  —  4  x ,  in  welchem  sich  keine  Doppelstrahlen 
vorfinden,  während,  wenn  die  Strahlenbüschel  excentrisch  sind,  in  diesen 
beiden  Lagen  von  t  die  Projectionspunkte  homologer  Strahlen  eine  Parabel 
erzeugen  und  beide  Lagen  von  i  den  Spielraum  der  Hyperbeln  =4x  und 
den  der  Ellipsen  =  180  —  \x  begrenzen.  Und  da,  wie  gesagt,  in  jedem 
Quadranten  sl  sich  eine  dieser  Lagen  von  (,  nämlich  entweder  (x  oder  (% 
vorfindet,  so  bilden  auch  in  jedem  Quadranten  ein  Halbstrahl  von  s  und 
ein  Halbstrahl  von  t\  oder  f9  einen  Winkel  sf=2ty—,  weil  2tf>+  grösser, 
als  ein  Quadrant  ist.  —  Und  da  nun  schliesslich  aus  dem  Vorstehenden 
deutlich  hervorgeht,  dass  in  jedem  der  vier  Quadranten  alle  beliebigen, 
jedoch  unter  einander  gleichen  Winkel  $/',  wobei  der  Sinn  der  Winkel 
nicht  in  Betracht  kommt,  eine  Lage  der  Strahlenbüschel  bedingen,  die, 
wenn  letztere  concentrisch  sind,  die  gleiche  Anzahl  von  Doppelstrahlen 
haben,  und  wenn  sie  excentrisch  sind,  die  gleiche  Art  von  Curven  erzeu- 
gen, so  geht  hieraus  der  folgende  Satz  hervor: 

Wenn  zwei  allgemein  projeetivische  Strahlenbüschel  in 
der  Ebene  concentrisch  gleich  liegen,  und  wenn  1.  der  klei- 
nere Supplementwinkel  5//>2t^_  ist,  so  haben  sie  zwei; 
2.  wenn  er  =  2t//_  ist,  so  haben  sie  einen,  und  3.  wenn  er 
<2i/;_  ist,  so  haben  sie  keinen  Doppelstrahl;  während,  wenn 
sie  excentrisch  liegen,  im  ersten  Falle  eine  Hyperbel,  im 
zweiten  eine  Parabel  und  im  dritten  Falle  eine  Ellipse  durch 
die  Projectionspunkte  homologer  Strahlen  erzeugt  wird.  Der 
Spielraum  für  zwei  Doppelstrahlen,  wie  der  für  die  Hyper- 
beln ist  4a:,  und  der  für  keinen  Doppelstrahl,  wie  für  die 
Ellipsen  ist  180  — 4a?. 

Carlsruhe.  B.  O.  Consentius. 
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ZV.   Zur  Darstellung  der  eindeutigen  analytischen  Functionen. 

In  der  Abhandlung:  „Die  Darstellung  der  eindeutigen  analytischen 
Functionen  durch  unendliche  Producte  und  Partialbruchreihen ,  von 
C.  Frenz el  in  Berlin"  im  5.  Hefte  des  XIV.  Jahrgangs  (ausgeg.  am 
15.  August  1879)  Ihrer  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  ist  zunächst 
eine  Ableitung  für  die  von  Herrn  Weierstrass  angegebene  Formel 

enthalten.  Abgesehen  von  einigen  Rechenfehlern,  die  sich  in  den  Bei- 
spielen finden,  ist  die  Anlage  der  ganzen  Ableitung  eine  durchaus  nicht 
wissenschaftlich  strenge.  Bis  zu  dem  Punkte,  wo  der  Verfasser  auf  die 
Formel 

/W  =  c.«».]J'(l-£)    ..« 

(S.  323)  kommt,  läset  sich  Nichts  einwenden.  Der  Schluss  auf  das  Fol- 
gende jedoch  ist  unbegründet.     Denn  es  ist 

Wenn  nun  für  n>v  die  Reihe 

^,*  mod  — 
convergirt,  also  auch  die  Reihe 

weil   mk   ganzft  endliche  Zahlen  sind,   so   wird   dadurch  nur    /,"  statt 

^»  zu  setzen  sein,    während  die  folgenden  Summen  von  v  bis  oo  als 

unbedingt  convergente  Potenzreihen  nur  einen  Factor  e^C«)  liefern«  Wie 
aber  steht  es  mit  dem  ersten  Ausdrucke? 


VLmk 


Z 


n  —  a(n— l)  bildet  nun  keine  unbedingt  convergente  Potenzreihe; 


denn  betrachtet  man  zwei  Glieder  aus  der  Unendlichkeit,  so  wird 


a<»> 
;i  +  l         __    g<")         n 
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Nun  ist  lim  =  1.     Die   Grösse    u  kann   der  Voraussetzung  gemäss 

jeden  beliebigen  endlichen  Werth  haben,   denn  es  wird  ja  /"(«)  für 

a(«) 
endliche,  sonst  beliebige  w  entwickelt;  ebenso  aber  wird    ^ZT)  cndlich 

sein,  denn  nach  Formel  V)  (8.  322)  ist  durchaus  nicht  ersichtlich,  dass 
diese  Grössen  eine  convergente  Reihe  bilden;  es  ist  ja  nicht  nöthig,  dass 
die  Reihe  der  Coefncienten  einer  Potenzreihe  convergent  sei,  wenn  diese 
selbst  convergent  ist.  Demnach  wird  der  obige  Quotient  eine  endliche, 
im  Allgemeinen  unbestimmte  Zahl  sein,  von  der  nicht  nachgewiesen  ist, 
dass  sie  kleiner  als  1  ist;  damit  ist  aber  gezeigt,  dass  dieser  Ableitung 
zufolge  die  unendliche  Summe 


* 


n 


keine  unbedingt  convergente  ist,   diese  Grösse  somit  in  dem  Weier- 
strass' sehen  Ausdrucke  fehlen  würde  und  derselbe  also  lauten  müsste 

*=*M+.f-('2^)+£;"-"' 

was  aber  der  Wei  erst  rass' sehen  Formel  nicht  entspricht 

Was  die  Beispiele  zur  Productenentwickelung  betrifft,  so  ist  8.  326 
offenbar  eine  Reihe  von  Gliedern  weggelassen,  denn 


i1  -«+i      -»  +  $  pn  +  i 

enthält  alle  Glieder  von  r  bis  — ;— »  mehr,  als  die  Reihe 

1    +r^  +  -  +  - 


"  +  *     »  +  *  .  .   2(i>-l)ii  +  l' 

"T  2 

Die  Anzahl  der  fehlenden  Glieder  wird  hieraus 

»  +  f-(-»-i)  =  2n  +  2. 

Die  Endformel  wäre  richtig,  wenn  die  Summe 


+tnTl)     ^ 


lauten  würde;  da  dies  aber  gemäss  der  von  Herrn  Wei  erst  ras  8  ab- 
geleiteten Formel  falsch  ist,  weil,  wie  aus  2)  (8.326)  ersichtlich  ist,  k 
alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  durchlaufen  soll,  in- 
dem für  dieselben  co$(nu)  verschwindet,  so  ist  auch  die  Formel  4)  un- 
richtig. 
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Ab  drittes  Beispiel  ist  die  Gammafunction  gewählt.  Nun  wird  aber 
dieselbe  nicht  nur  für  die  Werthe  0,  —  1,  —  2,  ...  unendlich,  sondern 
Ar  sänuntliche  Werthe  u  <  0,  denn  es  wird  für 

0 
j:  =  0  ein  kritischer  Punkt,  und  in  diesem 

[x"-Ke-*.x]s=0  =  [aP.r  *]*=<>  ==£, 

je  nachdem  u^O;  für  u  =  0  wird  schon 

Fr-'L.-i'-T— «• 

also  ist  die  Gammafunction  eine  solche,  welche  in  allen  Punkten  der 
negativen  ti-Axe  endlich  wird.  Ganz  anders  verhält  es  sich  mit  der 
von  Herrn  Weierstrass  im  LI.  Bande  des  Cr  eile 'sehen  Journals  be- 
handelten Function  Fc(u),  welche  wirklich  nur  in  den  Punkten  0,-1, 
—  2,  ...  unendlich  wird  und  für  welche  die  Form  angegeben  ist  (Formel 
47,  8.  34,  Bd.  LI  in  Crelle's  Journal): 

41=1 ...» 

Auch  bei  der  Partialbruchentwickelung  finden  sich  einige  Unrichtig- 
keiten; so  zeigt  sich,  dass  die  erste  Formel  auf  8.  333  fehlerhaft  ist  und 

2»i J  v—u  ^'(«-«»/'(j**  — i)l 

lauten  soll;  hiermit  wird  die  zweite: 


und  8.  334: 


dv 
tr —  u 

(») 


J_    fu  f(v)dv 
^Ini   I    v    v  —  u   ' 

f(u)  =  A  +  id, 

je  nachdem  d  =  0  ein  Nullpunkt,   ein  neutraler  Punkt  oder  ein  Unend- 
licbkeitBpnnkt  ^  Ordnting  von  /(")  "*• 
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Hierbei  ist  yl=  für  ganzzahlige  y. 

Verschwindet  das  letzte  Integral,  so  erhält  man  schliesslich  die 
entsprechend  veränderten  Endformeln  3",  36,  3  c,  S.  336. 

Auf  die  zu  dieser  Entwicklung  gewählten  Beispiele  übt  dieser  Um- 
stand keinen  Einfiuss  aus,  indem  bei  der  Entwickelung  von  cot{nu)  und 
Fc(u)    die   Unstetigkeitspunkte   von   der  ersten,    und   bei   der  Function 

p(u)  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  wo  der  Factor —  in  1  über- 

geht. 

Wien,  im  October  1879.  Norbkht  Herz. 
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VII. 

üeber  Hermite's  Auflösung  der  Gleichung 
fünften  Grades. 

Von 

Dr.  H.  Krey 

in  Göttingen. 


In  den  Comptes  rendus  vom  Jahre  1858  zeigte  Her  mite,  dass  sich 
die  allgemeine  Gleichung  fünften  Grades  durch  elliptische  Functionen 
losen  lasse.  Angeregt  durch  wichtige  Vorarbeiten  von  Galois,  welcher 
bereits  ausgezeichnete  Eigenschaften  der  Modulargleichungen  der  niederen 
Grade  entdeckt  hatte,  vervollständigte  er  dessen  Untersuchungen  und 
gelangte  auf  diesem  Wege  zu  seinem  merkwürdigen  Resultate. 

Bald  darauf  publicirten  auch  Kronecker  und  Brioschi  ihre  Lö- 
sungen der  Gleichung  fünften  Grades.  Ersterer  gab  eine  Andeutung, 
wie  sich  die  Lösung  auf  die  einer  Resolvente  sechsten  Grades,  welcher 
durch  elliptische  Functionen  gentigt  wird,  zurückführen  lasse,  während 
Brioschi  die  Multiplicatorgleichung  .sechsten  Grades  zum  Ausgangs- 
punkte nahm. 

Eine  Darlegung  von  Brioschi 's  Lösung  findet  sich  im  Jahrgange 
1859  dieser  Zeitschrift. 

Die  Her  mite' sehe  Auflösung  hat,  was  die  Art  der  Herleitung  be- 
trifft, vor  der  Brioschi'schen  manche  Vorzüge.  Die  ungemein  compli- 
cirten  Rechnungen,  welche  die  letztere  erfordert,  werden  bei  fiermite 
ganz  vermieden;  es  tritt  der  Kern  der  Sache  und  die  Bedeutung  älterer 
Untersuchungen,  welche  zu  Hermite's  schöner  Entdeckung  geführt  haben, 
deutlicher  hervor.  Mit  Hilfe  eines  Galois1  sehen  Satzes,  welcher  aus- 
sagt, dass  gewisse  nicht  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  der  Mo- 
dulargleichung  sechsten  Grades  rational  durch  die  Coefficienten  der  Gleich-, 
ung  ausdrtickbar  sind,  gelangt  Hermite  durch  wenige  Schlüsse  zum 
Ziele. 

Die   hierher  gehörigen   Arbeiten    sind   gesammelt   unter   dem   Titel: 

„Swr    la    theorie  des  dquations  modulaires  et  la   resolulion   de  Cequalion  du 

cinquieme  degrä.     Par  M.  Hermite.     Paris  1859.**     Die  Untersuchungen 

aber  Modulargleichungen,  welche  diese  Schrift  enthält,   sind  weit  allge- 

Ztftiohriit  f.  Matbtmatik  n.  Fhytik  XXV,  3.  ed  ^ 
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meiner,  als  für  den  Zweck  der  Lösung  der  Gleichung  fünften  Grades 
erforderlich  wäre;  andererseits  aber  ist  die  Darstellung  an  einigen  Stellen 
knapp  und  scheinbar  lückenhaft;  so  fehlt  z.  B.  der  Beweis  des  schon 
erwähnten  Galoi  s' sehen  Satzes.  Dass  die  Begründung  desselben  keines- 
wegs einfach  ist,  ersieht  man  aus  Canaille  Jordan' s  grossem  Werke: 
„Traue  des  substitutions  et  des  equations  algebriques.  Paris  1870",  in  wel- 
chem überhaupt  alle  von  Her  mite  benutzten  algebraischen  Sätze  bewie- 
sen sind. 

Die  späteren  *  Bearbeitungen  dieses  Gegenstandes,  welche  mehr  auf 
die  algebraische  Seite  des  Problems  eingehen,  setzen  die  Hermite'sche 
Lösung  als  bekannt  voraus.  Da  sich  nun  diese  weder  in  Lehrbüchern 
der  elliptischen  Functionen ,  noch  in  den  grösseren  Werken  über  Algebra 
vollständig  dargestellt  findet,  so  erscheint  vielleicht  der  Versuch  gerecht- 
fertigt, durch  Zusammenstellung  der  nöthigen  Hilfssätze  und  möglichst 
einfache  Begründung  derselben  das  Studium  der  Hermite' sehen  Abhand- 
lung zu  erleichtern.  Dabei  wird  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen nur  die  Kenntniss  des  Jacob i' sehen  Transformationsproblems 
vorausgesetzt.  Auf  den  Galois' sehen  Satz,  dass  jede  algebraische 
Gleichung  ihre  „Gruppe"  von  Substitutionen  hat,  soll  hier  nur  so  weit 
eingegangen  werden,  wie  derselbe  für  die  Fünftheilungsgleichung  zur 
Anwendung  kommt. 

Der  Beweis  dafür,   dass  sich  jede  Gleichung  fünften  Grades  in  die 

Jerrard'sche  Form  .  .  ,   ,       Ä 

xb+ax  +  6  =  0 

bringen  lässt,  soll  hier  nicht  wiederholt  werden;  derselbe  findet  sich  z.  B. 
in  Serret1  s  Algebra,  auch  in  Bd.  4  dieser  Zeitschrift.  Es  sei  hier  noch 
bemerkt,  dass  die  Je rrard 'sehen  Resultate  und  Bestrebungen  ausführ- 
lich dargestellt  sind  von  Hamilton  in  dem  „Report  of  the  sixth  meeting 
of  the  British  Association.     London  1837." 


§  1.    Die  Modulargleichung  sechsten  Grades. 

Auf  S.  36  der  „Fundamente"  giebt  Jacobi  die  .allgemeine  Lösung 
seines  Transformatiousproblems  für  einen  unpaaren  Transformationsgrad  n. 
Für  n  =  5  lautet  dasselbe: 

Wie  sind  der  Integralmodul  l  und  Zähler  und  Nenner  der  Substi- 
tution .         ,  ,         K 

ajX  +  a^x  *  +  a6x* 

y=3    b0  +  b2x*  +  bAx* 
als  Functionen  von  k  zu  bestimmen,  damit  der  Differentialausdruck 

Jv 

bis  auf  einen  constanten  Factor  (Mnltiplieator)  in  den  gegebenen 
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/(l-a:*)(l-A-*.T*) 
übergebe? 

Das  Transformationsproblem  setzt  den  Begriff  der  elliptischen  Func- 
tionen nicht  voraus;  es  ist  ursprünglich  ein  rein  algebraisches  und  ist 
auch  von  Jacobi  für  die  einfachsten  Fälle  (n  =  3,  5)  als  solches  behan- 
delt worden.  Auf  S.  28  der  „Fundamenta"  giebt  er  die  folgende  Rela- 
tion (Modulargleichung)  an,  welche  zwischen 

u  =  /k ,    ve=yi 
besteht: 

1)  ^-i;6+5M2t;8(ti2-t;2)  +  4«i;(l-«4^)  =  0, 

welche  ©  als  sechsdeutige  Function  von  u  definirt,  also  sechs  Lösungen 
andentet. 

Für  höhere  Transformationsgerade  ist  diese  Art,  die  Modularg]  eich  - 
ungen  zu  bilden,  unthunlich.  Da  zeigt  aber  Jacobi  in  überraschender 
Weise,  dass  die  Lösung  des  allgemeinen  Transformationsproblems  ver- 
mittelt wird  durch  elliptische  Functionen,  deren  Argumente  Theile  von 
Perioden  sind;  für  w  =  5  insbesondere  hat  man  (Fund.  S.  37) 

«v         4/r      ,5/     .  AmK+AmiK'    .  8mK+8m'iK' 

2)  yi  =  /{/*  stn  coam sm  coam - , 

ö  o 

wo  m,  m  beliebige  ganze  Zahlen,  nur  nicht  gleichzeitig  ^0  (modb)  sein 
können. 

Diese  zweifache  Art,  das  Transfoftnationsproblem  zu  lösen,  ist  nun 
besonders  für  die  Algebra  fruchtbar  geworden.  Es  ist  der  Umstand  an 
sich  schon  von  Interesse,  dass  die  Wurzeln  einer,  wenn  auch  speciellen 
Gleichung  sechsten  Grades,  die  durch  Radicale  nicht  angebbar  sind,  durch 
elliptische  Functionen  ausgedrückt  werden  können  und  dass  umgekehrt 
die  sechs  Ausdrücke  2)  die  Wurzeln  einer  Gleichung  sind,  deren  Coeffi- 
cienten  rational  von  k*  abhängen. 

Die  Ausdrücke  2)  sollen  wie  folgt  bezeichnet  werden: 

,v    .  .  K  +  QiK'  '.  Q  K+QiK* 

vQ  =kf*  stn  coam  4 stn  coam  8 -~ 

x  5  5 

3)  {  (o  =  0,l,2,3,4), 

if^  s=  kr*  stn  coam  — —  stn  coam  — — . 
5  5 

Ausserdem  aber  empfiehlt  sich  wegen  der  später  anzuwendenden  Substi- 
tutionfltheorie  die  Einfuhrung  gebrochener  Indices.     Man  setze  allgemein 

,s,    .  AmK  +  m'iK'    .  QmK+m'iK' 

4)  Vmc  =  k  '•  sm  coam  4 stn  coam  8 . 

=■  5  5 

IN 

Jecfcr  gebrochene  Index   ist  einem   ganzzahligen   äquivalent;   es  ist 
nämlich,  wenn  m  und  m    beide  von  Null  verschieden  sin 


ig&e^byC 
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t;m'  =  tv,  wo   tnv  =  m'  (tnodS), 
oder,  wie  man  nach  dem  Vorgange  von  Gauss  bisweilen  schreibt, 

—  =  v  (mod  5). 
Hiernach  ist  immer 

2  8  4 

Die  Bezeichnung  4)  steht  offenbar  mit  3)  nicht  in  Widerspruch. 

Abgesehen  von   dem  Factor  &5'«,   sind   die  Ausdrücke  4)   sämmtlich 

von  der  Form 

mAK  +  mAiK' 

stn  coam  w  stn  coam  2  w,    wo    w  = . 

5 

Dies  ist  rational  in  sirfiamto  darstellbar;  denn  für  den  zweiten  Factor  hat 

man  unmittelbar 

Ä  1  —  2  sirr  amw  +  k*  sin*  am  w 

sincoam2n>  =  - — ni9    .    .,    .  4 . 

a  l  —  2k*stri*am?v-\'k1'sin*amw 

5)  sin  am  5  w  =  sin  am  w .  f(sin* am  tv) 

folgt  ferner  durch  Differentiation  eine  Gleichung  von  der  Form 

6)  cosamhw  Jamhtv^^f^sin^amw)  .  cosamw  Jamtv, 

wo  die  linke  Seite  =1  ist.     Andererseits  hat  man 

cosamtv  Aamw 

stn  coam  w  = ,ft    .  9 , 

1  —  kr  stn*  am  w 

wo   der  vorigen  Gleichung  zufolge  der  Zähler  in  der  verlangten  Weise 
ausdrückbar  ist.     Daher  besteht  immer  eine  Gleichung 


*(  .•       mAK  +  mAiK'\ 
7)  ©m'  =  f%  [stn*  am ^ J  f 


wo  f2  eine  vollkommen  bestimmte  rationale  Function  ist;  ihr  Argument 
ist  das  Quadrat  einer  Wurzel  der  Fünftheilungsgleichung.  Auf  die  Wur- 
zeln der  letzteren  lassen  sich  also  die  Wurzeln  der  Modulargleichung  zu- 
rückführen. 

§  2.   Die  Ftiiiftheilungsgleichung. 

Man  erhält  dieselbe  aus  der  schon  benutzten  5) ;  f  ist  eine  gebrochene 
Function,  deren  Zähler  und  Nenner  vom  12.  Grade  in  Bezug  auf  sin* am u 
ist  (vergl.  Enneper,  Ell.  Funct.  S.  319,  oder  Koenigflberger,  EU. 
Funct.  II  S.  195).     Setzt  man  in  der  Gleichung  5) 

mAK+mAiK' 

— , 

so  verschwindet  die  linke  Seite;  es  verschwindet  also  auch,  wenn  nur  m, 
m'  nicht  gleichzeitig  —0  {modb)  sind,  der  Zähler  des  zweiten  Factors  der 
rechten  Seite;  und  dieser  Zähler  giebt,  gleich  Null  gesetzt,  nchdem  x  an 
die  Stelle  von  sin  am  w  getreten,  eine  Gleichung  vom  24.  Grade 
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8)  Z=0 
mit  den   Wurzeln 

rtx  mAK  +  m'AiA" 

9)  xm%  m*  =  sin  am . 

5 

Die  24  Wurzeln  Bind  paarweise  entgegengesetzt  gleich , 

10)  ^5-111,5-111'  =  —  Xm,m", 

man  könnte  also  die  Gleichung  8)  durch  eine  Gleichung  zwölften  Grades 
mit  den  Wurzeln  x%  ersetzen.  Diese  Gleichung  zwölften  Grades  hat 
schon  Abel  untersucht,  ihre  Wurzeln  in  sechs  Paare  gruppirt,  der  Art, 
dass  sich  jede  Wurzel  durch  die  demselben  Paare  angehörende  rational 
ausdrücken  l&sst,  und  hat  darauf  die  Zurückführung  der  Theilungsgleich- 
ung  auf  eine  Gleichung  sechsten  Grades  basirt. 

Für  das  Folgende  ist  es  vorteilhaft,  die  Gleichung  24.  Grades  8) 
beizubehalten.  Sie  gehört  zur  Classe  derjenigen  Gleichungen,  zwischen 
deren  Wurzeln  rationale  Beziehungen  stattfinden,  und  zwar  kann  man 
als  Quelle  dieser  Relationen  die  folgenden  ansehen: 

H)  *«•  +  *,  m'+M'  —  %(Xm,m'>  *>,,*')  =  0  , 

wo  %  eine  vollkommen  bestimmte  rationale  Functionsform  bedeutet.    Diese 

Beziehungen   sind   eine  unmittelbare  Folge  des  Additionstheorems;   nach 

9)   ist 

(mAK+mAiK '       tiAK+n'AiK'\ 
Xm+,1,  m'+M'  =  sin  am  ^ 1 J ; 

die   Entwickelung   der   rechten  Seite   giebt   eine   rationale  Function   von 

•**»•, mS  •*>,/»'  und  von  Ausdrücken  der  Form 

mAK+mAiK'    A        mAK  +  m'AiK' 

cos  am d  am — , 

5  5 

die  nach  6)  sich  rational  durch  xm%m>  ausdrücken  lassen. 

Die  Relation  10)  ist  als  specieller  Fall  (w  +  ^i  =  5,  w'+fi'=5)  in  11) 
enthalten.  Sieht  man  von  diesem  Ausnahmefalle  ab,  so  verbindet  die 
Gleichung  11)  immer  drei  Wurzeln  miteinander;  durch  zwei  nicht  ent- 
gegengesetzt gleiche  drückt  sich  eine  dritte  rational  aus,  und  umgekehrt 
lässt  sich  eine  gegebene  Wurzel  auf  verschiedene  Arten  durch  zwei  an- 
dere rational  darstellen.  Offenbar  kann  man  beliebig  viele  weitere  Rela- 
tionen zwischen  mehr  als  drei  Wurzeln  herstellen  durch  wiederholte  An- 
wendung und  Combination  der  Gleichungen  11). 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Auffindung  eines  Kriteriums,  wornach 
zu  entscheiden  ist,  ob  sich  eine  gegebene  rationale  Function  der  Wurzeln 
der  Theilungsgleichuug  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  rational  aus- 
drücken läset  oder  nicht.  Zu  dem  Zwecke  möge  ein  Satz  von  Lagrange 
vorausgeschickt  werden. 

Sind  £|,  ...  xn  die  Wurzeln  einer  Gleichung 
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und  nicht  zwei  derselben  einander  gleich,  so  kann  man  immer  (und  zwar 
auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten)  die  Coefficienten  cx,  f2,  ...  so 
wählen,  dass  der  Ausdruck 

v\  =  ci  xi  +  c%x*  +  •  •  •  +  cn*n 
immer  andere  Werthe,    V2i   F3,  ...    V^  annimmt,  wenn  man  x1%  ...  xn 
sämmtlichen    1 . 2 .3  . . .  n  =  iV  Permutationen    (Substitutionen)   unterwirft, 
oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  dass  der  Ausdruck  Vx  keine  der  N  Sub- 
stitutionen „zulässt". 

Unter  dieser  Voraussetzung  läset  sich,  wie  Lagrange  bewiesen  hat, 
eine  beliebige  Wurzel  der  Gleichung,  z.  B.  xxy  rational  durch 
Vx  und  die  Coefficienten  der  Gleichung  ausdrücken. 

Man  bezeichne  mit  Vl%  V2,  ...  Vh  die  p  =  1 .2  ...  («  —  1)  Werthe, 
welche  Vx  annimmt,  durch  diejenigen  fi  Substitutionen ,  die  xx  nicht  per- 
motiren,  und  bilde  die  Gleichung  * 

12)  (r-vx)(r-v%)  ...iy-vj  =  i>% 

deren  p  Wurzeln  V  der  Annahme  nach  sämmtlich  verschieden  sind. 
Denkt  man  sich  die  linke  Seite  entwickelt,  so  werden  die  Coefficienten 
symmetrische  Functionen  von  a?2,  a?3,  ...  a?n,  d.  h.  symmetrische  Func- 
tionen der  Wurzeln  der  Gleichung 

X 

=  0, 

x— xx 

deren  Coefficienten  sich  nach  ausgeführter  Theiluug  rational  in  xx  aus- 
drücken; man  erhält  so  eine  Gleichung 

12)  Ar,*i)  =  o, 

deren  Coefficienten  von  xx  und  ausserdem  von  den  Coefficienten  von  X 
rational  abhängen. 

Da  Vx  zu  den  Wurzeln  der  Gleichung  12)  gehört,  so  wird  die 
Gleichung 

f(Vltxx)  =  0 

identisch  erfüllt;  es  haben  also  die  beiden  Gleichungen 

*=0,  /■(Fll*)  =  0 
eine  Wurzel  x  =  xx  gemeinschaftlich,  die  durch  ausschliesslich  rationale 
Operationen  berechnet  werden  kann,  wie  es  der  Satz  von  Lag  ränge 
aussagt;  man  erhält  für  xx  einen  Quotienten,  der  nur  dann  die  Form  # 
annimmt,  wenn  beide  Gleichungen  noch  eine  zweite  gemeinschaftliche  Wur- 
zel haben.  Das  aber  kann  nicht  der  Fall  sein.  Wäre  etwa  /(  Vx ,  x2)  =  0, 
so  hätte  die  Gleichung 

f{V,xt)  =  Q 

die  Wurzel  F=  Vx.  Nun  leitet  man  diese  Gleichung  aus  12)  dadurch 
her,  dass  man  xx  durch  xt  ersetzt,  wodurch  die  Vly  ...  V^  in  V'1}  ...  V ^ 
übergehen  mögen,  so  dass 
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f{ y> *,)  =  ( v-  V\)(.V-  V\)  ...{V-  VM) ■ 
dieser  Ausdruck  aber  kann  für  V=  Vx  nicht  verschwinden ,  weil  der  An- 
nahme nach   V\y   F'2,  ...  V'p  sämmtlich  von    Vt  verschieden  sind. 

Da  man  alle  Wurzeln  xl%  ...  xn  in  der  verlangten  Weise  darstellen 
kann,  so  folgt: 

Jede  rationale  Function  der  Wurzeln  xx,  ...  xn  der  Gleichung 
AT  =  0  lässt  sich  rational  durch  Vx  und  die  Coefficienten  der  Gleichung 
ausdrücken.     Hat  man  auf  diese  Weise  eine  Gleichung 

erhalten,  so  bleibt  dieselbe  richtig,  wenn  man  beide  Seiten  einer  und 
derselben  Permutation  der  x  unterwirft,  wobei  an  die  Stelle  des  Argu- 
ments Vx  der  Function  R  einer  der  mit  F2,  V3J  ...  Vjf  bezeichneten  Aus- 
drücke tritt;  denn  die  Herleitung  setzt  nicht  voraus,  dass  ein  Theil  der 
Wurzeln  vor  den  übrigen  durch  irgendwelche  Eigenschaften  bevorzugt  sei. 
Kehren  wir  jetzt  zur  Theilungsgleichung  und  zur  Bezeichnung  der 
x  mit  zwei  Indices  zurück.  Wir  bilden  eine  Combination  der  Gleich- 
ungen 11) 

13)  £?.[*«  +  ,!,  m'  +  fi'-*(*m,m',   tf^')]  =  0, 

wo  die  v  unbestimmte  Constanten  sind  und  die  Summe  so  viele  Glieder 
enthält,  dass  alle  Paare  von  nicht  entgegengesetzt  gleichen  Wurzeln  je 
einmal  als  Argument  der  rationalen  Function  %  vorkommen.  Nach  dem 
Satze  von  Lagrange  kann  man  die  linke  Seite  durch  Vx  ausdrücken 
und  erhält  so  eine  Gleichung 

14)  B{V1)  =  0. 

Es  fragt  sich,  ob  dieselbe  richtig  bleibt,  wenn  man  das  Argument  Vx 
durch  ein  anderes,  einer  Substitution  Sa  entsprechendes,  Va  ersetzt.  Der 
oben  über  die  Function  ty  gemachten  Bemerkung  zufolge  beantwortet  sich 
diese  Frage  dahin,  dass  die  Substitution  Va  für  Vt  in  14)  immer  dann 
und  nur  dann  zulässig  ist,  wenn  die  Substitution  Sa,  auf  13)  angewandt, 
wieder  zu  einer  richtigen  Gleichung  führt.  Substitutionen,  welche  dieser 
letzteren  Bedingung  genügen ,  lassen  sich  allgemein  angeben ;  es  sind  die- 
jenigen, welche  xr,a  überführen  in  #ar+/J$,yr+d«i  wo  a,  ß,  y,  6  ganze 
Zahlen  sind,  die  bis  auf  die  Einschränkung 

aö  —  ßy  nicht  =0(mo</5) 
beliebig  gewählt  werden   können.     Dass  man  wirklich  eine  Substitution 
erhält,   ist  leicht  zu  zeigen;  denn  sind  (r,  s),  ((>>  tf)  verschiedene  Paare 
von  Indices,  so  gilt  dasselbe  von  den  Paaren 

(ar  +  ßs,  yr  +  ds)  und  (ctQ  +  ßa,  yQ  +  öc); 
ans  der  Annahme  des  Gegentheils  leitet  man  den  Widerspruch  her 

(o  —  r) (ad  —  ßy)  =  (*—*) (ad  —  ßy)  =  0  (motf 5). 
Die  in  Bede  stehende  Substitution  lässt  sich,  da  es  nur  auf  die  Indices- 
paare  ankommt,  wie  folgt  schreiben: 
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15)  \r,s         ar+ßs,     yr+ö s  |. 

Qie  verschiedenen  Substitutionen  dieser  Art  erhält  man,  wenn  man 
die  zulässigen  Zahlenquadrupel  a,  ß}  y,  ö  anf  alle  möglichen  Arten  wählt, 
wobei  jede  dieser  Zahlen  durch  ihren  kleinsten  Rest  (modb)  ersetzt 
werden  kann. 

Wendet  man  die  Substitution  15)  auf  die  Gleichung 

11)  X**+ß*  m+ß'  —  %{Xm,m',    Xß,m')  =  0 

an,  so  erhalten  die  Argumente  von  %  die  Indicespaare 

(am  +  ßm\    ym  +  dtri)  und  («fi  +  jS^',    yf*  +  <S|t*')> 
und  die  erste  in  11)  vorkommende  Wurzel  erhält  die  Indices 

«  (m  +  fO  +  ß  {m'+fi')  =  (am  +  ßm)  +  (afi  +  ß^) 
•  und 

7  (m  +  ft)  +  6  (m'+  (i')  =  (ym  +  öm)  +  (yp  +  'fOi 

die  neue  Gleichung  würde  also  nichts  mehr  und  nichts  weniger  aussagen, 
als  die  Gleichung  11);  auch  die  Gleichung  13)  bleibt  mithin  richtig  nach 
Ausführung  der  Substitution   15). 

Umgekehrt  ist  jede  Substitution,  welcher  man  die  Gleichung  13) 
unterwerfen  kann,  von  der  Form  15);  denn  soll  das  Wurzelpaar  xm^m>y 
£ft,P'  in  irgend  ein  anderes  xH%n'%  <£?, /  übergehen,  so  kann  man  immer 
a,  (3,  y,  ö  so  bestimmen,  dass 

«m  +  Äw-»,      ym  +  öm'  =  n       , 

IE   '—  Ta    '-    '     (modb). 

aft  +  j5p=v,      yfi  +  öf*  — v 

Die    dritte    Wurzel    ist    dann    nicht    mehr    willkürlich,     sondern    voll- 
ständig bestimmt,  wenn  die  Gleichung  11)  oder  13)  richtig  bleiben  soll. 
Dieses,  in  Verbindung  mit  dem  über  die  Gleichung  14)  Bemerkten, 
lehrt,  dass 

16)  Jß(F1)=aÄ(ra)=Ä(F,)  =  ...  =  0, 

wenn  mit  St  (identische  Substitution),  £a,  &*,...  die  verschiedenen  in 
der  Form  15)  enthaltenen  Substitutionen  bezeichnet  werden,  dass  aber 
für  die  übrigen  V,  welche  anderen  Substitutionen  entsprechen,  Ä(F) 
nicht  verschwindet. 

Die  Gleichung,  welche   Viy  P2,...Fy  zu  Wurzeln  hat, 

(r-vl)(v-ri)...{v-vJt)  =  o 

oder 

17)  f*+/>1f*-'+...+/>a=o, 

hat  zu  Coefficienten  Plt...P#  symmetrische  Functionen  aller  x,  also 
rationale  Functionen  der  Coefficienten  der  Gleichung  8). 

Die  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der  Gleichung  17)  und  der  folgenden 

18)  Ä(F)  =  0 
sind  nach  16) 

und  nur  diese.  Sucht  man  also  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
der  Ausdrücke  17)  und  18),  erhält  man  eine  Gleichung 
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19) 


F*  +  01F*-i+...+0,=O 


mit  rationalen  Coef&cienten  und  den  Wurzeln   Fn  Va%  FA,  .... 

Auf  der  Existenz  einer  solchen  Gleichung  beruht  der  Beweis  des 
folgenden  Satzes: 

Jede  rationaleFunction  ^der  Wurzeln  xryS  der  Theilungs- 
gleichung,  welche  durch  Anwendung  sämmtlicher  Substitu- 
tionen der  Form 

.k,J         <*r  +  ßs,     yr  +  ös\ 
in   einen   gleichwertigen    übergeht,    ist    rational  durch   die 
Coefficienten  der  Gleichung  ausdrückbar. 

Der  Voraussetzung  nach  ist  W=  ^,  =  *Fa  =  *P*  =  . . . ,  also  folgt,  wenn 
man  *F  wieder  durch    Vx  ausdrückt, 

V=F(Vt)  =  F(ra)  =  F(Vb)=... 


oder 


V~±lF(Vl)  +  F{Vm)  +  F(Vk)+...'], 


d.  h.  lP  ist  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  der  Gleichung  19), 
ilso  eine  rationale  Function  von  Qt ,  ...  QTy  mithin  selbst  rational« 

§  3.   Die  Wurzeln  der  Modulargleichung. 

Auf  die  Wurzeln  der  Modulargleichung  übertragen ,  giebt  der  soeben 
bewiesene  Satz,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  7),  den  folgenden:* 
Solche  rationale  Functionen  der  Wurzeln  vm'  der  Modu- 

m 

largleichung,    welche    durch    Anwendung    sämmtlicher   Sub- 
stitutionen der  Form 
20)  —  «m'+ßm 

m  ym'  +  dm 

angeändert  bleiben,  sind  rationale  Functionen  von  £^. 
Die  Substitutionen  20)  oder 
av  +  ß 


20) 


(v  =  oo,0,l,...4), 


yv  +  d 

mit  welchen  wir  es  hier  zu  thun  haben,  beziehen  sich  auf  sechs  Elemente 
p»i*oipn  •■•  r4»  ^r  welche  es  im  Ganzen  720  Substitutionen  giebt.  Die 
Zahl  der  verschiedenen  Substitutionen  20)  beträgt ,  wie  sich  zeigen 
wird,  120. 

Sei  erstens  y=0,  dann  darf  man  immer  6*  =  1  setzen,  da  man  für  d>  1 
durch  Multiplication  des  Zählers  und  Nenners  mit  einer  geeigneten  ganzen 
Zahl  an  die  Stelle  von  ö  eine  Zahl  =  1  (mod  5)  bringen  kann.     Man  er- 
hält so  die  20  Substitutionen 
21)  |v         av  +  ß\ 

(a=l,2,3,4;    j3  =  0,l,2,3,4) 


*  Vgl.  Hermite,  I.e.  S.59. 
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Zweitens  sei  y  nicht  =  0  [mod 5);  dann  darf  man  y  = 
erhält  die  100  Substitutionen 


l  nehmen  und 


oder 

22) 


ai 
v          — 

V 

>  +  ß 
+  6 

v          a- 

v  +  ö 

(« 

(z/  =  «6-/3) 


wo  «,  6,  2/  unabhängig  von   einander   die  folgenden  Werthe  annehmen 
können : 

«  =  0,1,2,3,4;     d  =  0,  1,2,3,4;     ^=1,2,3,4. 

Functionen  der  0,  welche,  ohne  symmetrisch  zu  sein,  den  Beding- 
ungen des  Galois' sehen  Satzes  genügen,  hat  Hermite  wirklich  ge- 
bildet.    Er  beweist  den  Satz: 

Symmetrische  Functionen  der  folgenden  fünf  Wurzel- 
verbindungen 

(•«  -  *o)  (»1  "  »J  (p*  -  vs)  =  ~o. 

23)  \  (v^  —  t>2)  (t>3  —  rx)  (i>4  —  v0)  =  z2 , 

(»oo  —  *3)  (»4  -  *i)  (»0  -  ül)  =  *8  » 
(»•  -  O  K  -  »«)  K  -  »«)  =  *4 

ändern    sich    entweder    nicht    oder    ändern    ihr   Vorzeichen, 
wenn  man  sie  den  Substitutionen  20)  unterwirft. 

Die  Ausdrücke  23)  lassen  sich  in  den  einen  zusammenfassen 
24)     zxs=(v„  —  vi)(vl+x  —  f4+0(p2+i  —  «*+*)  (1  =  0,  1,2,3,4). 

Wenn  k  >  0 ,  ist  auch 

*2  —  —  (-gj  (».  —  »i)  (»0  ~  ***)  (»3*  —  p^i 

wo  ( v  )  =  + 1  oder  —  1 ,  je  nachdem  X  Quadratrest  (mo<*5)  ist  oder  nicht. 

Durch  die  Substitutionen  21)  geht  z*,  wenn  man 
25)  ak  +  ß  =  fi(modS) 

setzt,  über  in 

Ko  ""  *>)  (r«+P  —  ^a+f*)  (*2«  +  ja  —  p3a+p)  t 

d.  h.  in  tfg,  wenn  «=1  oder  4,  in  —2/*,  wenn  a  =  2  oder  3. 

Erhält  nun  der  Index  A  nach  einander  die  Werthe  0,  1,...4,  so 
durchläuft  fi  dieselben  in  anderer  Reihenfolge,  wie  aus  der  Congruenz 
25)  hervorgeht;  symmetrische  Functionen  der  fünf  z  gehen  also,  bis  auf 
das  Vorzeichen,  in  sich  über. 

Noch  ist  die  Wirkung  der  100  Substitutionen  22)  zu  untersuchen. 
Man  darf  sich  aber  auf  die  20 

—  J 


26) 


v  +  ö 
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beschränken;  denn  sobald  gezeigt  sein  wird,  dass  diese  die  z  in  ein- 
ander überführen,  folgt  dasselbe  für  die  Substitutionen  22);  eine  der 
letzteren  hat  nämlich  genau  dieselbe  Wirkung,  als  hätte  man  zuerst  die 
Substitution  26),  dann  aber  die  schon  in  der  Form  21)  enthaltene 

|v         v  +  a\ 
ausgeführt. 

Was  nun  die  Wirkungen  der  Substitutionen  26)  betrifft,  s,o  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass  in  allen  Fällen 

zi  übergeht  in  (  -j.^, 
wo  sich  p  durch  die  Coogruenz 

(k  +  ö)ti==2J{modb) 
bestimmt.     Ersetzt    man    überall    die    gebrochenen   In  die  es    der   e   durch 
ganze  (vgl.  §   1),  so  erhält  man  aus  **,  je  nachdem 

A  +  d  =  0,l,2,3,4(ffiotf5) 
ist,   die  folgenden  Ausdrücke: 

wo  immer  d«6  Pluszeichen  gilt,  wenn  ^=1  oder  4,  das  Minuszeichen, 
wenn  ^f  =  2  oder  3  (tnodb). 

£s  möge  hier  der  sehr  einfache  Beweis  eines  Satzes  Platz  finden, 
welchen  Her  mite  (/.  c.  S.  8)  angiebt  und  welcher  für  das  Folgende 
von  Wichtigkeit  ist. 

Die  Function  zi  (Function  von  k)  geht,  wenn  k  durch  —  ersetzt 
wird,  über  in  j^-n+x. 

Geht  k  über  in  — ,  so  geht  bekanntlich  über 

K  in  k(K  +  iK'),     A"  in  kK\ 
also  wegen 

/,       1\  1 

stn  coam  I  k  u ,  —  I  = 

\        kj       stn  coam  u 

(Fundamente  pag  7 1)  geht  über  [vgl.  den  Ausdruck  4)] 

1  1 


*w  io 


—         *V.  sincoam$[(m  +  m)i K'  +  m Ä']  $incoam% [(m  +  m')i K'  +  mK) 
v0  also  in ,     *«   in *— 

Das  Product  der  sechs  v  ist  aber  gleich  dem  von  t?  unabhängigen  Gliede 
der  Modulargleichung,  also  =  —  u6  =  —  £%. 
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Symmetrische  Functionen  der  z  sind,  wie  man  sieht,  im  Allgemeinen 
nicht  symmetrische  Functionen  der  r.  Unter  ihnen  ist  eine  ausgezeich- 
net, deren  Quadrat  man  sogleich  als  eine  symmetrische  Function  der  v 
erkennt,  nämlich  _ 

zo  zi  h  hz4  =  n  («V  -  »«)  =  V  D , 
das  Product  der  15  Wurzeldifferenzen;  ihr  Quadrat,  die  Discriminaute  D 

der  Modulargleichung,  ist  rational  in  u=  yk. 

Aber  man  kann  ferner  zeigen,  dass  auch  Y D  rational  ist  und  dass 
infolge  dessen  die  Giltigkeitsbedingungen  des  Galois'  sehen  Satzes  eine 
Einschränkung  gestatten. 

§  4.   Die  Discriminante  der  Modulargleichung. 

Um  das  Quadrat  D  des  Productes  der  15  Wurzeldifferenzen  vr  —  v,  der 

Gleichung 

1)  G  =  t>6  +  4«öi>5  +  5m*»4  -  5mV  -  4  uv  -  m6  =  0 

zu   finden,   könnte   man  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  Elimination 

v 
verfahren,  also  die  Gleichung  homogen  machen,  indem  man  statt    v 

setzt,  mit  nfi  multiplicirt,  dann  aus -r-  =  0.     —  =0    v  und  w  eliminirt. 
r  dv  dw 

Dabei   ergiebt   sich   eine   zehnreihige  Determinante   (die  man  durch  eine 

fünfreihige  ersetzen  kann,  deren  Elemente  zweireihige  Determinanten  der 

Elemente  der  ersteren  sind):   die  fünf  Horizontalrcihen ,  welche  von  - — 

' '  dw 

herrühren,    haben  sämmtlich   den   Factor   «;    nach   dessen  Ausscheidung 

haben  noch  die  beiden  von  Null  verschiedenen  Elemente  der  letzten  Ver- 

tical reihe  den  Factor  w,   D  also  den  Factor  u6.     Da  ferner  ein  Glied  der 

Determinante  sechsmal  den  Factor  m5,  viermal  den  Factor  m6  enthält,  so 

erreicht  D  den  Grad  54. 

In  dem  vorliegenden  Falle  der  6ehr  speciellen  Gleichung  sechsten 
Grades  braucht  man  nun  die  zehnreihige  Determinante  nicht  wirklich 
auszurechnen,  um  ihren  Werth  zu  ermitteln;  man  kann  Werthe  von  u 
angeben,  für  welche  die  Gleichung  1)  mehrfache  Wurzeln  hat.  Abgesehen 
von  dem  Falle  m  =  0,  in  welchem  alle  sechs  Wurzeln  =0  werden,  hat 
man 

für  «8=  1  G  =  (v  +  tfi)4  (*2 -  w2) 

für  w8  =  -l     G  =  (»-wö)2(p4  +  6u603~6MV-6M7e>  +  «4). 

In  beiden  Fällen  besitzt  also  G  einen  mehrfachen  Factor,  daraus  kann 
man  bereits  schliessen,  dass 

wo  die  Exponenten  vn  v2  noch  zu  bestimmen  sind,  ein  Factor  der  Dis- 
criminante  ist.    Für  u  =  ^—  1 ,  v  =  m5  verschwinden  nicht  nur  G,  -r- ,  son- 
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dG  8/ 

dem  auch  — ,  also  ist  w  —  \—  1    Doppelfactor    der    Discrimante ,    und 

v8  =  2.    Für  Mcsj/1   hat    die    Gleichung    nicht    nur    eine  Doppelwurzel, 

Bondern  eine  fünffache  Wurzel  !>  =  —  w5=  +  m,  deshalb  ist  w  — |7l  vier- 
facher Factor  von  D.     Der  Ausdruck 

h«(m8-1)4.(W8+1)* 
ist   vom  Grade    54,   also  von  D  nur  noch  um  einen  numerischen  Factor 
g*  verschieden.     Hieraus  folgt,  wenn  man  wieder  u  durch  k^  ersetzt, 
27)  n(vr-vt)=j/D  =  g2.M(l-k*)*(l+k*). 

Bedeutet  uQ  eine  beliebige  achte  Einheitswurzel,  so  werden,  wie  ge- 

o  rt 

zeigt  worden,  fünf  Wurzeln  v  einander  gleich  (=  — w08),    ohne  dass  — 

verschwindet.  Ist  nun  u  wenig  von  uQ  verschieden,  so  werden  auch  fünf 
Wurzeln  t>  wenig  von  w06  verschieden  sein,  und  diese  können  dann  ent- 
wickelt werden  in  eine  Reihe  der  Form 

-V+yi.("~«o)1A+y2(«-«o)Vs+-.-> 

welche  für  kleine  m  —  u0  fünf  wenig  von  einander  verschiedene  Wurzeln 

darstellt.     In  einem  beliebigen  der  Ausdrücke  ?*  werden  also  zwei  Fac- 

toren  für  unendlich  kleine  «  — w0  unendlich  klein,  wie  (u  —  u0)\  öderes 

bleibt 

• r«-  endlich  für  w  =  m0: 

(m-w0)A 
und  da  u0  eine  beliebige  achte  Einheitswurzel  war,  so  bleibt  auch 

,     **     ,    endlich  für  ««==1, 
(u8— l)/s 

Hieraus  folgt  weiter: 

Eine  ganze  homogene  Function  «ten  Grades  der  z  ist  durch 

2« 

(u8  —  1)  *  theilbar,  der  Art,  dass  der  Quotient  für  u8=l  nicht 
unendlich  gross  wird«  Für  das  Product  aller  z  z.  B.  hat  man  n  =  5, 
also  ist  j/D  theilbar  durch  (t*8— l)2,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde. 

Ist  F  eine  symmetrische  Function  der  *,  welche  durch  einen  Theil 
der  Substitutionen  20)  ihr  Zeichen  ändert  [was  nur  durch  solche  Substi- 
tutionen geschehen  kann,  für  welche  ad—ßy  quadratischer  Nichtrest 
(modb)  ist],  so  bleibt  doch  die  Function 

FF 

durch  jede  der  120  Substitutionen  ungeändert,  genügt  also  vollkommen 
den  Bedingungen  des  Galois'  sehen  Satzes  und  ist  rational.  Da  aber 
JI(©r  — v#)  rational  ist,  so  muss  dasselbe  von  F  gelten,  und  man  hat 
den  Satz: 

Alle  rationalen  Functionen  der  Wurzeln  vf  der  Modulargleichung, 
welche  die  60  Substitutionen 
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^^         [ctö-ßy  Quadratrest  {modb)] 
y  v  "p  o 

ilassen,  sind  rational  in  &%. 

Daraus  folgt  in  Verbindung  mit  dem  in  §  3  Bewiesenen  der  fol- 
mde  Satz,  der  Angelpunkt  der  ganzen  Theorie: 

Rationale  symmetrische  Functionen  von  ;0,  t19  ...  ?4  sind 
ktionale  Functionen  von  k^. 

§  5.   Die  Gleichung  fünften  Grades,  welcher  z0,  z19  •..  z4  genügen. 

Diese  Gleichung  sei 

z*+AlZ*  +  A2z*+AAz  +  Ab=0. 
Die  A9   sind   ganze  homogene  symmetrische  Functionen  v1"1  Grades 
m  s09^i9  •••24;   sie  sind   rationale,  und   zwar  ganze  Functionen  von 

k  =  u,    da    die  t>,    also   auch   die   z>    mit   k   zugleich   unendlich  klein 

srderu 

Der  Coefficient  A5  ist  bereits  [Gleichung  27)]  bis  auf  einen  numeri- 

hen  Factor  bekannt.     Um  die  übrigen  Coefficienten  zu  finden,  wendet 

ermite  einige  Kunstgriffe  an,  welche  die  Berechnung  mit  Leichtigkeit 

iszuföhren  erlauben. 

Die  t>  haben  [vgl.  4)]  sämmtlich  den  Factor  Ar%,    welcher  nicht,  wie 

und  K\  eindeutig  von  k2  abhängt,  sondern  für  ein  gegebenes  A*  noch 

if  acht  verschiedene  Arten  gewählt  werden  kann.     Ersetzt  man  u  durch 

i,   wo   d  eine  beliebige  achte  Einheitswurzel  ist,  so  gehen  die  v  über 

ä5t>,  die  z  also  in  dlsz  =  d"iz]  ist  also 

^=0«*»  +  bvP*  +  c\P*  +  . . . , 

muss  auch  folgende  Gleichung  richtig  sein: 

A-*  A,  =  aia*u?9  +  btf'tß*  +  cö**  u**  +  . . . , 

ithin  ist 

dtt9+*  =  60*+*  =  . . .  =  1  oder  a*  =  ß*  =  . . .  =  8  —  v  {modS). 

[ernach  darf  man  setzen 

28)  'A9  =  «a*  («  +  btfi  +  cu*  +  . ..  +  Au8**), 

3  <*,  =  8  —  v(mod&). 

A  1 

In  §  3  ist  bewiesen,    dass  Ay  in  —£-  übergeht,    wenn    k    durch  — 

Betzt  wird.     Aus  28)  folgt  also  die  Gleichung 

^  =  u-«'  (a  +lu~*  +  cu~19  +  . ..  +  hu~***) , 

siehe  nach  Multiplication  mit  w6*  genau  mit  28)  übereinstimmen  muss; 
e  Vergleichung  der  niedrigsten  Exponenten  von  u  giebt  dann 

Sq9  =  6v  —  2ofv. 
Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  Bewiesenen  ist  ferner 
At  theilbar  durch  (1  -  ti8)Vs*, 
jo,  da  die  A*  ganze  Functionen  sind, 


Von  Dr.  H.  Krby.  143 

At  und  A%  tbeilbar  durch  1  —  w8 
As  und  AA  tbeilbar  durch  (1  —  t*8)2. 
Sehen  wir  nun,   ob  diese  Bedingungen,  in  Verbindung  mit  den  so- 
eben abgeleiteten 

a,  =  8  —  v(mod8),         8p,  =  6v  —  2a, 
erfällt  werden  können. 

Für  v  =  l  würde  man  für  q9  einen  negativen  Exponenten  erhalten, 
also  verschwindet  Av  Für  A%  hätte  man  er»  =  6,  p,  =  0;  dann  aber  ist 
die  Bedingung  der  Theilbarkeit  durch  1  —  u8  nicht  erfüllt,  also  ver- 
sehwindet auch  A%.  Für  v  =  3  wäre  o3  =  5,  ps=  1 ;  aber  t<5(fl  +  6?/®)  ist 
nicht  tbeilbar  durch  (1  —  u8)2,  daher  ^s=0. 

Für  v  =  4  ist  a4  =  4,  ^4  =  2;  sämmtlichen  Bedingungen  kann  genügt 
werden  durch  die  Annahme 

wo  nur  noch  der  numerische  Factor  gx  zu  bestimmen  ist. 

Die  Gleichung  fünften  Grades  hat  somit  die  Jerrard'sche  Form 
29)  z*  +  gi.kk'*.z  +  g2.Mk'*(l+k*)  =  0. 

§  6.   Bestimmung  der  numerischen  Coef&oienten. 

Die  Integralmoduln  /,  wie  sie  aus  der  Transformation  fünfter  Ord- 
nung hervorgehen,  hängen  ebenso  ab  von  q5,  0,/s,  sq1^,  ...  *V'S  (s  fünfte 
Einheitswurzel)  wie  der  ursprüngliche  Modul  k  von  q  abhängt  vermöge 
der  Relation 

,f_P»(0.9)T 

Aus  einer  nach  Potenzen  von  q  fortschreitenden  Reihenentwickelung 

f&r  y  k  ergeben  sich  also  leicht  die  Entwickelungen  für  die  v  =  yl    und 
sodann  auch  für  die  z. 

Es  ist  

m  V  ♦,((>)        ' 

Aus  der  Gleichung 

folgt  sofort 

also  giebt  die  Gleichung  30) 

Da 

l  +  2g  +  2^  +  2^+-  =  1-2g  +  V-8g8+1^-24gS-" 
so  erhilt  man  die  Entwickelnng 
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32)  ^Är=j/2^(l-^  +  2^-3^8  +  4/-6^...).* 

\K'  <  — 

Setzt  man  q  =  eint,   wo  r  =  —p-y  so  erhält  man  yk    eindeutig   defi- 

nirt  durch  die  Hermite'sche  q> -Function,  nämlich  nach  31) 

'  '  __      ijrr 

*(*)  =  =^V Y2.«<>. 

—  00 

Die  Function  <p(t)  hat,  wie  man  sieht,  die  Periode  16. 

Zwei  Wurzeln  der  Modulargleichung  erhält  man ,  wenn  man  t  durch 

5t  und   durch  —  ersetzt;  da  aber 

(jp(T)  =  g>(t  +  16)=...=9(T+4.16), 

so  erhält  man  neben  <p(t)  »'*  gleichberechtigte  Lösungen  der  Modular- 
gleichung 

und  zwar  ist 

Die  Entwickelung  32)  soll  zur  Abkürzung 

32)  fä=y2.f/''^c9q' 

o 
bezeichnet  werden;  ferner  setze  man  für  den  Augenblick 
,.  2jc  .  .  .  2n 

ö  ö 

T  +  V.16  — 

Geht    t     über     in    r- —  1      so     verwandelt     sich     g*  =  e  »     in 

5 

fw.ß5    csa$".ggt«t   während  ?  übergeht  in  s8*.p,    so  dass  aus  32)  sich 
ergiebt 

0 

Für  den  zweiten  und  dritten  Factor  des  Ausdrucks  33)  erhält  man 
hiernach 


also 


*  Vergl.  Enneper,   Ellipt.  Funcfc,    S.  406,   wo  die  Entwickelung   bie   g" 
fortg«etet  tat 
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=  j/2.Ql/«.£c9p'. (£•+*  -  c2«+4)  =  y~2.ql/«.  [(*-  s*)A  +  (f2-  f3)  ß], 

wo  -4  und  /?  folgende  Bedeutung  haben: 

^  =  2:c5«p5»-  2c5.+i  p5'+i  =  1  +p  -  6p6  -  9p6  ..., 
5  =  2*5.+2P5,+2-^5,+4P6'+4  =  2p2-4p4-12p7.... 
Beachtet  man,  das 9 

(•  -  *4)  («2  +  «3)  =  («  "  *4)2  -  («2  -  *8)2  =  -  fö. 
bo  giebt  die  Ausführung  der  Multiplication 

2^/».j/6B(^t-  B*-  Aß) 
oder,   nach  Einsetzen  der  Reihenausdrücke, 

2  ]/b.qll».  (1  +  2p  -  p2-  2ps  -  8p5 ...). 
Um  20  zu  erhalten,   hat  man  noch  diese  Reihe  zu  multipliciren  mit 
dem  ersten  Factor  des  Ausdrucks  33),  also  mit 

V*  ^I/«b3(l-P25.-.)  +  l-P  +  2p2-3p8  +  4p*-6p5...]; 
schreibt  man  dann  wieder  ql%  statt  p ,  so  hat  man  die  gesuchte  Entwicke- 
hrag 

34)  z0  =  ^23j/5^.(i  +  //.-^  +  ^A-8^...), 

m  int.m 

eine  eindeutige  Function  von  t,  wenn  man  nur  immer  q*-  durch  e    " 
ersetzt  denkt.     Die  übrigen   z  erhält  man,  wenn  x  +  l§v  an  die  Stelle 
von  r  tritt,  wodurch  sowohl  q*f*  als  ql/i  den  Factor  s3*  annehmen,  und 
da  £*  wieder  eine  fünfte  Einheitswurzel  ist,  so  sind  ?0,  zly  ...  z4  sämmt- 
lieb  in  der  Form  enthalten 

35)  *  =  j/23  }/Z.q%l«>.  s*  (1  +  «VA  -  *2*<7  U  +  f1  V' ■- 8  t5  Y* . . .) 

(v  =  0,1,  2,  3,  4). 
Aus  34)  folgt 

z04«=  2«.  52y/.o(i  +  4gV.  +  2^»-4^...)t 
es  sind  also  die  z*  in  der  Form  enthalten 

36)  26.52^,/-.f4r(1  +4£^v.  +  2e2"V/i...). 

Mittelst  dieser  Entwickelungen  kann  man  leicht  die  in  A^  As  vor- 
kommenden numerischen  Coefficienten  bestimmen. 

Nach  den  Newton' sehen  Formeln  ist,  wenn  s*  die  Summe  der  /<ien 
Wurzelpotenzen  bedeutet, 

hier  verschwinden    aber  wegen  At  =  A2=  A3  =  0  auch  sn  s2>  äsj    8°  ^ass 


*=4 


^4 


^  -Hhjr  Google 
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Das  Anfangsglied  in  der  Ent Wickelung  von  AA  nach  steigenden  ge- 
brochenen Potenzen  von  q  ist  mithin  nach  36) 

-J.5.26.52.4^/,o+V.  =  _26.53.^; 
da 

*~16  +  32  +  "M 
so  ist  das  Anfangsglied  in  der  Entwicklung  nach  Potenzen  von  k 
-24.58.*,    also  ist  fir1  =  — 2*.53. 
Dm  das  Anfangsglied  von  ^6  =  —  z0zlz2z9zi  zu  erhalten,  bilde  man 
das  Product  der  fünf  Ausdrücke  35) ;  man  findet 

-j/2!6.j/5\$%  ...  =  -j/212yö6.*%-..5 
hieraus 

?S  =  -2«Y55. 
Die  Gleichung  fünften  Grades  ist  demnach  folgende: 

37)  *-&.&. klf*.z-V.yb*.k*.V*.(l+P)  =  0. 
Setzt  man 

2      1  +  *2 

^55  '  k'i/k 
so  nimmt  sie  die  einfachere  Form  an 

38)  *  **-*-a  =  0, 

und  es  hängt  k  mit  a  zusammen  durch  die  Gleichung 

39)  *4  +  rt*-^(*s--*)  +  2*2+l=0. 

Ist  also   eine  Gleichung  fünften  Grades  in  der  Form  38)  gegeben, 

so  nehme  man  als  Integralmodul  eine  Wurzel  der  Gleichung  39),  womit 

auch  K  und  ff  bestimmt  sind.     Die  Wurzeln  der  Gleichung  38)  können 

dann  durch  die  t>,  also  nach  7)  durch  die  Functionen 

m.iK+m'.AiK' 

stnam — 

5 

ausgedrückt  werden.     Will  man  sie  wirklich  berechnen,  so  muss  mau  den 

zu   k  gehörigen  Thetamodul   g    ermitteln    und   von   den  Reihen entwicke- 

lungen  35)  Gebrauch  machen,  welche  in  der  angegebenen  Weise  beliebig 

weit  fortgesetzt  werden  können. 


z  =  2.5%.**.*'*,      ^.±±ß===a, 
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VIII. 

Deformation  eines  elastischen  geknickten  Stromleiters 
unter  Einwirkung  des  Erdmagnetismus. 

Von 

Dr.  Niemöller 

in  Eiaenaoh. 


I. 

Unter  den  elektrodynamischen  Versuchen  sind  namentlich  diejenigen 
von  besonderem  Interesse,  welche  die  Wirkung  eines  geschlossenen 
Stromes  auf  einen  beweglichen  Theil  eines  anderen  Stromes  erkennen 
lassen.  In  Folgendem  werde  ich  einen  Versuch  beschreiben,  mit  welchem 
man  noch  einfacher  und  augenscheinlicher,  als  wie  mit  dem  Amp Pre- 
schen Rechteck,  die  Wirkung  eines  geschlossenen  Stromes  oder  eines 
Magneten  auf  einen  beweglichen  Stromtheil  zeigen  kann. 

Man  knicke  einen  1500  bis  2000  mm  langen,  etwa  1  mm  dicken  Draht 
in  der  Mitte  so,  dass  beide  Drahthälften  einen  rechten  Winkel  ein- 
sehliessen.  Die  beiden  freien  Enden  klemme  man  zwischen  zwei  Holz- 
leisten so  ein,  dass  der  Draht  mit  den  Holzleisten  ein  gleichschenklig- 
rechtwinkliges Dreieck  bildet.  Die  eingeklemmten  Enden  schalte  man 
in  den  Kreis  eines  Stromes  ein,  welcher  bequem  commutirt  werden  kann. 
Bringt  man  die  Ebene  des  Dreiecks  in  den  Meridian  unter  wagerechter 
oder  schräger  Stellung  der  Holzleisten ,  so  erfährt  der  Draht  beim  Strom- 
schluss  durch  den  Erdmagnetismus  eine  Ablenkung.  Durch  wiederholtes 
rechtzeitiges  Commutiren  des  Stromes  kann  man  den  Draht  in  starke 
Schwingungen  versetzen.  —  Die  Wirkung  zweier  paralleler  Ströme  auf 
einander  zeigt  man  dadurch,  dass  man  parallel  mit  diesem  Draht  einen 
zweiten  Draht  anbringt  und  die  Wirkung  des  Erdmagnetismus  durch 
einen  Magneten  neutralisirt.  Auch  in  diesem  Falle  kann  man  die 
Schwingungen  so  stark  machen,  dass  sie  einem  grösseren  Auditorium 
sichtbar  sind.  Das  Princip  der  Gleichheit  von  Action  und  Reaction  zeigt 
man,  indem  man  abwechselnd  bald  den  einen,  bald  den  anderen  Draht 
festhält. 

Bei  einem  mit  Messingdraht  angestellten  Versuche  war  die  Länge  / 
jeder  Drahthälfte  von  der  Knickstelle  bis  zur  Befestigungsstelle  =  800  mm. 

10* 
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Der  Elasticitätscoefficient  E  der  Drahtsorte  bestimmte,  sich  ans  der  Be- 
obachtung des  Longitndinaltones  eines  1500  mm  langen  stark  gespannten 
Drahts  in  absolutem  Maass  zn  0,8374. 1014,  wenn  als  Einheiten  der  Zeit 
und  der  Länge  die  Secunde  und  das  Millimeter  angesehen  werden.     (In 

fl  fi^7^    1  AI*  Tttrr 

gewöhnlichem  Maass  ist  E  =  *  no<  '  n  =  8540  —  ,  welcher  Werth 
°  0,981. 1010  Dmm 

mit  dem  in  den  Tabellen  gegebenen  ziemlich  übereinstimmt.)  Eine  Draht- 
länge von  600  mm  verlor  im  Wasser  1085  mgr,  der  Radius  des  Draht- 
querschnitts ist  also  =  1/  =  0,7587  mm.     Die  Ebene  des  Dreiecks 

war  im  Meridian,  die  Holzleiste  bildete  einen  Winkel  von  45°  mit  der 
Horizontalebene,  so  dass  die  eine  Hälfte  des  Drahts  vertical,  die  andere 
horizontal  hing.  Die  Richtung  des  horizontalen  Drahts  von  der  Befesti- 
gungsstelle zur  Knickstelle  gab  die  Nordrichtung  an.  Die  Ablenkung 
des  horizontalen  Drahts  wurde  mit  einem  Mikroskop  beobachtet,  nachdem 
derselbe  behufs  Erzielung  einer  ruhigen  Einstellung  mit  Korkstückchen 
versehen  war,  die  auf  Wasser  schwammen.  Im  Abstände  400  mm  von 
dem  Befestigungspunkt  war  die  Ablenkung  =0,017  mm,  im  Abstände 
615  mm  war  sie  =0,034  mm  Im  magnetischen  Maass  war  die  Strom- 
stärke i  =  9,988. 

n. 

Um  die  Ablenkung  zu  berechnen,  werde  ich  zunächst  allgemein  die 
Bedingungen  herleiten,  welche  an  der  Knickstelle  erfüllt  sein  müssen.  — 
Wir  denken  uns  nahe  an  der  Knickstelle  sowohl  die  eine  Hälfte,  als  auch 
die  andere  durchschnitten,  und  zwar  soll  jede  Schnittfläche  senkrecht 
st  eben  auf  der  Schwerpunktslinie  des  betreffenden  Drahtes.  Es  bleibt 
dann  ein  aus  zwei  unendlich  kleinen  Cylindern  bestehendes  Element 
übrig,  welches  die  Knickstelle  enthält.  Bei  der  Deformation  müssen  für 
dieses  Element  folgende  Bedingungen  gelten: 

A.  Die  Kräfte,  welche  auf  das  Element  an  den  Schnittflächen  wirken 
müssen,   wenn  Gleichgewicht   bestehen  soll,    entgegengesetzt  gleich  sein. 

B.  Die  an  beiden  Schnittflächen  wirkenden  Drehungsmomente  müssen 
entgegengesetzt  gleich  sein. 

C.  Das  Element  behält  wegen  seiner  geringen  Grösse  seine  Ge- 
stalt bei. 

2>.  t)ie  Continuität  des  ganzen  Drahts  muss  gewahrt  bleiben,  d.  h. 
die  Coordinaten  der  Enden  beider  Drahthälften  an  der  Knickstelle  müssen 
während  der  Deformation  gleich  bleiben. 

Bei  der  mathematischen  Formulirung  dieser  Bedingungen  werde  ich 
die  Theorie  der  Deformation  elastischer  Drähte,  wie  sie  im  Lehrbuch  von 
C  leb  seh  gegeben  ist,  als  bekannt  voraussetzen.  Betrachten  wir  zunächst 
blos  eine  Drahthälfte.  Die  Entfernung  eines  Punktes  der  Schwerpunkts 
linie   dieser  Drahthälfte  vom  Befestigungspunkte   se^^e^wachse  inf^er 
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Richtung  vom  Befestigungspunkte  nach  der  Knickstelle.  Im  Punkte  s 
wird  mit  dem  Körper  ein  Coordinatensystem  (x,  y,  z)  fest  verbunden ,  dessen 
z-Axe  Tangente  ist  an  der  Schwerpunktslinie  und  positiv  ist  in  der 
Richtung  der  wachsenden  s.  Die  x-  und  y-Axe  fällt  vor  der  Deforma- 
tion mit  je  einer  Hauptachse  des  durch  s  gelegten  Querschnittes  zusam- 
men. Es  seien  ferner  £,  i/,  £  die  Coordinaten  des  Punktes  s,  bezogen 
auf  ein  im  Raum  festes  System;  die  Richtungscosinusse  der  x  Axe  gegen 
die  Axe  der  §,  17,  f  seien  aly  ßt1  yx;  die  Richtungscosinusse  der  y-  und 
r  Axe  gegen  die  festen  Axen  seien  resp.  a2,  08,  y2  und  a,  0,  y.  Nach 
der  Deformation  gehe  «!  über  in  a,  -f-  «\  >  ß\  in  ft  +  ß'j  etc.  Wir  nehmen 
ferner  an,  dass  die  Deformation  eine  sehr  geringe  sei,  dann  sind  die  mit 
Strichen  versehenen  Grössen  im  Allgemeinen  unendlich  klein  gegen  die 
entsprechenden  Grössen  ohne  Striche.  Sds  dx  dyy  H  ds  dx  tfy,  Z  ds  dx  dy 
seien  die  Componenten  der  äusseren  Kräfte,  die  auf  ein  Volumelement 
dsdxdy  nach  der  £-,  17-,  J-Axe  wirken;  wir  nehmen  an,  dass  £*,  27 und  Z 
nur  von  s  abhängen.  Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  der  Querschnitt 
q  nahezu  kreisförmig  sei  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen. 
Wir  fuhren  dann  noch  folgende  Bezeichnungen  ein: 

**■ '—.  '-«*■  >"=/^  *-/*?■'  *-$£■ 

Olebsch  zeigt  §  57,  dass  den  Bedingungsgleichungen  zwischen  den 
Cosinus  entsprochen  wird,  wenn  wir  setzen 


l  «  JUa  W  Zfr  W g 


a  =nlai  —  n%  ax 


ß,=  n1ß2-"*2ßi 
/  =  7r1y2  —  n%yv 


ß^i=7tßl  —  nlß 

Die  Componenten   der  äusseren  Kräfte,   welche   auf  die  Fläche  des 
durch  s  gelegten  Querschnitts  wirken,    seien  A,  B,  C,    genommen   resp. 
>  nach    den   Axen    der  x,  y  und   z.     Diese   Componenten   sind   bestimmt 

|  durch  die  Gleichungen  l 

[  Aax  +  Ba%+Ca  =  ] Üds  +  K, 

9 

'  X 

2)  Jß1  +  Bß2  +  Cß=JVds  +  L% 

8 

l 

8 

K,  L,  M  sind  Constanten,  welche  offenbar  die  nach  den  festen  Axen 
genommenen  Componenten  der  Kräfte  sind,  welche  an  der  Knickstelle 
auf  die  Endfläche  des  Drahtes  wirken. 

Die  Grössen  jt,  ni  und  n2  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen 

3)  Eq%*—£  =  -B,     Eqtf—£  =  A,     Eq&—T=0.r^ 
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Geht  ds  bei  der  Deformation  über  in  ds(l+a),  so  wird  <r=  — ;   die 

Mi  Q 

unendlich  kleinen  Verschiebungen  des  Punktes  s  nach  den  drei  festen  Axen 
sind  dann  8 


^=/Ka2 


4)  V'^faßi-nißi  +  tß)**, 

*2h  +  *y)<ts. 


0 

8 


r=J(^y8 


o 

Da  der  Draht  am  Ende  eingeklemmt  ist,  so  müssen  hierfür  die 
Grössen  aXi  ßx,  yx  etc.  verschwinden,  das  heisst,  die  Grössen  »n  »,  und 
»  müssen  für  5  =  0  verschwinden. 

Bei  der  Integration  der  Gleichungen  3)  bleiben  also  noch  drei  Inte- 
grationsconstanten  wHlkürlich;  ausser  diesen  sind  noch  unbestimmt  K,  L 
und  M,  so  dass  noch  sechs  Constanten  unbestimmt  bleiben. 

Wir  denken  uns  nun  für  die  zweite  Drahthälfte  dasselbe  Formel- 
system aufgestellt,  indem  wir  auch  hier  annehmen,  dass  s  von  der  Be- 
festigungsstelle zur  Knickstelle  wächst.  Die  Bezeichnungen  für  diese 
Drahthälfte  seien  folgende: 

schreiben   wir 


statt 

«, 

ß. 

y   etc. 

i? 

/ 
<*> 

ß\ 

/  etc. 

♦  » 

n> 

*1» 

*2 

») 

*, 

y: 

Z 

V 

r, 

n\ 

r 

)> 

^, 

tf, 

c 

1) 

u, 

v> 

w 

)) 

*, 

L, 

M 

Ol 

*, 

r 

r 

**. 

c' 

P, 

ft. 

/'* 

J'i» 

Vi» 

*i 

In 

Vi, 

Ti 

4. 

*m 

Ci 

»1. 

^i. 

■  *i 

äj,  Z-j,  Afla 

Auch  bei  dieser  Drahthälfte  bleiben  sechs  Constanten  willkürlich,  so 
dass  die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Constanten  12  beträgt. 

Nach  der  Bedingung  A.  haben  wir  nun  K+Kx  =  0,  £  +  ^=0, 
M  +  Ml=0i  so  dass  die  Gleichungen  für  A1%  Bx  und  Cx  lauten: 

l 


Axax  +  Blat  +  Cla^j  üxds  —  Ky 

"f   l 
&)  Axbx  +  Bxb%  +  Clb=JFlds  -  Z, 

8    l 
Axcx  +  &xCi  +  Cxc  =  J  Wxds  —  Af. 
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Um  die  Bedingung  B.  auszudrücken,  bezeichnen  wir,  bezogen  auf 
die  festen  Raumaxen,  mit  A,  P,  Q  die  Componenten  der  Drehungs- 
momente ,  welche  auf  die  Endfläche  der  ersten  Drahthälfte  wirken. 
N,  P,  Q  bestimmen  sich  aus: 

Nit  +  Pßi  +  Qy^Eq**^ 

6)  N**+Ph+Qyi=Eq»?g 

Na  +Pß+Qy  =  Eq&^y 

wo  überall  statt  s  zu  setzen  ist  /. 

Auf  die  anliegende  Fläche  des  ausgeschnittenen  mittleren  Elements 
wirken  dann  die  Componenten  —  A,  —  P,  —  Q. 

Wir  wollen  ferner  festsetzen,  dass  das  in  der  zweiten  Drahthälfte 
festgelegte  System  {xx,  y, ,  *2)  sich  nicht  durch  Drehung  und  Verschie- 
bung mit  dem  festen  System  zur  Deckung  bringen  lasse,  sodass  also  die 


Determinante 


bt  bt  b 


M 


=  — 1  ist.     Wir  geben  nun  für  den  Augenblick 


s&mmtlichen  Axen  der  Coordinaten  a^,  yt  und  r,  die  entgegengesetzte 
Richtung,  so  dass  die  neuen  Axen  die  Richtungscosinusse  — «,,  —  bv 
—  cx  etc.  haben.  Die  neue  «X-Axe  ist  dann  positiv  nach  der  Richtung 
von  der  Knickstelle  zur  Befestigungsstelle.  Das  neue  Coordinatensystem 
lftsst  sich  dann  mit  dem  festen  zur  Deckung  bringen.  Lassen  wir  noch 
für  den  Augenblick  s  in  der  Richtung  nach  der  Befestigungsstelle  wachsen, 
so  wirken  auf  die  der  zweiten  Drahthälfte  anliegende  Fläche  des  aus- 
geschnittenen Elementes  die  Componenten  A,,  Pl%  Qly  die  sich  aus  den 
Gleichungen  bestimmen: 

*,  (-  «,)  +  *>,  (~  *i)  +  Ö,  ("  «,)  -  ** ** ^ 
*i ("  «,)  +  #»,  (- bt)  +  Qt  (-  *,)  =  Ä»*"^ 

*.  (-  «)  +  ^i  (-  >>)  +QA-  0  =  *«  »*  ^f  ■ 

Vertauschen  wir  jetzt  wieder  die  Richtung  von  s,  so  werden  auch 
die  rechten  Seiten  das  —-Zeichen  bekommen.  Gemäss  der  Bedingung  B. 
müssen  die  Gleichungen  stattfinden :  —  A '+  Nx  =  0 ,  —  P  +  Pt  =  0, 
-0  +  ^  =  0. 

Lassen  wir  noch  den  Factor  Eq  fort,  so  erhalten  wir 
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a     dnA  .  .o     dn9  ,   Ä„    dit        a     dpx  ,  .«     dp9  t  ~    dp. 
n  ds          '*  ds            '  d$            l  ds            *  ds  ds 

Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  resp.  mit  or19  ßly  yly  ferner  mit 
"si  ßs)  7t  un^  "'  0,  y,  und  addiren,  so  erhalten  wir 

*i^  =  **cos{x,x1)^  +  l*cos(xyyl)^  +  &cos(x,zl)^ 

»*g  =  x«  co.  (*,  *,)  ^  +  *■  co*  (*,  fl)  ^  +  0»  co*  (*,  *,)  g. 

Das  System  gilt  nur,  wenn  das  Coordinatensystem  {xti  y19  zt)  sich 
mit  dem  festen  System  oder  mit  dem  System  xy  y,  z  nicht  zur  Deckung 

cos  (x  xx )     cos  (x  yx)     cos  (x  zt ) 
cos(yxt)     cos(yyt)     cottyz^)      muss 
cos{zx1)     cos(zyt)     cot  (z  zj 
also  =  —  1  sein. 

Um  die  Bedingung  C.  zu  erfüllen ,  haben  wir  auszudrücken ,  dass  die 
Winkel,  welche  die  Azen  x>  y,  z  mit  den  Axen  xly  ylf  zx  bilden 
zu  beiden  Seiten  des  ausgeschnittenen  Elements,  bei  der  Deformation 
ungeändert  bleiben.     Also  muss 

^+Mi+«i7i=te+0(«i+«\)+& 

sein,  oder,  da  wir  nur  sehr  kleine  Deformationen  betrachten, 

0  =  a1a\  +  alal  +  ßlb'l  +  b1p1  +  ylc1  +  clyv 
Benutzen  wir  die  Formel  1),  so  geht  diese  Bedingung  über  in 
p%cos(X)Zx)  +  n^.cos(zyx1)  =/)C05(a:,y1)  +  ncos(y,xl). 
Die  acht  anderen  Gleichungen  sind 

p%cos (y  zx)  +  *  cos (xxx)  =  p  cos (y yx)  +  nx cos {zxx\ 
p%cos  (z  zx)  +  »i  cos  [y  xx)  =  p  cos  (zyx)  +  «g  cos(xxx), 
p  cos  (x  xx)  +  «,  cos  (z  yx)  =  px  cos  (x  zx)  +  »  cos  (y  yx), 
8)  p  cos{yxt)  +  7t  cos(xyt)=  pxcos(y  zx)  +nlcos(zyl), 

p  cos  (z  xx)  +  nx  cos  (y  yx)  =  p,  cos  {z  zt)  +  it%  cos  [xyx\ 
px  cos  (x  y  x)  +  n2  cos  (z  zx)  =  pg  cos  (a?  xx)  +  ncos{y  zj, 
p1cos(yyl)  +  n  cos(xzx)~p%  cos[yxx)  +  nlcos{zzl\ 
px  cos  (zyx)  +  nx  cos  {y  zx)  =  p8  cos(z  xx)  +  n%cos  (xzx). 

Von  diesen  neun  Gleichungen  sind  nur  drei  von  einander  unab- 
hängig. 

Die  Bedingung  D.  erfüllen  wir  durch  Gleichsetzung  der  drei  Aus- 
drücke 4)  mit  den  entsprechenden  drei  anderen  für  die  andere  Draht- 
hälfte. 

Die  Anzahl  der  aufgestellten  Bedingungsgleichungen  genügt  gerade, 
um  die  Integrationsconstanten  zu  bestimmen. 
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m. 

Obige  Formeln  wollen  wir  jetzt  zur  Berechnung  der  Ablenkung  des 
im  Versach  benutzten  Drahtes  anwenden.  Die  £|-  Ebene  falle  zusammen 
mit  der  Meridianebene;  wir  haben  dann  die  Ablenkung  rf  der  einzelnen 
Punkte  des  Drahtes  zu  berechnen.  Die  z-Axe  ist  nach  der  Knickstelle 
gerichtet,  die  y-Axe  soll  parallel  der  i^Axe  sein.  Die  oj-Axe  soll 
so  gerichtet  sein,  dass  sich  das  System  zur  Deckung  bringen  lässt  mit 
dem  festen.  In  der  zweiten  Drahthälfte  sei  wieder  die  z-Axe  nach 
der  Knickstelle  gerichtet,  die  yt-Axe  sei  entgegengesetzt  der  17-Axe; 
die  Xj-Axe  ist  so  zu  wählen,  dass  das  System  sich  nicht  mit  dem 
festen  zur  Deckung  bringen  lässt.  Die  Cosinus  haben  dann  an  der 
Knickstelle  folgende  Werthe: 


cosxxl  =  0 
cosxy1  =0 
cosxz1  =  1 


cosyxt  =  0,         coszxt=  —  1, 
cosyyl  =  —  1,      coj2yx  =  0, 
cos  y  zi  =  0,  cos  z  zx  =  0. 

Das  feste  System  £q£  soll  gleichgerichtet  sein  mit  dem  System  (a?,y,*), 
dann  ist 

«1==  1»     «j  =  0,     a  =  0, 
&  =  0,     ft=l,     0  =  0, 
yi  =  0,     y2  =  0,     y«l, 
ferner 

öj  =  0,         tf2  =  0,         a=l, 
6j  =  0,         62  =  -  1,     6  =  0, 
cx  =  — 1,     c2  =  0,         c==0. 
Die  Bedingungen  7)  gehen  über  in 

die  Bedingungen  8)  in 

10)  P  =  —  »ii     Pl  =  »,     P2=«2- 

Wir  können  annehmen ,  dass  V  und  Fj  von  s  unabhängig  seien,  die 
zweite  der  Gleichungen  2)  liefert  dann  B  =  V  (/  —  s)  +  L. 

Aus  der  ersten  der  Gleichungen  3)  findet  sich,  wenn  a0  eine  Con- 
stante  ist, 

also  ist 

Die  Ablenkung  1?'  berechnet  sich  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  4), 


dsy  also  ist 
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11)  Eq^n'^-tr-. = ~-an^.. 


24         6        ~6~      Oo2' 
an  der  Knickstelle  ist 

12)  Eqx't, __T-ao-. 

Ans  5)  findet  man 

-Bl  =  V1(l-s)-Lt 

aU°  Ut  /*»      ^/\      Ls* 


=  -ypl**l 


iy1    ist  =  —  lp1dsi  also 

Ä?x  *  _  F,  ^____J  +  _  +  _. 
An  der  Knickstelle  ist 

i3)  **«v—  4-+T+"!"- 

Da  i}'  und  *j/  nach  Z>.  gleich  sein  müssen,   so  erhalten  wir  durch 
Subtraction  von  12)  und  13) 

Nach  der  dritten  von  den  Gleichungen  3)  können  wir  setzen 

Eqd*n=*As,     EqQ*p  =  Bsy 

wo  A  und  2fr  Constanten  sind. 

Nach  den  Gleichungen  9)  ist 

Vfl                                  V  P 
15)  /?  = __i|_,0f    ^  = i_+Z,,+  fro. 

Nach  den  Gleichungen  10)  ist 

«)         —(¥-4-'-.).  '-•(£+?+*). 

17)  aist«^. 

x* 

Wir  kehren  die  Vorzeichen  der  zweiten  Gleichungen  15)  und  16) 
um,  durch  Addition  sämmtlicher  Gleichungen  15)  und  16)  erhält  man 

18)  o  =  (F-ri)?(i  +  j)+£/(2  +  «)  +  («0+60)(l  +  «). 
Ans  14)  nnd  18)  findet  sich 

M)  x._J(F-rl).i.|±J. 

Die  erste  der  Gleichungen  15)  combinirt  mit  der  zweiten  der  Gleich* 
ungen  16),  liefert 


20)  i(F/  +  2£)  +  |(2F/  +  3£) 


"o- 


1+« 
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Die  Gleichungen  11),  19)  und  20)  lassen  v\  in  jedem  Punkte  be- 
rechnen.     Die   Ablenkung   an    der  Knickfitelle   ist  =  V-Q  ri     »,.    ,     ?  » 

4o  &qx*(l  +  «) 

Bei   kreisförmigem  Querschnitt  ist  $x2  =  — -  und  «  =  —=-— — . 

Wir  wollen  nach  Poisson's  Annahme  p=*£  setzen,  dann  ist  a  =  0,8. 
Ist  G  die  absolute  Intensität  des  Erdmagnetismus,  x  der  Inclinations- 
winkel,  so  ist  nach  dem  Biot-Savart' sehen  Gesetz 
F  =  G  t  sinx,     P2  =  £i  cosx. 
Ist  ferner  T  die  Horizontalintensität  des  Erdmagnetismus,  so  ist 

e-JL, 

cosx 
also  ist 

V^Tiiang»,      Vt=Ti. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  #  =  67°  sei  und  7  =  1,84. 
Bezeichnet    man    den   Numerus    zu  einem   Logarithmus   durch   Ein- 
klammern des  Logarithmus,  so  findet  man 

Z  =  -3945,     F/  =  34638, 
[0,25625]  $*  -  [3,70889]  s3  +  [6,66969]  s8 
fl~~  [13,33831] 

Ist  s  =  615  mm,  so  ist  q  =  0,038  mm, 

während  beobachtet  wurde  0,034  mm. 

Ist  s=400  mm,  so  ist  ij  =  0,014  mm, 

beobachtet  wurde  0,017  mm. 

In  Anbetracht  der  vielen  zu  messenden  Grössen  kann  die  Ueber- 
einstimmung  als  genügend  bezeichnet  werden ,  zumal  da  der  Draht  nicht 
ausgeglüht  war  und  ich  die  Messung  der  Ablenkung  ohne  Schrauben- 
mikrometer ausführen  musste. 
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IX. 
Zwei  Berührungsaufgaben. 

Von 

F.  Mertens 

in  Krakau. 


I. 

Sind 

^(wi »  M2  »  us )  "*)  ==  £A*ß  "«  uß  =  ° 
die   Gleichung  einer  Fläche   zweiten  Grades   in  Ebenencoordinaten   und 

2)  &,=  6^  +  &2ar8  +  &8tf8  +  6,*4  =  0 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen,  so  erhält  man  die  Bedingung,  dass  die 
durch  diese  Ebenen  in  der  Fläche  hervorgebrachten  Schnitte  einander 
berühren,  wenn  man  ausdrückt,  dass  durch  die  Durchschnittslinie  der 
Ebenen  1),  2)  nur  eine  Berührungsebene  an  die  Fläche  gelegt  werden 
kann.  Da  jede  die  genannte  Durchschnittslinie  enthaltende  Ebene  eine 
Gleichung  von  der  Form 

hat ,  so  darf  nach  dem  Gesagten ,  wenn  eine  Berührung  der  Schnitte  statt- 
finden soll,  die  quadratische  Gleichung 

wo  zur  Abkürzung 

^(«1  >  °2 »  «s  1  öi)  =  Fa ,     **(*! ,  *8 .  h )  hi)  =  F* »     2A*ß  a*bfi  =  F** 
gesetzt  worden  ist,  keine  verschiedenen  Lösungen  zulassen,  und  es  ist 
daher 

.3)  f.n-n^o 

die  Bedingungsgleichung  für  die  Berührung. 
Setzt  man 

F(UH  M2>  Ms>  M4)  =  "i8+  V+  2tl3M4» 
so   drückt  die  Gleichung  3)  die  Bedingung  für  die  Berührung  der  zwei 
Kreise 

ö4(ai2+ V)  —  2  *3(örri  +  "2*2  +  a9xs)  =  °» 

*4(V  +  *%)  -  2*8  (61*1  +  b**2  +  *8*s)  =  ° 
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aus,  wo  #1,2*2,^3  homogene  Punkt coord in aten  in  der  Ebene  bezeichnen. 
Kann  man  daher  irgend  eine  auf  ebene  Schnitte  der  Fläche  F  sich  be- 
ziehende Berührnng8aufgabe  lösen ,  so  hat  man  aneh  die  Lösung  der  ent- 
sprechenden Aufgabe  für  Kreise  in  einer  Ebene. 

In   dem  Folgenden   soll  der  Feu  erb  ach1  sehe  Satz   und   die  Mal- 
fatti'sche  Aufgabe  für  die  Fläche  F  behandelt  werden. 

IL 

Es  sei,  unter  a?11  a?2,  x8,  xA>    uly  ti^,  w3,  u4  homogene    Punkt-  und 
Ebenencoordinaten  verstanden , 

F(utJ  u,,  u8,  u4)  =  2  Aaß  uatiß  =  0 
die  Gleichnng  einer  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades  in  Ebenencoordi- 
naten, deren  Discriminante 

^  ==  2  +  ^u  ^M  ^«S  ^44 
von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wird, 

ö*  =  0,     6*=0,     cx  =  0 
die  Gleichungen  dreier,  sich  nicht  in  einer  Ebene  schneidenden  Geraden, 
wo  nach  üblicher  Bezeichnungsweise 

ax  =  axxx  +  a2x2  +  asxs  +  aAx4 
n.  8.  w.  ist,  und  es  werde  zur  Abkürzung  gesetzt 

F(ul >  ut>  «S»  «0  =  F*>      £j4*ß  uaUß=Fuv> 

Fbe~yT>yTe  =  Gbe,  Fbe+y^y~F^=iibc, 

Fea-VFcfFa=Gca,      Fca+j/Fcj/Fa^Xca, 
Falt-YTaYFh^Q*},,      Fab  +  yTaV*\=Rab\ 

es  soll  die  Apollonius'sche  Aufgabe  für  die  drei  durch  die  Rhenen  a, 
by  c  in  der  Fläche  F  erzeugten  Schnitte  gelöst,  d.  h.  es  soll  ein  ebener 
Schnitt  l  bestimmt  werden,  welcher  die  drei  Schnitte  ö,  b,  c  berührt. 

Die  Coordinaten  /j,  *g,  f8,  tA  der  gesuchten  Ebene  müssen  den  Gleich- 
ungen 

4)  Fat+yTayTt=Q,  Fbt+yTbj/Tt=oy  Fct+yveyTt=o 

genügen ,  welche  zu  ihrer  Bestimmung  hinreichen.  Um  dieselben  aufzu- 
lösen ,  nehme  man  zu  den  Ebenen  «,  6,  c  eine  vierte  d  von  der  Art  hinzu, 
dass  die  Determinante  £  +  oxb%c^dA  nicht  verschwindet.  Es  lassen  sich 
dann  immer  vier  Constanten  31,  S3,  <£,  $>  derart  bestimmen ,  dass  identisch 
in  Bezug  auf  xt,  a?2,  x9>  x4 

5)  k  +  tU.  +  8**  +  e*.  +  ©4r  =  0 

ist.  In  dieser  Identität  ersetze  man  a?n  xt>  a?8,  <r4  einmal  durch  die 
Coefficienten  von  sx%  tf2,  s8,  s4  in  Fa„  dann  durch  die  in  Fbs,  Fe9,  Fjs. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  die  Gleichungen 
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F;  +  %F.    +  ©*•„♦  +  €/■« +  $*•«,  =  <), 

Fet+StiFat  +  ®F>t  +  §Fc  +  ®Fti=0, 
Fit  +  *Fmä  +  ©/■»*  +  6  F.*+VF4  =0, 

ans  welchen  durch  Beseitigung  von  V,  33,  6,  3)  unter  Hinzunahme  der 

Identität  5)  die  Identität 


6) 


', 

«* 

bx 

Cm 

d, 

Fa, 

F. 

F.t 

F.e 

F.4 

Ft, 

F.t 

Fi 

Fu 

Fti 

Fc, 

F., 

Fte 

Fe 

Fei 

FM 

F.i 

Fu 

Fci 

Fi 

=  0 


entspringt.  Ersetzt  man  noch  hierin  *,,  xs,x3,  m4  dnrch  die  Coefficien- 
ten  von  sit  tt,  *8,  *4  in  F(/,  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  des  Ver- 
hältnisses yFt:Fit  die  Gleichung 


7) 


Ft 

Fat 

Ft, 
F,t 
Ft. 


Fat 

F. 

Fat 
F.e 

F.i 


F.t 

F.. 

F. 

F.c 

Fti 


Ft, 

Fac 

F,t 

F, 

Fei 


Fi, 
F.i 
Fh 

F*   | 


=  0. 


Es  seien  d,  Jm,  J.t*  ...  die  Determinante  und  Unterdeterminanten 
dritten  Grades  des  Elementensystems 

Fu      Fat     Fae 
Fm»     F,      Fit 

Fae       Fte       Ft 
Fai      Fa       Fei 


und  zur  Abkürzung 


F.i 
Fa 
Fei 
Fi 


|      1_    -j/f«    -VFt     -yFt     0 

-yt-'a  Fm  F.i  Fme       F.i 

/,==-    ~Y*         F.i  Fi  Fie       Fa 

-VF,  Fae  F.e  F,  Fei 

0  F.i  Fa  Fei       Fi 

~VFa  Fm  Fat  F.e 
-V~Fi  Fat  Ft  Fte 
-VF,      Fae      Fie     Fe 

|      0  F.i     Fa    Fei 

-       JaiVFa  +  Jti  VF*  +  ^ciYFe. 

Die  Gleichung  7)  lautet  dann  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  4) : 
8)  PFt- 2 Q  VT,. Fi,  +  Ji  Fl,  =  0. 

Um   den   znr  Auflösung  dieser  Gleichung  erforderlichen  Ausdruck 

A»0"  — 4|P 


0  = 


Von  F.  Muhten  8. 


159 


aaf  seine  einfachste  Form  zu  bringen,  multiplicire  man  in  der  Determi- 
nante P  die  letzte  Spalte  mit  J4  und  addire  bieranf  zn  derselben  die 
beziehungsweise  mit  4adi  du,  d0d  multiplicirte  zweite,  dritte  und  vierte 
Spalte.     Hierdurch  entspringt 


-4t/>  = 


oder 


/?=  <J 


1 

-YK  ■ 

-VF,    - 

-VK 

-Q 

-l/Ta 

F. 

F.. 

Fac 

0 

-Vf. 

F.. 

Ft 

Flc 

0 

-ff. 

Fae 

Fic 

F. 

0 

0 

Fad 

Fh 

Fe* 

J 

1 

-VK 

-yr. 

-VK 

-]/Y. 

F« 

F.. 

F.c 

-VT, 

Fat 

F. 

F., 

-VFc 

Fat 

hc 

F. 

R  =  J 


0 

0 

G,. 

Gae 

0 

GBt 

G.c 

0 

In  dieser  Determinante  denke  man  sich  ferner  die  erste  Spalte  der  Reihe 

nach  mit  Y~Fa^  V  Fb.  VFc  multiplicirt  und  beziehungsweise  zur  zweiten, 
dritten  und  vierten  addirt;  es  wird  dann 

1  0 

YFa      0 
-YFj_     Grab 
-VT*     Gac 

9)  =24GkeGcaGa>. 

Der  Gleichung  8)  wird  nun  allgemein  genügt,  wenn  man 

V~Ft--=Q  +  VR,     Fdt  =  P 
setzt,   wo  }/R  mit  beiden  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  und  die  Identität 
6)  giebt  dann,  wenn  man  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  4)  die 
vorstehenden  zwei  Lösungen  statt  j/Ft  und  Fdt  einsetzt,  die  Gleichungen 
der  beiden  den  Gleichungen  4)  genügenden  Ebenen. 
Bezeichnen 

Pn  Qu  Älf  us,     />8,  02,  Ä8,  vxy     i>8,  08,  Ä8,  tvx  _ 

die  Ausdrücke,  in  welche  P,  0,  R,  lx  übergehen,  wenn  man  einmal  YFa, 
dann  yF*  und  zuletzt  j/F^  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  be- 
haftet, so  erschöpfen  die  vier  Ebenenpaare 

10)  <*  =  0,     m*  =  0,     t>*  =  0,     w*  =  0 

alle  möglichen  Auflösungen  der  Apollonius'schen  Aufgabe. 

Ist  insbesondere  z/rf  =  0,  d.  h.  liegt  der  Durchschnittspunkt  der 
Ebenen  a,  b,  c  auf  der  Fläche  F,  so  fällt  in  jedem  dieser  vier  Ebenen- 
paare eine  Ebene  mit  der  Berührungsebene  in  dem  Durchschnittspunkte 
der  Ebenen  a,  b%  c  zusammen.     Da  nämlich  in  diesem,  Falle  C 
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ff=0»,     ff,  =  0,*,     ff,  =  0S»,     ffs=0s» 
ist,  so  wird 

und  daher  entweder 

11)  ^  =  20,     ^  =  20,,     ^  =  202,     j/F^  =  2Q3 
oder 

12)  j/^  =  0,     j/*V.  =  0,      ^  =  0,     j/^  =  0. 

hl 

Man  bestimme  die  fünf  Unbekannten  r,  sx,  s2,  sSJ  s4  den  Gleich- 
ungen 

13)  F„-rj/^=0,     F.B  +  r^=0, 
f^  +  rj/F^O,      F^+r^F^O 

gemäss,    wo   /,  «,  »,  ro  die  in  dem  Vorhergehenden  gefundenen  Ebenen 
bezeichnen.     Denkt  man  sich  sx  auf  die  Form 

gebracht  und 

0+j/ä         M^=^    Q»+/5=A„    M^=As 

gesetzt,  so  verwandeln  sich  diese  Gleichungen  in 

(     r+%/f\,  +  ®}/Tt  +  £/F;)h   -$  =  0, 
(-  r  -  91  ]/~F«  +  33  /Fi  +  6  ^)  Ät  -  ©  =  0, 

(_  r  +  91  ^  +  iß  j/Fi  _  g  yFe)  A,  -  ©  =  0 , 
und  man  genügt  denselben  allgemein,  wenn  man 

r  =  ]/T„  /Fh  /Tc  [A, AjAj  —  AA,A8  —  AAX  A,  -  AVsl» 
^=/¥i/F1  [A,  A8A8 -  AA„A3  +  A  A,  A,  +  AA, *J, 
35  =  /Fc/K [AjAjAj  +  AA,A8  -  AA^,  +  AA,A,], 
6  =  /Fa/F^ A,  A»  +  AA,AS  +  A  A,  A,  -  A  A,  A,] , 

®  =  4/Fa /Fb  /Te  A  A,  A,  A3 
setzt 

Dies  vorausgeschickt,  soll  der  Ausdruck  F,  gebildet  werden,  wobei 
man  voraussetzen  darf,  dass  d&  nicht  =  0  16t.  Setzt  man  zur  Abkür- 
zung 

/7^/n/Te[-/R  +  /R1  +  V%  +  /Rs]  =  S, 

/Fi/F1[/R-/B1  +  /R1+/R1]  =  S1, 
/Ft/F1\/B  +  /R1-/rR,+/R,]  =  Si, 
/F. /F.  [YR  +  yRl  +  j/l{2- j/Ra]  =  s, , 
so  ergiebt  sich  zunächst 
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and  den  Gleichungen 

H~*-v**  x=0i-yWi'  t=£)»-^'  Tr0'-^* 

zufolge 

Ebenso  findet  man 

^ä^  =  hh1hihz[\JbiyF^}/Fi/F1-S%], 
Jd  6  =  AA,  AgAs  [4  Jed  YFa  VFh  fFe  -  Sa] , 
da  r  =  A  A,  Aj  As  5. 

Hit  Hilfe  dieser  Gleichungen  verwandeln  sich  die  Ausdrücke 
-MF,  9l  +  Fei$B  +  FacS  +  Fa(,S)), 
^«•(F,* 91  +  Fb  8  +  F4c  6  +  F4a-$) , 

^«■(F8c2l  +  F4e8  +  Fc    6  +  Ft ,,$), 

^(F„-3l  +  F4a-8  +  Fco-e  +  Frf  S>), 
von  dem  Factor  AAtA2Ag  abgesehen,  beziehungsweise  in 

—  Fa  S,  —  Fo4 S4  —  F„«Sg, 

—  Fai 6>'i  —  -Ps  S,  —  F4e  Sg , 

—  FatSt  —  Fte  Sa  —  Fe    Sg, 

—  F.,,*,  - FiaSt -  FedSs  +  4Jj/TaVFt  J/Te, 


und  da 


ist,  so  wird 


F.  =  (Fa  «  +  ^..8  +  *..«  +  ^*©)« 
+  (Fai%  +  Ft  8+F4ee  +  F4rf$>)8 
+  (J.,91  +  F4e  8  +  Fe  6  +  FeB-S>)  6 
+  (Fa(,9t  +  F4rf8  +  FC(J (5  +  F,  £>)  SD 

^0F.  =  A*VA2*A8»Ä, 


&  =  16  /*  ^  F.F4Fe  +  Fa  S,8  +  F4  S2*  +  FeSs* 

+  2FleSiSa  +  2FeaSsSl  +  2FatSlSi. 
Entwickelt  man  Sl,  so  ergiebt  sich 

Sl -  S*  =  16  J  Jd F.FtFe 
+  2FaF4F,(Ä  +  Ä1  +  Ä,  +  Äs) 
+  2FteFa]/Ft  /¥,  (ä  +  J^-ä,-*,) 
+  2Fea  F4  VF,  VFa  (R-  ä,  +  Ä8-  J?,) 
+  2FajF1J/F«yF»(ß-Ä,-Ä,+  ff8)       _ 
+  4F„^F6^FC  [fftcYR/J^+Gic/IQyRJ 
+  4Ftj/F1j/Fa  [ffea  T/R j/ä,  +  Gea  \/R±  /ft,] 
+  4  Fc  VFa  YFb  [Hai  VR  j/ß,  +  Ga4  j/Rt  }/Rs}. 
Es  ist  aber  (9) 
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R  =  2A  GtcGcaGat,     R1=2d  GbeffcaH„b, 
Ä8=2zf  HbcGcaHai,y    Ä8  =  2zf  Hbt  HeaGat 
und  daher 

«  +  /?,  +  /?„+«,=  8J(n.F,mF*-  Fa *s£e),_ 
Ä+  /?,-  Äs-  Ä,  =  S^CF.JFi,  - Fc«Fot)  /n  /£«, 
Ä  -  Ä,  +  Rt  -  Rs  =  8  J(Fb  Fea  -  FabFte)  /fi  VFa, 
R-Ri-Rt-\-Ri  =  %J{FeFat-FteFea)}/FmyFi. 
Mit  Hilfe  dieser  Ausdrücke  ergiebt  sich 

\6J4dFaFiFc  +  2FaF6Fe(fi  +  fll  +  flt  +  Rs) 

+  2 FteF.yn  Vf.  (/?  +  /?,  -Rt-R3) 
+  2FeoFb  yFcVWaiR-Rt+Ri-  ff,) 
+  2Fa6FcyFaVFl(R-R1-R,+  Ri)  =  0. 

Wenn  man  ferner  über  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  ]/ß,  VR~i^  V**** 
]/Ra  so  verfügt,  dass 

|4)   VRV"~i-VH~iV^i=-'*^GicGeaGaiffbeHeaHat 

=  A^(F„Fe-Fte)(Fe  Fa-FlUF.Fi-F^) 
wird,  was  auf  acht  verschiedene  Weisen  geschehen  kann,  so  ist  gleich- 
zeitig 

BbcyR~yRi+Gi" v% v?*z ° *  Bea y^tF* + Gea y**y*iss0* 

Hotj/Rj/Ra+Gl,iyir1yRi=o 

und  daher 

a-s>=o. 

Hieraus  folgt 

F.  =  i*. 

Hält  man  dieses  Resultat  mit  den  Gleichungen  13)  zusammen,  so 
folgt,  dass  der  Schnitt  s  einen  Schnitt  je  eines  der  vier  Schnittpaare  10) 
berührt. 

Wenn  ^j~0  ist,  so  genügen  die  den  Gleichungen  11)  entsprechen« 
den  vier  Ebenen  der  Bedingung  14).     Denn  es  ist  in  diesem  Falle 

-4d=4(l1bFc-l't),     JbdJcd^JiFaFBc-FcaKb), 
—  <^4rf  =  d  (*e  F a  —  Fea),     de4  daj  =  4(  Fft  Fea  ~  Fab  Fte) , 

-Jcd=4{FaFt-Fli),    4aa-Jb<i=4(Fe  Fai-FieFea) 
und  daher 

22}  =  Fa(Fb  Fc  -  Fl)  -  Ft  {F.  Fa  -  F*ta)  -  Fe{F,  Ft  -  **.) 

-  2 (Fea  Fai  -  Fa  Fie)  VFl  VF~c 
Addirt  man  hierzu  die  Gleichung  ^  =  0,  so  wird 

Q  Ql  =  2  d  (Fea  Fat  -  Fa  F6  e)  Gb  e . 
Ebenso  ergiebt  sich 

QsQs  =  - 2  J(Fca  F„h -FaFte)  fflt. 
Hieraus  folgt 
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0Q1Ql05  =  -4J*GtcHte(FeaFab-FaJ?ie)i 

=  4J*(F>Fe-  Fl) (FeFa-  F?a){Fa Ft  -  Flt) , 
da  infolge  der  Gleichung  4^  =  0 

{FcaFab-FaFbe)*  =  (Fc  Fl-  F?a)(FaFb-  F^) 


ist 


IV. 


Behält  man  die  vorhergehenden  Bezeichnungen  bei,  so  besteht  die 
Malfatti'sche  Aufgabe  (in  der  Stein  er1  sehen  Verallgemeinerung)  darin, 
dass  drei  Ebenen 

ux  =  0 ,     vx  =  0 ,     tvx  =  0 

derart  bestimmt  werden  sollen,  dass  jeder  der  durch  dieselben  in  der 
Oberfläche  F  erzeugten  Schnitte  die  beiden  anderen  und  je  zwei  der  durch 
drei  gegebene,  sich  nicht  in  einer  Geraden  schneidende  Ebenen 

Ojr  =  0,     &,  =  0,     c,  =  0 
hervorgebrachten  Schnitte  berührt  und  zwar  nach  Massgabe  der  Gleich- 
ungen 

Fbu  +  j/^V^u^O,     Feu  +  /^/^  =  0, 

i5)         F„+yrej/T*=o,  Fa»+yi?ayf\,=o, 
Fa„+yFayr„=o,  Fkw+yFkyrw=*o% 
i6)  Fvn+yrvyTw=o,  Fn,u+yKyF~u=o,  F^+yj^yj^^o. 

Bezeichnet  man  in  üblicher  Weise  die  Determinante  ^iPi^2rs54 
mit  {pqrs)  und  setzt  zur  Abkürzung 

Fau-ywayTu=v,  Fb9-ywbyF~v=v,  F0W-yycyF^=w, 

so  ergiebt  sich  durch  zeilenweise  Ausführung  der  Determinantenproducte 

A{auvw)(auvw)i     A(buvrv)(cuvw), 
wobei    zuerst    die    ersten   zwei   Factoren    mit  einander  und   hierauf  die 
erhaltene  Determinante  mit  dem  dritten  Factor  zu  multipliciren  ist: 

Fa      Fau     Fav    Fa 

Fau 

Fnv 

Faw 

Fbc 
Fcu 
Fev 

•*■  ew 

und  daher  den  Gleichungen  15),  16)  zufolge: 
A (a uvro)*  =      8  yWu Fv  Fw yWa  U, 

A(buvw)(euvw)  =  -2FuyFvy¥„(VtV+2ffbeyyvyT^ooq\e 

11* 


A(auvw)% 


A(buvw)(cuvw)  = 


Fu 

Fmr 

FK„ 

■F»i> 

F, 

Fvu> 

Fuw 

Fvw 

F„ 

Fb„ 

Fbv 

Fiw 

Ftt 

Fuv 

F„w 

F„ 

Fv 

Ftw 

F„w 

F,u> 

F„ 

164  Zwei  Beruh rnngsauf gaben. 

Zwei  ähnliche  Gleichungspaare  erhält  man  durch  blosse  Buchstaben  ver- 
tauschung, so  dass  im  Ganzen  folgende  sechs  Gleichungen  bestehen: 

j/Ä.{auvw)^2y2y¥uyTvyFw\/Yayü, 

]/l.(buvw)^2}/2yFvyFwyTrui/Fbj/V, 

yi  .(cuvw)=2yiiyTwyyuyYvywcywy 
4(buvw)(cuvw)=-2FuywvyY„(vw+2ffkeyiFvyFw), 

A(cuvrv){auvw)  =  —  2FvyT„yWu(WU+2HeayTwyFu), 

A(auvw)(buvw)  =  -2F„yVuyTv(VV  +2HabywuyTv). 

Eliminirt  man  aus  denselben  die  Determinanten  (auvw)y  (buvtv),  (cuvw), 
so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Producte  yV>y~W,  y~^»y^i 
yU.y~P  die  quadratischen  Gleichungen: 

v  w+  4  }/f>  y'F^  yw,  yw»  yf^yiv+2/hc  yw1yFw=o, 

WV+ly'F^F^FjyFjryw.  yu+2Hea  yi\.yF~u  =  o% 

uv  +  4  yFa\/FbKyFuy/Fvyi}.yv  +2Hakywuyrv=<s: 

Man  hat  daher,  wenn  zur  Abkürzung 

y^2GTe-2AyTbyFc^Rbc,  y=2GTe +2ywb y^=  R'be, 
y=2G7a-2yFeyFg= /?cfl,  y-2<s,m+iyF9 j/Fa  =  R-ea, 
y-2Gab-2yFayFb=Rabi  y^2G7b+2yFay¥b  =  Rfaby 

RcaRab        c  RabRbc        c  Rbe  Rca        0 

■=Ö«J  ö =  ^Ä> 


Rbe  Rca  R*b 

gesetzt  wird,  

yv.yw^R^y^y^ 
yw.yu  ^Rc.yKVFm, 
fu.yr=RabyFuyFv 

und  demgemä88 

i8)  v=saywu,   v=sby¥v,  w=scyw„. 

Es    ist   bei   der  Herleitung   dieser  Formeln   stillschweigend   voraus- 
gesetzt worden,   dass   man   den  Gleichungen    15),  16)   durch  keine  der 

Annahmen  v 

F*  =  0,     FP  =  0,     F9=sb 

genügen  könne.  Dieses  kann  in  der  That  im  Allgemeinen  nicht  ge- 
schehen. Ist  nämlich  z.B.  Fu  =  0  und  die  Gleichungen  15),  16)  erfüllt, 
so  folgert  man,  dass  die  Ebenen  6,  r,  t>,  w  alle  durch  den  Berührungs- 
punkt der  Ebene  u  laufen  und  die  Durchschnittslinien  vw,  bw,  cv  in  der 
Ebene  u  liegen.  Wenn  nun  die  Schnitte  6,  c  sich  nicht  berühren,  so 
müssen  die  Ebenen  p,  tv  beide  die  Geraden  buy  cu  enthalten  und  es  sind 
daher  die  Ebenen  m,  t;,  tv  identisch.  In  diesem  Falle  muss  also  Fu=s  F9 
=  FW  =  0  sein  und  der  Durchschnittspunkt  der  Ebenen  a,  6,  c  liegt  auf 
der  Fläche  F. 
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Die  Gleichungen  18)  kann  man  nun  mit  Vortheil  statt  der  Gleich- 
ungen 16)  zur  Bestimmung  von  wn  wg,  ...,  ws,  rvA  verwenden.  Denkt 
man  sich  zu  diesem  Ende  zu  den  Ebenen  a,  6,  c  eine  vierte,  den  Durch- 
schnittspunkt derselben  nicht  enthaltende  Ebene  d  hinzugenommen  und 
eine  Identität  von  der  Form 

aufgestellt,   so  wird,  wenn  man  allgemein  xt  der  Reihe  nach  durch  den 
Coefficienten  von  S(  in  Fa9}  Fb$,  Fet1  Fds  ersetzt, 

Fau  +  yiFa    +®Fab  +  §Fac  +  $)Fad=;0, 

Fbu  +  %Fab  +  %Fb   +  &Fbe  +  ®Fbd  =  0} 
Fcu+KF.e  +  ®Fbc  +  <£F0    +D^cd  =  0, 
Fdu  +  yLFatt+<8Fbd  +  §Fed  +  ®F4  -  0 
und  nach  Fortschaffung  von  21,  83,  6,  33 


19) 


«* 

a* 

», 

<* 

1, 

Faa 

Ftt 

Fat 

Fae 

Fad 

Fhu 

Fat 

Ft 

Fte 

Ftd 

Fcu 

Fae 

FBC 

F, 

F0d 

Fdu 

Fad 

Ftd 

Fei 

Fd 

=  0. 


Am  dieser  Identität  ergiebt  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen  15),  18)  u«, 
wenn  das  Verhältnis*  yWu  ■  Fju  bekannt  ist.  In  derselben  Weise  erhält  man 
»*       <**       **      c*       rf* 

Fat      Fa       Fat     Fae     Fmd 

Fbv    Fat   Fb      Fbe   Fitl 


20) 


21) 


FCv 

Fae 

Fte 

Fe 

Fd. 

Fad 

Ftd 

Fei 

mM 

ax 

b„ 

Cx 

Fan 

Fa 

Fat 

Fae 

Ft» 

Fat 

Ft 

Fte 

Fem 

Fae 

Fte 

Fe 

Fi» 

Fad 

Ftd 

Fei 

=  0, 


=  0. 


Fed 

Fd 
dx 

Fad 

Ftd 

Fed 

Fd 

Es  erübrigt  demnach  nur  noch  die  Bestimmung  der  Verhältnisse 
ZK:  Fi»,     y%:Pi„     /Fw'.Fia,. 
Hierzu  ersetze  man  in  der  Identität  19)  x{  allgemein  durch  den  Coeffi- 
cienten von  $t  in  Fut.    Es  wird  dann 

I  Fu      Fau    Fiu   Feu 

Fat    Fae 

Fa  -f'jc 
Fte  Fc 
Fu   Fei 


Fe 
\Fiu 


Fa 
Fat 
Fae 
Fai 


Fiu 
Fad 
Ftd 
Fed 
Fi 


oder,  wenn  zur  Abkürzung 


=  0 
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0«  = 


Sa  +  j/Fa 

-j/F„ 

-j/Fc 

0 

Fa 

Fab 

Fac 

Fttd 

Fab 

Fb 

Fie 

Flä 

Fac 

Fbc 

Fc 

Ftd 

Fad 

Fbd 

Fed 

FA 

Fa        Fab 

Far 

Fah      Ff, 

Fbv 

Far      jPftr 

F, 

Fad     Fbu 

Fed 

Sa  +  yFa 

/>„  =  -    -yFi 

-VF, 

0 

Sa  +  YFa 

-Vfc 
o 

=  -  Jaa-iSa+T/Wa)  +  Jbdj/Fb  +  Jed  /Fl 

gesetzt  wird,  in  entwickelter  Form 

22)  PaFu-2Qa}/TuFäa  +  4dF$u=:0. 

In  derselben  Weise  ergeben  sieb  noch  die  zwei  quadratischen  Gleichungen 

23)  PtFt-2Qly,I\,Fd,  +  J<,Fa:v  =  Q, 

24)  PcF„-2Qey/F„Fäw  +  Jl,Fida  =  0, 

wo  Pi,  Qt,  Pe,  Qt  leicht  dnreh  Buchstaben  vertauschung  erhalten  werden. 
Denkt  man  sich  behuf6  Bildung  der  Ausdrücke 

Ta  =  Q*a-J«-P«,     Tb  =  Qh-4dPi,     Tt=(?e-JdPc 
in   der  Determinante  Pa  die  fünfte  Spalte  mit  Ad  multiplicirt  und  hier- 
auf zu  derselben   die  beziehungsweise  mit  4ad,   du,  4cd  multiplicirte 
zweite,  dritte  und  vierte  Spalte  addirt,  so  ergiebt  sich 

l         sa+yT   -}/¥„   -y¥c    -oa 

Sa  +  VFa  Fa 

-JdPa=         -}/Fh  Fab 

-]/Fe  F„c 

0  Fmd 

1     _      Sa  +  VF. 
Sa  +  YFa  Fa 

-Y'jh  Fat 

-}/Fe  Fae 

In  dieser  Determinante  multiplicire  man  ferner  die  erste  Spalte  beziehungs- 
weise mit  —  Sm  —  yFa ,  yFt ,  ]/Ft  und  addire  hierauf  dieselbe  zur  zwei- 
ten, dritten  und  vierten.     Es  wird  dann 

-2Sal/Fa-S*a      H„h  +  Sa}/¥b     Hm.+ S.yF.  \ 
Ta  =  4        Hab  +  SayFb  0  «4e 

Hac  +  SaVYc  Gbc  _  0  J_ 

=  2JGoe[{Ha.  +  Sal/Fi)(ffac  +  SaVFe)  +  G.e{SayF.  +  lS*.)). 

Es  ist  aber 


oder 


T.  =  J 


-}/Fb 

-j/Fc 

-L 

Fab 

Fac 

0 

Ft 

Fbr 

0 

Fie 

Fe 

0 

Fbd 

FCd 

A 

-VFb 

-\<FC 

Fab 

Fac 

Fb 

Fbe 

Fbc 

Fe 
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^•*^c  =  ^Rab  R'ab  Rac  R'aes=z\SMRbc  R  ab  R  acy 


and  daher 


r=-        RbcR  caR  ab— R  bcßcaßab' 


Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 
yä.}/-2Gca(     y-2GbeyFa-y-2GrayFb  +  y^2~Gabj/Fe)=r.b, 

y^f.y^^G^i  Y=^cVFa+y=^a¥Fb-t/-2G^ 

so  wird 

Ta  =  ±L*aSa,     Tb  =  \L\Sbt     TC  =  ±L*CS0 

und    man  genügt  den  Gleichungen  22),  23),  24)  allgemein,   wenn  man 


25) 


yFm  =  Qa  Rbe  +  La  y\  RbcRca  Rah  »      Fdu  «=  ^a  ^6  c  i 


nimmt. 

Es  ist  nun  noch  zu  untersuchen,  ob  die  gefundenen  Werthe  der 
Unbekannten  «,,  t/2,  ...,  »8,  io4  den  Gleichungen  16)  genügen.  Hierzu 
setze  man  in  der  Identität  20)  statt  o?lf  a?2,  a?8,  <r4  die  Coefficienten  von 
*i>  **>  5si  *4  m  ^«*       Efl  wird  dann 

■F»«,    J«i»    Fbv    FCv     Fftv 

Fat»     Fa        Fab       Fac 

Fbw   Fab   Fb      Fbc 
Fcw   F„e   Fbc     Fc 
Pdw   F„d   Fbd    Fcd 


oder 
26) 
wo 


F„d 

Fbtt 
FCd 
Fd 


0 


4{F,m +j/Fv}/F„)  =  /'ief/Fpf/F.-  ft  j/F.  Faw -  Qe]/F„Fd. 

+  ddFd,  Fjw , 


-i_     -YWm  st+yT,,   -]/Fe     o 

—  j/Fa  Fa  Fai  Fae  Fad 

Pie  =  -     ~yWi_       Fab  F„  Fhc        Fid 

Se+j/Fe        Fae  Fie  Fc  Fcd 

0  Fad  F„  Fed       Fd 

Wenn  nun  J4  nicht  =0  ist,  so  wird     . 

Jd  4(F„+yF~vl/T.)  =  (Qtj/¥v-  JiFd,)(QcYT»-  ddFdn) 
27)  -(fr  Qc-  JdPt .)  VFV J/Fw 

= yF.yF.  \yn.yTc-  (q>q0  -  <*<  />*.)]. 
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Zwei  Berührungsaufgaben. 


Um  den  Ausdruck  QbQe  —  ^d^be  auf  die  einfachste  Form  zu  bringen, 
mukiplicire  man  in  der  Determinante  Pte  die  zweite,  dritte  und  vierte 
Spalte  beziehungsweise  mit  Jad,  ^bd,  dcd  und  addire  dieselben  hierauf 
zu  der  mit  Jd  multiplicirten  fünften;  es  wird  dann 

-i_  -yva  st+}/Ft  -yje 

-/Fa        Pa 

Fab 
Fae 
Fad 


-JdPhc= 


oder 


-VFb_ 

Se  +  /Fe 

0 


Fab 

Fb 

Fbc 
Fbd 


F., 
Fbc 


'od 


-Qb 
o 
o 

0 


QbQc-4dPb,=  J 


■/Fl     SQ  +  /Ft     -ffe 


Ftt 

F,b 

F* 


=  4 


+  4Sh 


Fab 
Fb 
Fbc 
-YFc 

Fbc 
Fe 


F,c 
Fbc 
Fe 


JSe 


-V~Fa     /F~b      -VF, 

Fa  Fat        Fme 

F.b        Fb  Fbc 


-1 

-/K 

-/Fb 

S*  +  /Te         *M 

-1_     -/Fa      /F~b 

-/Fa_  Fa  Fai 

-/Fi  Fai  Fb 

/Fe  Fae        Fit 

-/Fl  Fa  Fue 

-/Fb  F.b  Fic 

+  /F~e      Fae      Fe 
-  JSbSe  (Fab  Fac-  Fm  Fie) 

=  -JVHbc  +  SbSe)(FabFae-FaFbe)         _  _ 

-4(ffcaSb+BabSc)(.-Gbc/Fl+Gea/F~b  +  Gab/Fe). 

ha  ist  aber 

iHbe      +    SBSC   =-4RbeVF~byF'e_  

BeoSb    +HabSe=RbeH/Fl/FiyFe-/-2Gc1/-2Gat)t 

Fc. Fab  -FoFi0  =  Gea  £,*  +  (- Gie  /Fa  +  Gea/Fh  +  Gab/K)  /F. 

und  daher  fc«.-^*.-^*.*.. 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  27)  ein ,  so  schliesst  man ,  dass  es  für  das 
Bestehen  der  GleichuDgen  16)  nothwendig  und  hinreichend  ist,  wenn  in 
den  Formeln  25)  die  Wurzel  j/^Bb0RC9Rab  mit  demselben  Vorzeichen 
ausgezogen  wird. 

Berücksichtigt  man  die  verschiedenen  Vorzeichen,  welche  die  Wurzeln 

/^,     YTb.     fF*,     ]/^2Gbei     )/-2Gca,     j/-2G«6, 

Y  \RbcRcaRab 

haben  können,  so  erhellt,  dass  die  Gleichungen  15)  und  16)  im  Allge- 
meinen 64  verschiedene  Lösungen  zulassen. 
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Ist  4f  =  0,  so  bat  man  für  eine  Lösung  der  Gleichungen  22),  23),  24) 

und  dar  die  andere 

J^  =  20a,     }/Tv  =  2Qb}     /^  =  2&, 

Fdu=Pa,  Fdv=Pb,  Fdu>  =  Pc 

Dass    in   diesem  letzteren  Falle  die  Gleichungen  16)  erfüllt  sind,   folgt 
aus  26),  wenn  man  berücksichtigt,  dass  allgemein 

(Pb-  JdP5)(Q*c~  4* P<)  -  {QbQc-  JdPbc)*  =  0 
und  daher  auch 

IPkcQbQc-  PkQ\-  PeQh  +  Mp*pc-  Phc)  =  0 
ist,   woraus  in  dem  besondern  Falle  /f«i  =  0 

2PbcQbQe-Pb<Pc-  PeQh  =  0 
folgt. 


Die  Stein  er1  sehe  Construction  beruht  auf  Folgendem. 
Bestimmt  man  drei  Ebenen  p}  q,  r  derart,  dass  identisch  in  Bezug 
auf  sll  s2,  58,  s4 

Fp,  =  «    -— i /—     +«  (abes), 

lj/Fu        SFuFvFwj/Ta  J 

f      lyp,    8fufvfwj/Vb  j  rv 

L/F,       8FUFVFW)/F0  J 
ist,    wobei  Fa,  F$,  fc  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  werden,   und 
hierauf  a  und  «',  0  und  /f,  y  und  /  beziehungsweise  so,  dass 

«»=*■„,     0«=^,     y»  =  Fr 

wird,  so  hat  man  unmittelbar  auf  Grund  der  Gleichungen  15),  16),  17) 

{abcu)Fpv  —  (abcv)Fpu  =  —  [(abcu)j/^+(abcv)/Fu\  }/%, 

(kabcu)Fpw^(abcw)Fpu=^l(abcu)y^  +  (abcw)j/¥u]}/rF^, 

Fap  =  fFaYTv,     

yTbFap-yyaFbp=YTayrby-2GabyTp, 
j/f0  Fap-yFaFcp=yFayFcy-2Gae  yrp, 

(abcv)Fq„—(abcw)Fqv  =  —  [{abcv)yi^+(abcw)yYv\  yTq, 
-(abcv)FqM  —  {abcu)Fqv  =  ^[{abcv)yTu+{abcu)yyv)  }/F^% 

_Fbq=yTrfT21  _ 

yreFhq  -  yFh  Feq = yfu  yFe  y-  2  abc  yFq , 
^Fb^yFbFaq^yFbyFay^2Gba0^ 
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{abcw)Fru-{«bcu)Frw  =  -[(abcm)yiFu  +  (abcu)yWw]yFry 
(abcw)Frv-  (abct>)Frw  =  -[{at>cw)  ]/Tv+  (abcv)  j/F^y'F'n 

Fcr^j/F^j/F^    _ 

föaFCr-yFeFar  =  VFcVFay=2G^j/Fr, 
j/FbFer-VFcFbr  =  t/FcVFby-2Geb  j/Fr. 
Diese  Gleichungen  drücken  der  Reihe  nach  aus,  dass  die  Schnitte  p,  qy  r 
je  zwei  der  Schnitte 

(abcw)vx  —  (abcv)  wx  =0, 

28)  (abcu)trx  —  (abcu>)ux  =  Ot 
(abct)ux  —  (abcu)t>x  =  0, 

je  einen  der  Schnitte 

29)  "*  =  0,     &*  =  0,     c*  =  0 
und  je  zwei  der  Schnitte 

30)  /Fcl>*-}/Fbcx  =  Oy  yTaCv-j/FcPx^O,  yFbax-yFabx=Q 
berühren  und  zwar,  dass  p  den  zweiten  und  dritten  der  Schnitte  28)  und 
30)  und  den  Schnitt  a  berührt  u.  s.  w.  Ueberdies  drücken  die  Gleich- 
ungen    

{ahcw)(Fpv  +  yj^yi\)-(abcv)(Fpw  +  y^yF^)==()% 

(abcu)  (Fqm+yi^yi±)-{abcw)(Fqu+yi^yi\) = o, 

(aba>)(Fru  +  yFryFu)-{abcu)(Frv  +  yFryFv)  =  Q 
aus,    dass,   wenn   sx,  s2,  $3,  sA  laufende  Ebenencoordinaten   bezeichnen* 
die  Coordinaten  der  Ebenen  28)  den  Gleichungen  der  Berührungspunkte 
der  Schnitte  a  und  p,  b  und  g,  c  und  r,  nämlich 

yi±Fa9-yFaFpt  =  Q, 
yFqFbs-yFbFq,=Q, 

yTrFe$-yTeFrs=o 

beziehungsweise  genügen.  Endlich  berühren  die  Schnitte  w,  v,  w  je  zwei 
der  Schnitte  28),  und  zwar  w  den  zweiten  und  dritten,  v  den  dritten 
und  ersten,  tv  den  ersten  und  zweiten. 
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x. 

lieber  die  Einwirkung  ruhender  und  rotirender  Kugel- 
flächen unter  Zugrundelegung  des  Weber'sehen  Gesetzes. 

Von 

Ernst  Lehmann, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  au  St.  Nikolai  au  Leipzig. 


Hierzu  Taf.  II  Fig.  1—7. 


Einleitung. 

In  der  Theorie  der  Elektricität  werden  zwei  Hauptclassen  von 
Erscheinungen  betrachtet:  die  Erscheinungen  der  statischen  Elektricität, 
welche  das  Coulomb' sehe  Gesetz  befolgen,  und  die  elektrodynamischen 
Erscheinungen,  welche  gewissen  pond eromotorischen  und  elektromoto- 
rischen Elementargesetzen  entspringen.  Jenes  erste  Gesetz  bestimmt  die 
gegenseitige  Wirkung  zweier  elektrischer  Massen,  welche  sich  in  Ruhe 
befinden,  die  letzteren  die  Wechselwirkung  zweier  Stromelemente. 

Wilhelm  Weber  ist  es  gelungen,  beide,  das  Coulomb'sche  wie  die 
elektrodynamischen  Gesetze  in  Ein  allgemeines  Grundgesetz  zu  vereinigen, 
welches  daher  beide  Classen  von  Erscheinungen  umfasst.  Nach  seiner 
Anschauung  müssen  zwei  elektrische  Massenpunkte,  sobald  sie  in  Bewegung 
sind ,  in  anderer  Weise  auf  einander  wirken ,  als  wenn  sie  sich  in  Ruhe 
befinden,  oder  genauer:  das  Coulomb'sche  Gesetz  ist  nur  das  erste  Glied 
in  der  Formel  für  die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  elektrischer  Massen- 
punkte, indem  noch  andere  Glieder  hinzutreten,  welche  von  den  Beweg- 
angszuständen  der  Punkte,  von  ihren  Geschwindigkeiten  und  Beschleuni- 
gungen, abhängen  und  die  mithin  für  ruhende  Elektricitäten  verschwinden. 

Das  so  vervollständigte  Gesetz  ist  nach  den  Untersuchungen  W.  Web  er' s 
durch  die  Formel 

-?[-iGr+!?(S)] 

gegeben,  wo  9t  die  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  stattfindende 
repulsive  Wirkung  der  beiden  Massentheilchen  m  und  p,  r  den  Abstand 
dieser  letzteren,  /  die  Zeit  und  c  eine  dem  Weber'sehen  Gesetze  eigen* 
thtimlich  zugehörende  Constante  bedeutet. 
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In  vorliegender  Abhandlung*  wird  auf  Grund  dieses  Gesetzes 

1.  die  Einwirkung  einer  ruhenden  Kugelfläche  auf  einen 
in  beliebiger  Bewegung  begriffenen  Punkt, 

2.  die    Einwirkung    einer    rotirenden    Kugelfläche    auf 
einen  in  beliebiger  Bewegung  begriffenen  Punkt  und 

3.  die   Einwirkung   zweier   rotirender  Kugelflächen   auf 
einander 

ermittelt,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  zu  betrachtenden 
Kugelflächen  gleichmässig  von  elektrischer  Materie  durchdrungen  und  mit 
derselben  starr  und  unlöslich  verbunden  sind. 


I. 

Die  Einwirkung  einer  ruhenden  Rugelfläehe  auf  einen  in  beliebiger 
Bewegung  begriffenen  Punkt. 

§i. 

Das  Fundament  der  Lösung  bilde  folgende 

Transformation  des  Weber'schen  Gesetzes.** 
Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  für  die  Kraft  SR  zur  Abkürzung 

so  läset  sich  SR  auch  darstellen  durch  die  Formel 
und  dieser  Ausdruck  nimmt  durch  die  Substitutionen 


da  ferner 

also 

so  ißt  auch 

oder 


*  Zu  welcher  dem  Verfasser  —  wie  zu  vielem  Andern  —  von  seinem  hochver- 
ehrten Lehrer,  Herrn  Professor  Dr.  C.  Neumann,  die  Anregung  zu  Theil  wurde. 
**  C.  Neumann:   „Ueber   das  von  Weber  für  die  elektrischen  Kräfte  auf- 
gestellte Gesetz".   Leipzig  1874,  S.  88  flg.,  und  „Die  Principien  der  Elektrodynamik". 
Tübingen  1868. 
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1  dr  '     p>  ,/r 

^  (  ~r  «dVr    d*}/r~  I 

*-"'V— +  4'-ir   "Ar"/ 

oder  endlich 

•-->(-£+"S3). 

wobei  unter  <p  nnd  ip  Functionen  von  r  zu  verstehen  sind,  welche  zwar 

fttr  beträchtliche  Entfernungen  mit   —  nnd  j/r  übereinstimmen,  für  sehr 

kleine  Entfernungen  hingegen  von  noch  unbekannter  Beschaffenheit  sind, 
da  wahrscheinlich  für  solche  auch  das  Web  er1  sehe  Gesetz  gewisser  Mo- 
dificationen  bedarf. 

Sind  nun  x,  yy  z  und  £,  Vi  £  die  Coordinaten  resp.  von  m  und  p, 
u,  p,  w  die  Richtungswinkel  ihres  Abstandes  r,  so  besitzen  die  Compo- 
nenten  3E,  ?),  3  der  von  f*  RU^  m  ausgeübten  Kraft  9t  die  Werthe 


fy  =  gicosv    oder     ?)  =  3t 


r 

y  — ^ 

r     ' 


oder  infolge  der  Relation  r*=  (ar—  £)*  +  {y  -*)*  +  («—  £)* 
d.  i.  nach  2) 


«-«£•  •-«£•  »-«£• 


f_.,(_g+„g£). 


Auch   diese  Ausdrücke   3)   lassen   sich  noch  in  eine  andere  und  für  das 
Folgende  geeignetere  Gestalt  überführen.     Beachtet  man,  dass 

<^__dr       dr  _  _dr_       dr dr 

dx~~      d|'     Vy~      8^f     Tz~      dt9 
dty^dtydr  dty^dtydr 

9x^17  da- '     "'    d%~~Jr~di'    "M 
also 
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dy            dy 

die""  ä|' 

dy              dy          dy              dy 
dy     -         dv*         ~H     ~~         8t» 

py        d*y 

dx*          dxdV 

dxdy           dxdrj'    dx  dz          dx  d£ 

sowie  dass 

dy      dy  dr 
1i~~~d?  TT1 

df~"0a:  dl+dy  dt+'  +  dt  de1 
d.  i.  auch 

<*/      \rf*      d//8x+\rff      dt)dy  +  \dt      dt)  dz 
oder,  wenn  die  Differentiationen  nach  der  Zeit  durch  Accente  «angedeutet 
werden , 

dr       dr  dr     ,  dr     ,       . 

so  erhält  man 

"rfi     äPa,  +  '",  +  äiälfi  +---'  •■• 

oder 

so  dasB  5)  und  6)  die  Relation  liefern 
dy       dy 

dx         dt   '   "" 
Differentiirt  man  jetzt  4)  nach  x\  . ..,  so  ergiebt  sich 

~dy 

dt      dy 

dx  "dx'    '     ' 

multiplicirt  man  jede  dieser  Gleichungen  mit  2-—,  so  erhält  man 


C) 


7)    _JJ11^  =  2^  — 

aSC  d'       di    '       "'  Digitizedby  G00gk 
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9(1*)' 
\dlJ  _adydy 

8)  ~T*~-lTid~xy 


da  aber 


\     dl   dx) 


.      dy    d  dy         (ßty  di\> 


df  dl'dtdx^     dfi'dx' 

so  hat  man  mit  Hilfe  von  7)  und  8) 


d      V  d//  \df/     ,  «*d8if/  0if 


d/      dx'  dx      T     df*  0a>'  *" 

und  gewinnt  die  für  unsere  Transformation  massgebende  Beziehung 

a^  <*»»__      w*;      d    yd// 

ääc   dl*~~  bx      +dt      dx      '  '"' 

multiplicirt  man  noch  mit  2A*  und  setzt 

•» .  bl .  „       *-»'(S)'- 

so  ergiebt  sich 

80*d*^__      dto      d  dd 

dx  dfl  ~~dx+dlTx'''y 

und  die  Ausdrücke  3)  erhalten  die  endgiltige  Form 

10)  »—'1. ä7-+Ji8FJ- 


Hierin  nennt  man  aus  leicht  ersichtlichen  Gründen  mpqp  das  elektrosta- 
tische und  wificJ  das  elektrodynamische  Potential. 

§2. 

Die  Gleichungen  des  Problems. 

Sei  K  die  Kugelschale,  da  ein  Flächenelement  und  x  die  elektrische 
Dichtigkeit  desselben ,  U  das  elektrostatische  und  P  das  elektrodynamische 
Potential  der  ruhenden  Kugelfläche  K  auf  den  in  Bewegung  begriffenen 
Punkt,  welcher  die  Masse  m  und  die  Coordinaten  x,  y,  z  besitze;  alsdann 
lassen  sich  zufolge  der  Formeln  10)  die  Componenten  X,  ?),  3  der  zu 
suchenden  Wirkung  91  darstellen  wie  folgt: 

d(ü+P)      d   dP 
dx      ^dtdx" 

'  V  dy       ^dtdy" 

d{U+P)      d   dP 
'ö~  dz       +  dtdz" 

Hierbei  sind   ü  und   V  definirt  durch  die  Gleichungen 
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12)  ü—mj  J<p%da,     P  =  ml  J rix  da, 

die  Integration  ausgedehnt  über  alle  Elemente  da  der  Kugelfläch©  K.  Falls 
nun    der  Punkt  m   derselben    nicht  zu  nahe  liegt,   so  erhalten  <p  nnd  ^ 

resp*  die  Bedeutungen  —  und  j/r,  und  man  hat,   mit  Rücksicht  auf  9), 

worin  £,  17,  £  die  Coordinaten  eines  Elementes  fi(=xdö)  der  Kugelfläche 
K  repräsentiren.  Die  Geschwindigkeiten  £*,  97',  f  der  Masse  p  sind  null 
vermöge  der  im  Eingange  gemachten  Voraussetzung.  Somit  gehen  die 
Gleichungen   11)  über  in 

wo  Übrigens  x  als  Constante  vor  das  Integralzeichen  gesetzt  werden  darf. 

§3. 

Ausführung  der  Integration  in  den  für  ü  und  P  erhaltenen  "Werthen. 
Ist  et  der  Radius,  C  das  Centrum  der  Kngelfläche  K,  ferner  &  der 
Winkel,  welchen  der  Radius  Cp.  mit  der  Centrale  Ä(»*fi)  bildet,  und 
<p  der  Winkel,  welchen  die  Ebene  mC(i  mit  einer  beliebigen  festen, 
durch  Cm  gehenden  Ebene  einschliesst,  so  wird  das  Flächen element  de 
bekanntlich  dargestellt  durch  die  Formel 

da  =  ct2sin&d&  d<p, 
und  für  das  Dreieck  mCp  gilt  die  Relation 

r»  =  «*+Ä2  —  2a  Rcos&. 
Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  0,  so  erhält  man 

r  dr  =  ccR  sind  d& 
und  ist  vermöge  dieser  Beziehung  im  Stande,  in  dem  Ausdrucke  für  da 
die  Variable  #  durch  r  zu  ersetzen.     Die  Integrale 

fJ*-T  n^fJr%de> 

welche  sich  beide  über  die  Fläche  K  hin  erstrecken  sollen ,  werden  daher 
durch  die  Substitutionen 

da      adrdq>         ,        ,         ar*drdw 
_   nnd    rdff  =  — _ 

zu 


t/S"'9  nnd  xifJridr("p 


Liegt  der  indicirte  Punkt  m  innerhalb  der  Kugelfläche  K,  so  ist  /?<*» 
liegt   er   ausserhalb   derselben,   so  ist  /?>«.     Die  hierdurch  hervorgeru- 
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fene  Verschiedenheit   der  Grenzen   erheischt  daher  im  weiteren  Verlaufe 
der  Rechnung   die   gesonderte  Behandlung   der   beiden  genannten  Fälle. 
Man  findet 

a)  für  einen  Punkt  innerhalb  K: 
2«  a+R 

->     ff-?-*//*«'* 

0    a-R 
worin  M  =  4»a2x  die  Gesammtbelegung  von  E  repräsentirt,  und 

2«  a+R 

16)  ffr*d*'^T  ffr*drd*  =  *("+D' 

0  a-jß 
Differentiirt  man  15)  und  16)  nach  den  Coordinaten  <r,  t/,  z  des  Punktes 
in,  so  ergeben  sich  die  Werthe  anderer  Integrale,  welche  uns  in  der 
weiteren  Bearbeitung  wiederholt  entgegentreten.  Man  erhält,  falls  der 
Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  mit  dem  Centrum  C  der  Kugel- 
schale K  coincidirt,  in  der  angegebenen  Weise  aus.  15) 

17)  ff*^da=0,  ff*y~^''a=Ql  ff*^da=={i 

und  aus  16),  durch  zweimalige  Differentiation,  mit  Hilfe  von  15) 

,9>         ff'*^* 


rfo  =  0. 


In  gleicher  Weise  ergiebt  sich 

b)  für  einen  Punkt  ausserhalb  E: 

2«  R+* 

20) 


o  R-* 


und 

29i  R+a 


21)  ffnr4—'-±Jf+«r«,-*(n  +  Q. 

0  -Ä-a 
Differentiirt  man    auch    diese  Gleichungen    wie   in    a)  nach    a*,  //,  z   und 
beachtet,  dass 

Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Physik  XXV,  3.  12 
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ff^tf  +  tf  +  z*, 
so  findet  man  ans  20) 

n)JJ%~^     w*  JJ   'a      ^ "  JJ%^      "s 

und  aus  21) 

//•^'— (i-Ä). 


//■ 


§4. 
Ermittelung  der  Kräfte  I,  9,  3-* 

Durch  die  Substitutionen  18),   19),  24),  25)  gehen  die  Werthe  von 
tf  und  />  in   14) 

o)  für  einen  Punkt  innerhalb  K 
über  in 

26)  *.=*,     ,-*!»  «*+f  +  '», 

a  2  da 

'  so  dass 

at/_  d/>  dP  __A*mVL    ,       d  dP_A*mM    „ 

•dx         '      dx~°'      dx'~     3«    *'      rf/0*'~     3a     *'     •' 
und  daher 

3  a  o«  3  a 

Hieraus  folgt  der  von  Helmholtz**  zuerst  ausgesprochene  Satz: 


*  C.  Neumann:   „üeber  das  von  Weber  für  die  elektrischen  Kräfte  auf 
gestellte  Gesetz." 

**  Helmholtz,  Borch.  Journal,  Bd.  75  S.  48  —  54. 
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Die  Componenten  der  von  einer  Kugelfläche  auf  einen 
innerhalb  befindlichen  Punkt  ausgeübten  Kraft  sind  pro- 
portional den  Beschleunigungen  des  Punktes. 

b)  Für  einen  Punkt  ausserhalb  K 
hat  man 


D=   !t 


JPmMSR*-«* 


28) 


l  oder,  weil 
JF—x»+Sa  +  *t  und  Rir^xx'+yy  +  tz', 


so  dass 


£?~~     2 


S£-;!W-4(,-S)*,+1(,-S)£ 
+'('-Ä**-+¥£(ÄI 

und  man  erhält  nach  gehöriger  Reduction 

_mM.r      ^»mMIF.a?      2c»  £/V\l 
*-     Ä3    +     2       )  ß*  +   3    rf<\ÄVi' 

/y'  ö        ß»    +     2      j  Ä»  +  3    dt\ff)\ ' 

mMt       ^g»iM  |AT.»      2«'  d_  (£\l 
o—    &-+     2      j  fls  +   3    dAÄ3/)' 
wobei  ^  die  Bedeutung  besitzt 

'"=^(-'2+^+^  +  2fiÄ"(l-|)-JB'»(l-^). 

x      y      z 
Da    — ,   -^,   -=r  die  Richtungscosinus  der  Centrale  i?  bezeichnen,  da  ferner 
R       R      R 

Ty-Dsf  —  Jä Ri~ »  "•»  80  erkennt  man,  das 8  die  resultirende  Wir- 
kung $K  einer  gleichmässig  mit  Elektricität  belegten  ruhen- 
den Kugelfläche  auf  einen  Punkt  ausserhalb  nur  theilweise 
in  der  Richtung  der  Centralen  stattfindet,  während  ein  an- 
derer Theil  in  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  V  und  ein 
f  dritter  proportional  der  Beschleunigung  angreift,  jeder 
I  12  *yV^1 
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noch  mit  einer  gewissen  Potenz  der  Entfernung  R  oder  ihrer 
Differentialquotienten  (/F  und  Ä")  nach  der  Zeit  behaftet. 
Ist  m  in  Ruhe,  so  verschwinden  a\  y\  z\  R\  R"  und  nur  der  erste  Term 
bleibt  bestehen ,  das  bekannte  Theorem  repräsentirend : 

Die  Wirkung  einer  unendlich  dünnen  homogenen  Kugelschale  auf 
einen  Punkt  ausserhalb  ist  genau  dieselbe,  als  wenn  ihre  Masse  im  Cen- 
trum vereinigt  wäre. 

§5. 
Andere  Lösung. 

Die  jetzt  folgende  Lösung  ermittelt  direct  die  Kräfte  I,  $,  $,  nn& 

zwar  werden  zuvörderst  die  Ausdrücke  ( —  I    und   r— —   oder  r'2  und  rr" 

\dtj      -  dt* 

berechnet   und,    nach  Substitution  der  erhaltenen   Werthe  in  die  Formel 

des  Web  er1  sehen  Gesetzes 

die  sich  darbietenden  geometrischen  Beziehungen  zur  weiteren  Rechnung 
verwendet. 

Die  Durchführung  derselben  gestaltet  sich  für  den  Fall  a)  wie  folgt : 
Sind  wiederum  x,  yy  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  sollicitir- 
ten  Punktes    wi   und   {,  17,  £   die  eines  Elementes  /*  (=  x  rfö)  der  Kugel- 
fläche K,  so  erhält  man  durch  Differentiation  des  Ausdruckes 

nach  der  Zeit  t  die  Beziehung 

30)  rr' -=(*-{)*'+ (y-^y'+^-O*', 

da  wegen  der  Unbeweglichkeit  der  elektrischen  Materie  auf  der  Kugel- 
schale §'=0t  V=0t-  f=0.     Schreibt  man  1)  in  der  Form 

•_£=!,r+l=V+»=_t,, 

so  erkennt  man  in  Coefficienten  von  x\  //,  z  die  Richtungscosinus  der 
Geraden  r;  bildet  dieselbe  also  mit  den  Coordinatenaxen  resp.  die  Winkel 
u,  t\  w>,  so  ist  auch 

r  =  x'  cos  u  +  y  cos  v  +  z  cos  w. 
Bedeutet   nun    V  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  und  ?/,  t>\  tv   ihre 
Richtungswinkel,  so  hat  man 

#'=  Vcosu\     y  =  Vcosv\     z'=  Vcostv 
und  durch  diese  Substitutionen 

r'  =  V(cosu  cosu  -\-  cosv  cosv  +  cosw  cosrv) 

oder,  wenn  #  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  r  und  V  mit  einander 
einschliessen, 
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31)  r  =  Fcos&. 

Durch  nochmalige  Differentiation  von  1)  nach  der  Zeit  ergiebt  sich  weiter 

r-*  +  rr"=x'*+y'*+z'*  +  (x-l)X"+(y-tl)y"+(t-i;)t" 
oder,  mit  Hilfe  von  2)  und  der  Relation   V*  =  x't  +  y'i-\-t'i, 

32)  rr"=  V*  sin*»  +  (*-£)*"+  {y-V)y"+  (*  -£)*"• 

Durch  Einführung  der  Wertbe  31)  und  32)  nimmt  daher  das  Web  er' sehe 
Gesetz  die  Form  an 


31  = 


^j1+2^W£KS+2[(a:_s)a;W  +  (y_i?)/+(t_g)0j 


Zar  Vereinfachung  zerlege  man  diese  Kraft  9t  in  zwei  gleichgerichtete 
Kräfte  $  und  D  jso,  dass 

wobei 

^  =  ^j1+2-W^F,Jj   OB-^|(,_ö^+jk_,)f>(,_0,% 

Um  die  Summirung  dieser  Ausdrücke  über  die  Kugelfläche  zu  bewerk- 
stelligen, denke  man  sich  m  (Fig.  1)  als  Mittelpunkt  unendlich  vieler  und 
anendlich  schmaler  Doppelkegel,  welche  die  Kugelschale  K  in  Paare 
unendlich  kleiner  Flächen elemente  zerlegen.*  Sind  da  und  da1  zwei 
zusammengehörige  Elemente  mit  den  bezüglichen  Entfernungen  r  und  rt 
von  m ,  und  construirt  man  um  m  als  Centrum  drei  Hilfskugeln  resp.  mit 
den  Radien  1,  r,  rlf  so  schneidet  der  Doppelkegel,  welchem  da  und  dat 
angehören ,  aus  der  Kugel  vom  Radius  1  ein  Element  dm  (die  Kegel  Öffnung) 
und  aus  den  beiden  anderen  Hilfskugeln  mit  den  Radien  r,  resp.  r1  die 
Elemente  ds,  resp.  ds19  und  es  gelten  die  Relationen 

33)  ds:da>  =  r*:ly      dslzdm=*r1*:l. 

Bezeichnet  ferner  <p  den  Winkel,  welchen  r  oder  rx  mit  dem  zu  da  oder 
dat  gehörigen  Radius  a  der  Kugelschale  K  einschliesst,  so  ist 

34)  ds  —  dacosq>,         ds1=^da1co$fpi 

und  durch  Combination  der  übereinanderstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich 

da= ,  da.  =  — . 

cos  cp  cos  q> 

Da  aber  die  Elektricitätsmenge  auf  K  gleichmässig  vertheilt  ist,  so  hat 
man  für  die  auf  da  und  doi  vorhandenen  elektrischen  Theilchen  fi  und  fiL 

(i  =  xday  fi1  =  xdai 

oder 

ä  den  x  dm     9 

cos<p  '       cosq>    l 

so  dass 


*  Vergl.  den  Aufsatz  von  C.  Neumannin  Pogg.  Annalen,  Bd.  109  Jahrg.  1860. 
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35)  4  =  ^  =  ü-^. 

r*       r*      cosq> 
Diese  Relation  ermöglicht,  sofort  die  Wirkung  eines  Paares  gegenüber- 
liegender Elemente  oder  die  Wirkung  eines  jener  Doppelkegel  zu  ermit- 
teln.    Sind   nämlich  9t   und  (3il    die  von  p,   resp.  pt  ausgeübten  Kräfte, 
so  hat  man  zuvörderst 

9R_$  =m*dm\u   2-3  co*8^,)      mxdoL      2-3cos8(l80-S)FJ 
^      ^         cosg>    \  c8  (        cosq>    j  c8  l  * 

d.  i.,  weil  co*8  (180  —  &)  =  cos*&, 

$-^  =  0. 
Dies   gilt  offenbar  für  sämmtliche  Elementenpaare  der  Kugelfläche,   und 
die  6e8ammtwirkung  der  Componenten  fy  ist  somit  null. 

Andererseits  erhält  man  für  die  Resultante  von  Q  und  Ot  den  Werth 

°-°«=^ i|£f«^ö^+<ft-*)/+(6-ö«,'|. 

worin  |19  rjl1  fj  die  Coordinaten  des  Elementes  p,  bedeuten. 

Da  ferner 
algo  |  =  rco*tt,   ...,     £!  =  —  f^cosw,   ..., 

36)  S-|1  =  (r+r1)co*w,   ...    und   2«  =  ^, 

cos  w 

so  hat  man  auch 

0-  —  ri  =  -«-2ax  dm(x"  cosu  +  y" cosv  +  z"  cosw). 

Um  diese  Kraft  in  ihre  rechtwinkligen  Componenten  zu  zerlegen,  hat 
man  sie  der  Reihe  nach  mit  ihren  Richtungscosinus  cosk,  cosv,  cosw  zu 
multipliciren : 

(Oj — Q)*  =  — |-  (#"  co*8  m  +  y"  co*  u  cos  v  +  *"  cos  w  cos  ip)  x  d  m  etc. 

Da  hierbei  aber  dm  das  Flächenelement  der  Kugel  vom  Radius  1  ist 
und  in  jedem  der  erhaltenen  Ausdrücke  bereits  zwei  Flächenelemente 
und  somit  auch  zwei  Kräfte  O  berücksichtigt  wurden,  so  erhält  man  die 
Componenten  X,  $},  3  der  Gesammtwirkung  SR*  der  Kugelschale  K  auf 
den  Punkt  ro,  indem  man  über  die  Halbkugel  vom  Radius  1  summirt: 

o«\  X  =  — -§—  (#  2^  cos8w  tfa>  +  y  £t  cosu  cosv  da 

+  z"2i  cosu  cosw  dm)  etc. , 
wobei  der  Index  1  die  Integration  über  die  Halbkugelfläche  vom  Radius 
1  andeuten  soll. 

Die  Berechnung  der  Integrale  ist  einem  besonderen  Paragraphen  (7) 
zugewiesen  worden,  um  einerseits  den  Gang  der  Lösung  nicht  zu  unter- 
brechen und  andererseits  die  noch  häufig  auftretenden  Werthe  ein-  für 
allemal  zur  Hand  zu  haben. 
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Durch  die  Substitutionen 

2X  cos%u  da>  =  Jtc,  ...,     2X  cosu  cosv  dm  =  0,   ... 
ergiebt  sich  schliesslich  wiederum  das  Resultat 

Qfi.  2mM    „  2mM  „  2mM  „ 

38)  *"W     ^3^'     3~8?r- 

Um  die  im  Vorhergehenden  für  den  Fall  a)  angewandte  Methode 
auch  im  Falle  b)  genau  innehalten  zu  können ,  führe  man  den  reciproken 
Pol  m0(a?0,  y0,  zQ)  des  Punktes  tn(x,y,z)  ein  und  lasse  von  m0  als  Cen- 
tnim  ein  System  unendlich  schmaler  Doppelkegel  ausgehen.  Sind  nun 
R  und  Ä0  die  Entfernungen  der  Punkte  m,  resp.  m0  vom  Mittelpunkte 
C  der  Kugelfläche  K,  und  schneidet  ein  Doppelkegel  das  Elementenpaar 
§i{da)  und  ßi(tf0i)  mit  den  bezüglichen  Abständen  r,  0  und  rxl  £  von 
den  Punkten  m  und  mQ  aus  der  Kugel,  so  hat  man  nach  dem  „Princip 
der  reciproken  Radien" 

39)  Ä.Ä0  =  «8, 

und  vermittelst  der  ähnlichen  Dreiecke  fiCm  und  (iCm0 

40a)  r  =  *o 

und  analog 

40b)  ri  =  «*»' 

Durch  Differentiation  von  r  nach  der  Zeit  ergiebt  sich  hieraas 

also 

rr"=^(Ä'>  +  2Jß'e'+Ä(."), 

und  der  Ausdruck  für  das  Weber* sehe  Gesetz  nimmt  die  Form  ao 

Sind  ferner  £,  ijf  £  und  £n  ^x,  ^  die  Coordinaten  der  Elemente  p,  resp. 
fij,  so  ist 

41a)  ^«.(^-Di+to-^i  +  ^-ot    ^ 

und 

41  b)  h«  =  (»o-«,)»  +  (%-%)•  +  (*-&)*. 

Differentiirt  man  auch  41  a)  nach  f,  so  ergiebt  sich 

99  —  («o— D*  o  +  (y0-  ^)y  o+ <*0  —  £)*'o 


oder 
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bezeichnet  man  daher  mit  w0,  r0l  w0  die  Richtungswinkel  von  p  und  mit 
"'o'  v  o>  w'o  diejenigen  der  Geschwindigkeit  V0  des  Punktes  m0,  so  ist  auch 

p'  =  F0 (cos  w0  cos  u0  +  coä  vQ  cos  v'q  -f-  cos  wQ  cos  tv0) 
oder,   wenn  #0  den  Winkel  bedeutet,  welchen  p  und  F0  einschliessen, 

42)  ?'=  *V°*V 

Differentiirt  man- 41a)  nochmals  nach  /,  so  findet  man 

q  *  +  e«"=  **,  +  y'\  +  *'so  +  (*.-i)*"o  +  (vo  -n)y"o  +  (*o-t)*\ 

oder,  infolge  von  42)  und  der  Relation   F0*  =  x'*Q  +-  y \  +  z'*Q , 

pp"=  ro»*t/i'*0  +  (*0-*)*"o  +  fo-l^o  +  (*o~ tK'o* 
und  die  Wirkung  des  Elementes  p(da)  auf  den  Punkt  m  wird 

+  K-f]O  +  2ÄÄ'^0^dft  +  ^(2ÄÄ"-fi'*)]  . 
Setzt  man  wiederum  9t  =  50+0»  und  zwar 


«•>  •-t^|'+»v-55v-'4 


44a)  *       +2Ä/?>F0co^0  +  (>8(2Äir-Ä/8)J 

und  mnltiplicirt  diese  Werthe  der  Reihe  nach  mit  den  Richtungscosinus 
(cosu,  cosv,  cosw)  der  Geraden  r,  so  erhält  man  die  Componenten  in  den 
Richtungen  der  Coordinatenazen.  Gleiches  gilt  offenbar  für  die  von  dem 
Elemente  px  {dox)  auf  den  Punkt  m  ausgeübte  Wirkung  SRj  =  ^  +  01, 
zu  deren  Berechnung  die  Gleichungen  40  b)  und  41b)  zu  verwenden 
sind,  und  zwar  ergiebt  sich 

,9U    m       mw*  j       2Ä*  3ä«  lal 

Qi  =  -i^,|a*([*o-^ 
44  b)  ?1      -  2ÄÄ'Pl  P0cw*0  +  9*VRR"~  ä*)|, 

da  co*(180  — &)  =  — cosfr  und  cos* (1 80  —  0)  =  co*2 #. 

Bezeichnet  nun  <p  (Fig.  2)  den  Winkel,  welchen  p  (oder  p,)  mit  fxC 
(oder  ^C)  bildet,  x  aber  wiederum  die  Dichtigkeit  der  gleichmässig  auf 
K  vertheilten  elektrischen  Masse  und  dm  das  Flächenelement  der  um  mQ 
mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kugel,  so  gelangt  man,  wie  oben  S.  181, 
zu  der  Relation  P  _H^*d» 

Q*  ""p^^  COS  qp' 

da  endlich  die  Componenten  $ßx  und  $ßix  der  Wirkung  eines  Elementen- 
paares in  demselben  Sinne  wirken,  ihre  Resultante  Cß  +  ^ßx)«  also  gleich 
ihrer  Summe  ist,  so  erhält  man  für  die  Kräfte  $  eines  Elementenpaares 
fi(da)  und  PtCtftfj)  die  Werthe 
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Analoges  gilt  von  den  Componenten  O,  deren  Wirkungen  in  den  Rich- 
tungen der  Coordinatenaxen  sich  mit  Hilfe  der  Beziehungen 

Q  Qi  Q  Qi 


in  folgender  Gestalt  ergeben: 

(0+0,)*=  cT^-0Scp  \[2R*q(x"q  rosuo  +  y'\  cosvo  +  :"o  cosrvo^ 

+  2  RRq  («'0  cos  u0  +  y'0  cos  v0  +  z0  cos  tvQ)  +  (2ÄÄ"—  A'*)  q*]  cos  u 
+  [—  2A*o1  (x"0  cosu0  +  y"0  cosv0  +  z"0  cosw0) 
—  2  R R'Qt {x0  cosu0  +  y0  cos v0  +  z0  cosw0) 
+  1 2  Ä  Ä"—  A'8)  q*]  cosuA  %  da; 

analoge  Werthe  erhält  man  für  (Q+Q^j,  und  (O  +  DJ». 

Infolge  der  vollständigen   Symmetrie  der   erhaltenen  Ausdrücke   ist 
die  Behandlung  nur  je  eines  derselben  erforderlich.     Um  z.  B. 

""  ^575  (x'o  ro*"o  +  n  cosvo  +  *'o  COÄWo)2| 
X  \cosu  +-  rostiw  x  du 
aber  die  Halbkugelfläche  vom  Radius  1  zu  summiren,  beachte  man,  dass 

cos u  +  cos u.  = -  H 2L  —  _i^ ^_H_v *Ji  . 

r  rt  rrx 

da  nun  r  und   rx   symmetrisch  zu  R  liegen,   so  ist  das  Product  rrx  die 

Potenz  des  Punktes  m  in  Bezug  auf  die  Kugel  K  und  daher 

rr^Rt-a*, 

so  dass  mit  Rücksicht  auf  die  Fundamentalgleichungen  40) 

cosu  +  cosu,  =  I  (»  +  ft>^-«ft  +  fc«>  ; 

eliminirt  man  ferner  aus  den  Gleichungen 

a?0— £=*qcosuq  und  »0-"£i  =  ~"^i  cosuo 
die  Grösse  cojw0,  so  ergiebt  sich 

und  mit  Hilfe  dieser  Substitution 

cosu  +  cosu.  =  —   vy      lVK    - — - ; 
da  endlich 
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An 


so  wird 

und 

oder 


x0=  ~  aJ==» 2X  un^  0  +  01  =2  er  cos(py 
X  —  XQ^       ß%      x 

I  0  +  01 

COS  U  •+-  COS  U0  = -p-  X 

et  R 

cos  u  +  cos  u0  =  —  cos  q> 


R 
45)  (   uud  analog 

r  os  e;  +  cos  v0  =  -^  ro*  <p,     ros  w  +  r  os  wQ  =  —  ros  <?. 
ti  H 

Durch   Einführung  dieser  Werthe  erhält  man 

~  J??  ^'°  C0Ä W°  +  y'°  C0S  V°  +  *'•  coswo)*\  *da* 
Infolge  der  Werthe  des  §  7: 

a2^1xrfeo  =  2«27tx  =  £M,  Zt  cos2v0da)  =  Jap,  ...,  2^  co$M0cost>0<icö  =  0,  ..., 
findet  man  die  gesammten  Kräfte  tyX)  welche  auf  m  ausgeübt  werden,  in 
dem  Ausdrucke 

^«^M^  +  mM^^  +  A  +  ^o), 

worin  noch  #'0,  i/'0,  z'0  durch  a?',  y,  z  zu  ersetzen  sind;  dies  geschieht 
durch  Differentiation  der  Gleichungen 

^0  —  P2  X»       ^0  —  i>2  ^       20  —  1J5  * 

nach  der  Zeit,  mit  Berücksichtigung  der  Werthe 

2P  =  *»  +  j,*  +  z'  und  2*02  =  V+tf  +  tfi 
falls   man  nämlich   den  Anfang   des  Coordinatensystems  in  das  Centrum 
der  Kugel  fallen  lässt;  in  solcher  Weise  ergiebt  sich 


*  A  =     ^X- 


°~.ß2  B»        '    yo~i?y        J?   "'     *•     iP*        2P 

also,  nach  gehöriger  Reduction,  mit  Hilfe  des  Werthes  Rß~xx'+yy  +  zz' 

*\ + y\ + ='\  -  j£  (*'*+/'+*"), 

und  daher  endlich 

46)  2$,  =  mM^H-mM^g  (*'»+*'»+ z'»); 

analog  ergeben  sich  Hfyy  und  <£<ßx. 

Um  die  Componente  2£lx  der  Gesammtwirkung  zu  erhalten,   d.  h. 
den  Ausdruck 
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(0+0^=  -g^^—  {2iPp(a;"0  cosu0  +  y"0  cosvQ  +  z\  cosw0) 

+  2RR'q (x'0  cos u0  +  y0  cos  v0  +  z\  cos  w0) 
+  p2(2BÄ"-iT8)j  cosu  .%dm 

+  jpc2C0Sy  |-  2  & Qi  (*"o  cos  uo  +  y"o  cos vo  +  z"o  cos  wo) 
—  2  R  Kox  (x0  cosu0  +  y'0  cos  v0  +  zQ  cos  rvQ) 

+  of  (2.822"-  R'*) J  cosux  .  k  da> 
über  die  Halbkugel  vom  Radius  1  zu  summiren,  bemerke  man,  dass 

C0SH  —  cos M,  = *  =  -^ —  , 

r  rt  rrx 

welcher  Werth  durch  die  Substitutionen 

R  R 

r  =  --(>,    rx  =  —Qi9    x  —  i  =  QCosu0y    x  -  |,  =  —  q{  cosu0 

übergeht  in 

R  2pp,  cosu  —  (o  —  o.)(.r  —  x 0) 
cosu  —  cosut=> ^-* °t~       » — ; 

da  aber  qqx  die  Potenz  des  Punktes  m0,  also 

ferner 

2P  — o2  a  2a8 

g-go^     jp     *  nnd  ?-?1  =  «g(r-r1)=  —  cosy 

—  wenn  ^  den  Winkel  (?,  Ä0)  bezeichnet  — ,  so  ist  definitiv 

2a/  x  \ 

COS U  —  COSUt  =  —  I  COS  M0  —  —  COSlf;  I 

j  und  analog 
47)  J  2«/  y  \ 

7  \        COSV  —  COSVx  =  —  I  COSV0  —  |jCOS^(l  I, 

2«/  2  \ 


r        45)  und  47)  ergeben  alsdann 

£  a  ax 

ßCOS<p  +  -COSU0—  -^ 


cosm  =  —  co$<p  +  —  cosu0 55  cösiJj, 


ßCOS<p  +  -COSVQ-  ^ 


CO*»  =  —  COS g>  +  ^  COSl>0  —  -£|  COSlfJ, 


48) 


«  ,   a  uz 

cosrv=  -=rCosq>  +  *=rC08tvQ  —  —=  costy; 
H  R  Kr 

x  a  .   ax 

cos  ut  =  -—  cos  q>  —  —  cosm0  +  -—^  costyy 

H  R  Er 

y  «  ,  «y 

C0**l  =  Tj-  C0S  <P  —  ^  C0S»Q  +  ^»  *>s^ 

2  a  .    a* 

COSIP.  =  — ■  cos 9  —  — cos  w0  +  -— j  cos^, 
Ä  R  R 
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und  der  zu  behandelnde  Ausdruck  geht  durch  die  betreffenden  Substitu- 
tionen über  in 

(D  +  Qi),  =  ^  { 2 k* (q  - qx) (x"0  cos u{)  +  y"0 cos r0  +  z\  cos w0) 

+  2  h  B(q  -  px)  U'0  cos  m0  +  y'0  cos  v0  +  z\  cos ?v0) 
+  (2RR"-R'*)(o*  +  Ql*)\xd<o 

+  c2RrcoS(p  i2  *"(*  +  Ql)  (*"o  ^  W0  +  y"«  COSV0  +  *"o  C0S  *\>) 

+  2  R  R'(  q  +  p^  (ar'0  cos  «0  +  y'0  cos  vQ  +  z0  cos  w0) 
+  (2ÄÄ''-Ä'2)(o2-^)jgro^0-^Co^Jx^co; 


da  aber 
also 


2«a 

q  —  p,  =  -rr-cost//  und    o  +  o,  =2«  co$<^ 

P8  +  Pi8  =  2«2  ^COÄ2<p  +  ^O^tJ/J  , 


und  wegen  n  9 

°  fIRf  Ä        ,  a  t  °        •   2    , 

— —  =  —  oder  cos*  w  =  1  — -=z  sin*  ty 
stn  <p       a  Kr 

so  ergiebt  sich  nach  leichter  Umformung 

+  JPc«1  L2 *** I *  ° C0S U° +  y"° C°S v° +  *"° cos w°\ 

+  2  B  B  j  a?'0  c«s  w0  +  y\  cos  v0  +  z'Q  cos  w0  J  co*  w0 

+  J2EB"-  iT2}  .^cosy  cosu0]  x  da. 

Die  Integration  gelingt  mit  Hilfe   der  Formeln  des  §  7,  nach  welchen 

a^jXrfffls^M,       2?j  COS2M0  </<»=»■$ TT,     ..  .,       2^  COS  UQ   cos  v0  d  ü)  =  0,    ..., 

Excos}\}cosuQdm  =  —  -,    ..., 
wodurch  man  erhält 

worin  noch  a?'0  und  a?"0  durch  s'  und  x"  zu  ersetzen  sind;  da  nun 


Ä*        iP    ~dt\&)' 
so  gewinnt  man 


->  «.-ÄK(.--)-*-(.-¥)j+^iüÖ 


und  in  gleicher  Weise  2;Qy  und  £&%. 
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Die  Componenten  I,  ?),  3  der  Gesammt  Wirkung  sind  aber 
nach  46)  und  49)  schliesslich 


;-!t+?|»[*<^+*+»"'(>-ä-*,('-£)] 

,  2a"  rf/a:'V      t 


50) 

wie  S.  179. 


Dritte  Losung« 

Ungleich  einfacher  gestaltet  sich  die.  Rechnung,  wenn  man  die  Kräfte 
indirect  mit  Hilfe  der  Potentiale  <p  und  cJ  ermittelt.  Nach  den  Formeln 
10)  des  §  1  lässt  sich  das  Web  er 'sehe  Gesetz  auf  das  Potential 

reduciren,  welcher  Werth  durch. die  Substitutionen 
1  „       4  (dj/r\*      1    r'* 

in 

übergeht.     Die  Rechnung   selbst  aber   nimmt  für  beide  Fälle  (a  und  t>\ 
die  wiederum  gesondert  behandelt  werden  mögen,  folgenden  Verlauf: 

a)  Der  Punkt  m  innerhalb  E. 

Da  ,•«  («-01  + (,_,)• +  (,-fli, 

so  wird  u 

r  = x+ tf  ~\ z 

r  r  r 

und,  infolge  der  Bedeutungen 

—  cosu,   ...,     x'=Vco$u\  ...,    r  =  Vcos&y 

T 

wenn   9  den  Winkel  ( V,  r)  bezeichnet.     Mithin  ist  auch 

Zerlegt  man  wieder  in  bekannter  Weise  die  Kugelfläche  K  in  unend- 
lich viele  Elementen  paare  n(do)  und  ^(rftfj,  so  erhält  man  das  Poten- 
tial eines  der  unendlich  schmalen  Doppelkegel 


*  Dies  von  G.  Neumann  eingeführte  Potential  ist  seiner  Definition  nach 
verschieden  von  dem  von  Weber  bemerkten,  weiches  durch  den  Ausdruck 
wj*(*-<d)  dargestellt  ist  (vergl.  Poggendorff  s  Annalen,^2e^(^ 
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r+.r1-M(,  +  =-!t)  +  =e.(1  +  =5!^, 

da  ™s*(18ö  —  &)  =  cos*&.     Nach  §  5,  35)  ist  aber 

fi       xdto  nt      »da>  r  +  rt 

—  = r   und    —  = r,    und  ausserdem    =2a, 

/•       co5  qp  rx       cosq>  costp 

so  dass  schliesslich 

Das  Potential  der  ganzen  Kugelschale  ist  daher 
JF*  =  2ma(j^x  dm+^£t  cos*&  %  dv\ 

=  2ma(  £l»da)  +  -Y  ^i(d 'co$u  +  yco$v-\-  z'cosw)**  dwj, 
d.  i.  nach  §  7  ^ 

5.)         »•."_^(1  +  i^±l■). 

Dieser  Ausdruck  vereinigt  die  Potentiale  U  und  P: 

und  liefert  durch  die  in  §  1,  10)  oder  §2,  11)  angezeigte  Behandlung 
die  Componenten 

„      2mM    „      „      2wM   „      _      2mH  ., 

*«8^*'     D-sS?''     3==3^r- 

ft>  Der  Punkt  «i  ausserhalb  K. 
Dnrch  die  Einführung  des  Poles  m0  (Fig.  3)  erhält  man 

R  ,.      (Ä'o  +  Äp)* 

r=-e,   also  r»  =  v        g 

oder,  weil  ^'=^ocos^o> 

'•'8  =  ^(Ä'?  +  ÄF0co^0)*, 
und  das  von  fi  (da)  auf  m  ausgeübte  Potential  wird 

Da   ferner  cos(180  —  d)  =  —  cos#0,    so   übt  der   Doppelkegel   (^^4)    das 
Potential 


„-+  ^  =  -5  ( £  +  &  +  £  £>_+  *  FS C0-^ 


auf  den  Punkt  m  aus,  welcher  Ausdruck  durch  die  Substitutionen 

u       x  d©  u,        X  </© 

—  = C>     - ■= Pi 

q       cosq>         Qt       cosq> 

und  durch  Zerlegung  der  Binome  p8+ft3  und  q*  —  q*  übergeht  in 
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+  Ä2Fo2cos20oAxr/W; 
hierin  ist  ' 

£±£1  =  2« 

cosq) 
und,  als  Potenz  von  m0  in  Bezug  auf  die  Kugel  K, 

ferner  ergiebt  sich,  mit  Rücksiebt  auf  die  Relationen  jß02  =  a?02  +  y02  +  *<m 

5'+i?2+£2  =  «2,  tf+V+fc"««1. 

und  dieser  Ausdruck  nimmt  durch  die  Wert  he 

_o __ o — ZL==C0SM        ### 

oder 

|  +  ^  =  2#0  -  (p - ?,)  cosu0,     1?  + 1?!  =  2y0  -  (^-^)  ros©,,, 

f  +  ti  =  2  *0  -  (9  -  0i)  ™* wo 
und 

die  folgende  Gestalt  an: 

0*+(>i2=  2<*2(l  ~  jp)  +  2(^  — ft)(*0co*f^+y0ro*«0+toCo#M»0), 

80   dS8S 

und 

+  2  jß'2(p  —  o,)^  co5t/0  +  y0  cosv0  +  z0  cosw0) 
+  2RK(q- ft)  F0  ro*fr0  +  JR«  T02ro52  &0])x  rfo>. 
Da  nun  LCpm  =  1//,  und  r  sowie  r,  symmetrisch  zu  jB  liegen ,  so  hat  man 

A  111  tt  ,  %      2o2 

r  —  r1  =  2arosif  und  daher  p  —  p,  =  p(r~-7v  =  -77-  ™*^, 

so  dass  schliesslich 


'''+•'•.=""'('+i[S<S!-«■^ 


4«2jB'2 

H -g—  costJ/(j0  cosw0  +  y0  cost>0  +  z0  cosn>0) 

+  Ac?Il'cQSty{xQ  cosnQ  +  y'0  cost>0  +  z0  cosw0) 
+  jR2  (x0  rosu0  +  y'0  cosv0  +  z0  cosn>0)2\  )  %  dm. 
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,K 


Das    Gesammtpotential   Wm   wird   durch  die  Integration  dieses  Ans 
druckes  über  die  Halbkugel  vom  Radius  1  erbalten  mit  Hilfe  der  in  §  7 
enthaltenen  Berechnung  von 
a22,1H//©=  JM,     -Ej  cosu0*  dw  =  $7ti   . ..,     «£,  r os  w0  ros  t>0  d  <a  =  0 ,    ..., 

„  ,  2rc  ,rft 

durch  welche  Werthe  sich  die  Integrale 

£t  cos  ty  (x0  cos  uQ  -f-  y0  cos  v0  +  z0  cos  wQ)  d  a> 

-** E0 -t*^— ff-. 

Zx  cos  ty  (x0  cos  u0  +  y'Q  cos  r0  +  :'0  cos  w0)  d  o> 

"*" 5 =  |7tdBo" 31P~ 

—  da  Uo^^^'o  +  yo/o+N)^  ^^^ß  und  daher  ß'ü  =  -ff2jß'  — ■ 

£L  (x0  cos  u0  +  y0  cos  v0  +  z'0  costv0f 

ergeben. 

Nach  Einführung  dieser  Werthe  und  gehöriger  Reduction  findet  man 

52)    »*-^ji+_^[(iP~^ir»+|(,t+^+l'i)]j 

und  hieraus,   mit  Berücksichtigung  der  Bezeichnungen   U  und  P  für  das 
statische  und  das  dynamische  Potential 

—  welche  Scheidung  in  jedem  der  voraufgehenden  Ausdrücke  für  W  klar 
zn  Tage  tritt  — ,  die  Componenten  der  Kraft  9t  nach  §  2,  11): 

mMx     ml&rF.x     2o*  d/<r'\"| 
*~TR»~  +  c«   p?  +l~di\2^VJ, 
ro-J^j^P^y  ,  2«»  d(9'\\ 
{)~    jß»    "*"  c»  L-B3  +Trf/WJ' 
a_wM»      wMPF.z      2«»rf/8>\1 
ö~    .ß»    +  c*   Lüs        3    rfA-BvJ' 

wobei  F  znr  Abkürzung  gesetzt  wurde  für  2  R  R"  (  1  —  ^ J  —  #*  M  —  ^  ) 

+^(*'2+y''+*'*). 

§7. 
Berechnung  der  In  den  §9  5  und  6  auftretenden  Integrale. 

Die  Ermittelung  der  Summen  Sv  cas*u  dco,  . . .  und  £x  cosu  cosv  da>,  ... 
wird  wesentlich   erleichtert  durch  die  Bemerkung,    dass  man  die  Werthe 
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cosu,  cosv,  costv  als  die  relativen  Coordinaten  eines  Elementes  da  der 
Kngelfläche  vom  Radius  1  betrachten  kann.     Setzt  man  daher 

£  =  cosu,     r\  =  cosv,     £  =  cosw, 
so    gehen    beispielsweise    die    Summen    21cos2u  dm    und    £t cos u  cosv  dm 
fiberin  ^da  und  £^V  da. 

Da  sich  zu  jedem  Gliede  £2da>  ein  gleiches,  nämlich  ( — §)8  da,  und  ebenso 
zu  jedem  Term  ^r\  dto  ein  gleicher,  nämlich  (—  £)(—  i?)  */a>,  vorfindet,  so 
bestehen  die  über  die  ganze  Kugelfläche  hin  erstreckten  Integrale  £0}-*da 
und  20£tjda  aus  paarweise  gleichen  Gliedern,  so  dass 

2^  da  =  i^l« dw,     2^  £4  rfw  =  2^  £ij  rfa>. 
Aas  der  Symmetrie  der  Kugel  folgt  aber 

2^2  da  =  £0ri2  da>  =  2^ ?  da>; 
ist  daher  /  der  gemeinschaftliche  Werth  dieser  Summen,  so  hat  man 

da  ?  +  i/2  +  ?  =  l,  und 

1)  2^  roj2 ii  rf oo  «a-| ?r,     J^ ro«2t?  den  =  \it>     £lcosPtvda  =  \n. 

In  Bezug  auf  das  Integral  20£rjila  ist  zu  bemerken,  dass  neben  jedem 
Gliede  Jiy  rta>  noch  ein  ihm  gleiches  und  entgegengesetztes  (—  £qrfo>)  auf- 
tritt, und  man  erkennt,  dass  sich  die  Glieder  der  Summe  £0  £rjda  paar- 
weise zerstören,  und  dass  somit  auch 

2)  21cosu  cosv  rf(o  =  0,    ^  cosi>  cosw  rf©  =  0,    -2^  costv  cos u  </o»  =  0 
ist. 

Zur  Ermittelung  der  Integrale  Zvcos ty  cos u  da,  Eicosi^  cosv  dm  und 
Excosty  cosw  da  hat  man  cosm,  cosv,  cosw  durch  die  Integrationsvariab- 
len —  die  Kugele oordinaten  tf;  (die  Poldistanz)  und  %  (die  Länge)  —  aus- 
zudrücken : 

Sind  yj,  y2,  y3  die  Richtungswinkel  der  Centrale  iß  der  Kugel  K 
und  der  Kugel  vom  Radius  1,  ferner  ö1}  ä2,  ö3  die  Winkel,  welche  die 
Ebenen  (R~y)  und  (5^),  (BT*)  und  (5^),  (S^)  und  (S^y)  der 
Reihe  nach  einschliessen ,  und  sind  endlich  %lf  %8,  %8  die  Winkel,  welche 
die  Ebene  (JB,  r)  resp.  mit  den  Ebenen  (JB,  a?),  (jB,  y),  (jB,  s)  bildet,  so 
gelten  für  die  sphärischen  Dreiecke  (jB,  r,  x),  (i?,  r,  y),  (iZ,  r,  z)  die  Formeln 

cosu  =  co*yx  co*i(;  +  si«/!  st/iif/  cos^, 

cos  t>  =  cos  y2  co«  #  +  sin  y%  sin  ty  cos  %% , 

cos  rv  =  cos  ys  cos  ty  +  sin  yg  sm  ^  cos  %z , 
und  für  die  rechtseitig  -  sphärischen  Dreiecke  (JB,  y,  «),  (jB,  r,  a;),  (Rt  x,  y) 
hat  man 

eosflj  =  —  cof  y8  co/ya ,     cos  ö2  =  —  co/ys  ro/^ ,     cos  ä8  =  —  cotyx  coty% , 
und  hieraus,  nach  leichter  trigonometrischer  Umformung  und  Berücksich- 
tigung der  Relation  cos%yx  +  cos2ys  +  cos*yt  =  1 , 

Ztftrihitft  L  Mathematik  il  Physik  XXV,  3.  9't'*»  bV 
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stn  öt  =  -f= r^~  ,     stn  o«  =  -= r1-  »      stn  ö«  =  -f= r-5-. 

1      stn  y%  stn  y3  *       stn  ys  stn  yx  a      stn  yx  stn  y2 

Ausserdem  liefert  Fig.  4  unmittelbar  die  Beziehungen 

*i  +  *i  +  *5  =  3600i=0),     %2-X8  =  Äi»     X8-Xi  =  't»     Zi-fc  =  *3- 
Mit  Hilfe   dieser   Gleichungen  lassen   sich   die  Werthe   der  bereits  oben 
berechneten,   sowie   die   der   übrigen   Integrale  dieser  Abhandlung    ohne 
Schwierigkeit  ermitteln. 

Das  Element  dco  der  Kugelfläche  vom  Radius  1  lässt  sich  ausdrücken 
durch 

dto  =  sin ^  dty  d%x  oder  =  sin  ty  dty  d%%  oder  =  sin  tf;  dty  dfo , 

und  man  findet  beispielsweise 

n   n 


1 )  Zx  cos2  u  d  co  =  /  f  cos2  u  sin  q>  dty  dfa 

0   0 
n   n 

=  11  (cos  yx  cos  ty  +  sin  yx  sin  t/;  cos  ^  )*  sin  $  d  ty  d  ^, 

0   0 

n  n 

=  cos2yt  I  I  cos2tl>  m'ii  ty  dty  il%A 

0  0 

ä  « 

+  2  sin  yx  cos  7x11  sin2  H>  cos  i/;  cos  %x  dfy  d  ^ 

0  0 
n  n 

+  sin2yx  I  §  sinsty  cos2%t  dty  d  fr 

0   0 

*  n 

=  n  cos2yx  \  I  sinty  dty  —  I  sinzty  dty/ 

6  0 

n 

+  \nsin2yi  I  sinstf/  dty, 

0 

%  n  n 

weil  Jdxl^=n,  j  ^^,^«0,  J  cos2 Xld%1=  l*r, 
0  0  6 

=  rc  Cos2yi  .  |  +  ±n  sin2yi .  |, 
=  #«» 

weil    /  sintydty^  2,    f  sin*ty  dt\>-=$, 
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n  n 


2)  £xcosucosvda><=cosyxcosy2j   I  cos*y  siny  dtf>d%x 

0  0 

n  n 

+  sinyx  sinytjj  sin3V  dV  C0SXi  cos%2  dXi » 
0  0 
n  n 

da  die  übrigen  Glieder,  wegen  J ^Zi^Zi  =  / tosx2dx2  =  0>  verschwinden, 

0  0 

=  cosyx  cosy2  I  I  cos8  tf;  sin  ty  dty  d%t 


0  0 

n  n 


+  sin  yx  sin  y2  f  I  sin* i/;  rftp  (cos  ös  cos* %\  +  *'w  $3 

weil  Xi~ fc=»*s> 

=  2«  cosyx  cosy2~-  J n  cos yx  cosy2  +  %ic  sinyx  siny2  cosds, 

.  -«• 

da     /  sin%l  cosi1d%l  =  Q   und   cosd3  =  —  cotyxcoty2. 

O 

In    ähnliche 

£k  cos  ty  cos  u  du : 


O 

In    ähnlicher    Weise    erhält    man    das    noch    erübrigende    Integral 


n  n 
3)  £tcos^cosuda^=cosylJ  j  sin  ty  cos*  ty  d  y  d%x 

0  0 

«  n 


+  sifiY\  I  I  ****♦  €0SV  d*  cos%x  d%x 


0   0 


=  cosy}.  n  I sinty  dty  —  co$y4 .  rc  I  svfity  dty 

0  0 

=  2  »  cos  yx  —  4  Ä  co*yi  > 

d*  yi>  7a»  /s  die  Richtungswinkel  der  Geraden  B  vorstellen.     Aus  der- 
selben Quelle  fliessen  die  Werthe 

£x  costy  cos v  d(o  =  $n  |r,     2xcosif>  cosw  d a>  =  i7iß. 

(SchloM  folgt) 
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XVI.    lieber  die  Eigenschaften  der  Binomialooeffieienten,  welche  mit 
der  Auflösung  der  trinomisehen  Gleichung  zusammenhängen. 

Die  sehr  gründliche  und  anerkennenswerthe  Arbeit  des  Herrn  Hans 
von  Mangold t  („Ueber  die  Darstellung  der  Wurzeln  einer  dreiglied- 
rigen algebraischen  Gleichung  durch  unendliche  Reihen,  Inauguraldisser- 
tation, Berlin  1878")  hat  mich  doch  in  einigen  Hinsichten  noch  unbefrie- 
digt gelassen.  In  dem  rechnenden  Theile  der  Arbeit  nämlich  möchte  ich 
an  die  Stelle  mancher  kunstvollen,  aber  umständlichen  Transformationen 
des  genannten  Verfassers,  welche  doch  von  ziemlich  speciellem  Charakter 
zu  sein  scheinen,  eine  Herleitung  aus  allgemeineren  Gesichtspunkten 
treten  lassen  —  eine  Herleitung,  welche  die  Resultate,  wie  man  sehen 
wird,  nicht  nur  mit  der  denkbar  grössten  Leichtigkeit  liefert,  sondern 
dieselben  auch  sogleich  in  ihrer  einfachsten  und  elegantesten  Gestalt  her- 
vorspringen lässt,  in  welcher  sie  in  der  genannten  Schrift  nicht  immer 
zu  erblicken  sind. 

Mein  Hauptbeweggrund  zu  der  gegenwärtigen  Veröffentlichung  ist 
aber  der  Umstand,  dass  bei  der  gedachten  Behandlungsweise  die  so  merk- 
würdigen Relationen  der  Binomialooeffieienten,  auf  welche  das  Problem 
hinführt  und  deren  Aufstellung  auch  ein  Theil  der  v.  Mango  1  dt' sehen 
Schrift  gewidmet  ist,  sich  in  ungleich  grösserer  Fülle  —  ich  möchte  sagen 
vollständig  —  unmittelbar  ergeben,  so  dass  ich  glaube,  gerade  die  all- 
gemeinsten und  übersichtlichsten  dieser  weiter  unten  deducirten  Relatio- 
nen als  neu  bezeichnen  zu  dürfen. 

In  Bezug  auf  die  Literatur  des  Problems  (von  welcher  mir  übrigens 
nur  noch  die  Arbeit  von  Westphal  zugänglich  gewesen  ist)  verweise  ich 
auf  die  Anmerkung  am  Schlüsse  der  genannten  Schrift;  dem  dort  gegebe- 
nen Verzeichnisse  werde  ich  nur  in  §  3  unter  32)  Etwas  beizufügen  haben. 

In  §  1  recapitulire  ich  zunächst  aus  den  Arbeiten  der  Vorgänger  das 
zur  Einführung  in  die  ganze  Untersuchung  Erforderliche. 

§i. 

Die  allgemeine  trinomische  Gleichung 

i)  y0**°  +  ri**  +  r2**  =  o, 
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in  welcher  z  als  die  Unbekannte  gilt  und  die  Potenzen  von  z  als  deren 
Principal werthe  eindeutig  erklärt  sein  sollen,  enthält  drei  Coefficienten 
und  drei  Exponenten,  welche  sechs  Parameter  beliebig  gegebene  com- 
plexe  Zahlen  vorstellen  mögen. 

Unter  einem  leicht  zu  discutirenden  Vorbehalt  lässt  diese  Gleichung 
sich  in  der  nur  vier  Parameter  enthaltenden  Form  anschreiben: 

2)  ir+v-az"-ß  =  0 

nnd  diese  geht  (desgleichen)  durch  die  Substitution 

i  f* 

2  =  ^+v.w,   wenn  a.ß    «+*  =  y 

Kürze  halber  genannt  wird,  über  in 

3)  &+9-yif-lz=0 

—    eine   Gleichung,    in    welcher  nur   mehr   ein    Coefficient,    aber   noch 
zweierlei  Exponentenparameter  vorkommen. 
Wenn  jedoch  endlich 


i 


•-(jf] 


oder  aber  m  =  I  — )    1   gesetzt  und  — -—  =p 


fi  +  V 

geschrieben  wird,  so  lautet  die  zu  erfüllende  Gleichung: 

4)  n>  —  y(l  +  w)*  =  0. 

Dieselbe  enthält  auch  nur  mehr  einen  Exponenten  und  zeigt  die  Anzahl 
der  Parametef  jetzt  auf  zwei  herabgesunken. 

Die  mit  dem  Coefficienten  y  zugleich  verschwindende  Wurzel  w  dieser 
Gleichung  4)  kann  nun  nach  dem  Bürmann'schen  Theorem*  in  eine 
nach  Potenzen  von  y  fortschreitende  Reihe  nicht  nur  selbst  entwickelt 
werden ,  sondern  auch  eine  beliebige  um  den  Nullpunkt  herum  synektische 
Function  derselben,  z.  B,  die  natürliche  Potenz  wk.  Unschwer  findet 
man  auf  dem  angedeuteten  Wege 

a==qp  « 

5)  w=^-(ac)a-i.ya 

und  noch  allgemeiner 

6)  w*  = 


*  =  V- («<>)«-*.?", 


wofern    wir    uns    für   die   Binomial  coefficienten   der   Schlö milch' sehen 
Bezeichnungsweise  bedienen. 

Bezüglich  der  Convergenzbedingungen,  sowie  bezüglich  dessen,  wie 
auf  die  Entwickelung  5)  in  allen  Fällen  die  vollständige  Auflösung 
der  Gleichungen  1)  bis  4)  zu  gründen  ist,  sei  auf  die  citirte  Schrift 
v.  Mangoldt's  verwiesen. 


Vergl.  etwa  des  Herausgeberb  Compendium,  Bd.  2. 
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§2. 

Wir  geben  jetzt  die  im  Nachfolgenden  zur  Geltung  kommenden  all- 
gemeinen Gesichtspunkte,  was  als  ein  kleiner  Beitrag  zum  polynomischen 
Satze  betrachtet  werden  mag. 

Wenn  überhaupt  «=» 

7)  P  =  y]Paza 

eine  für  hinreichend  kleine  z  zulässige  Entwickelung  einer  Function  P(z) 
oder  P  nach  den  natürlichen  Potenzen  von  z  vorstellt,  so  läset  sich,  falls 
P0  nicht  0  ist,  auch  die  beliebige  Potenz 

8)  /^V/^V 

für  ein  hinreichend  kleines  *,  also  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches 
entwickeln ,  und  letzteres  deckt  sich  sogar  mit  dem  Convergenzbezirk  von 
7) ,  sobald  der  Exponent  %  =  k  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Wenn  dagegen  PQ  =  Q  ist,  so  ist  eine  Entwickelung  von  der  Form 
8)  nach  ganzen  Potenzen  von  z  nur  für  einen  natürlichen  Exponenten 
%  =  k  möglich.  Jedoch  auch  wenn  der  Exponent  x  eine  beliebig  com- 
plexe  Zahl  ist,  kann  man  wenigstens  nach  steigenden  Potenzen  von  z 
alsdann  entwickeln. 

Um  diesen  Fall  auf  den  vorhin  betrachteten  zurückzuführen ,  nehmen 
wir  an,  dass  PT  der  erste  von  0  verschiedene  von  den  C«efficienten  Pa 
sei,  dass  also  PQz=Px  e=  . .  .=  Pr_t  =  0. 

Dann  kann  man  setzen  P=zrQ}  wo  Q  eine  Reihe  von  der  Form  7) 
mit  nicht  verschwindendem  Absolutglied  vorstellen  muss.  Da  hiernach 
pus=ZMrm  q*^  80  erB:ennt  man,  dass  jetzt  eine  Entwickelung  von  der  folgen- 
den Form:  «=» 

9)  p*=y,  F%+at"+' 


-Z 


allein  möglich  ist.     Für  r  =  0  geht  diese  in  8)  über. 

Die  Entwickelungscoefficienten    der  Potenz  P*  nach  steigenden  Po- 
tenzen  von  z  sind  also  jetzt  für  alle  Fälle  —  in  Gestalt  von  P™  und, 
in  allgemeinster  Weise,  von   Pfu+a  —  durch   die  getroffenen   Festsetz 
ungen  erklärt. 

Für  die  so  definirten  Entwickelungscoefficienten  lassen  sich  einige 
allgemeine  Sätze  aussprechen,  von  welchen  die  drei  nächstfolgenden  für 
uns  von  Wichtigkeit  sind. 

Erstes  Theorem.     Aus  der  Differentialformel 
10)  aa./*+i  =  (Ä+l)/*.0sp 

ergiebt  sich  durch  Einsetzung  der  Reihen  7)  und  8),  Entwickelung  der 
beiden  Seiten  nach  Potenzen  von  z  und  Gleicbsetzung  der  CoefScienten 
von  zn~*  mit  Leichtigkeit  die  Relation 
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*=»  —  l 

;  a     y 


«  =  0 

durch  welche  unsere  Coefficienten  auf  solche  mit  um  1  vermindertem 
Exponenten  zurückgeführt  werden. 

Man  kann  aber  diese  Formel  noch  verallgemeinern,  indem  man  den 
in  ihr  anagesprochenen  Satz  —  statt  auf  die  ursprüngliche  Reihe  P  selbst  — 
auf  deren  beliebige  Potenz  Pl  anwendet. 

Dadurch  ergiebt  sich 

n/i-i+«  =  (x+l)V(«-a)PÜ,iaP<"i', 

X 

und  wenn  wir  hierin  -y-  für  x  setzen,  sodann  x  mit  l  und  a  mit  n  —  a 
vertauschen, 


12)  «x/^+i)=(x+Jl)   S]aPi*>PiXLa. 


Sollten  hierin  x  und  k  beliebig  complex  sein ,  so  müsste  P0  noch  ungleich 
0  vorausgesetzt  werden.  Geht  man  aber  von  da  nach  der  oben  angedeu- 
teten Methode  zu  dem  allgemeinsten  Falle  über,  so  folgt  als  der  all- 
gemeinste und  eleganteste  Ausdruck  des  ersten  Theorems 

Wir  werden  hiervon  nur  für  r  — 0  oder  für  r  =  l  Gebrauch  zu  machen 
haben. 

Zweites  Theorem.     Die  Differentialformel  10)  für  x~l  in  An- 
spruch genommen  und  mit  P  multiplicirt: 

13)  P.d,P*=>xP*.d%P, 

giebt  (zunächst  unter  der  Annahme,  dass  PQ  ungleich  0  sei)  durch  Coeffi- 
cientenvergleichung  die  bekannte  Recursion 


14)  0  =2  [(»-«)«" «]'— Ä"}, 


welche  dazu  dient,  die  Coefficienten  Pn*]  des  polynomischen  Satzes  für 
immer  grössere  Indices  n  successive  zu  berechnen. 

Diese  Becursion  lässt  sich  nun. ebenso,  wie  11)  verallgemeinern.    Mit 

Rücksicht  darauf,  dass  P*  die  yle  Potenz  von  /*  ist,  muss  nämlich 
such  sein  a==J| 

15)  0  -^  [("  -  •) «  -  al]  rf*  /&., 

and  wenn  wir  von  da  zu  dem  allgemeinsten  Falle  übergehen ,  wo  Pr  der 
erste  nicht  verschwindende  von  den  Coefficienten  der  Reihe  7)  ist,  er- 
halten wir 
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II)  0=V  [(«-«)«- «*]!#+./»#+._., 


°".2[(" 


worin  man  statt  der  eckigen  Parenthese  anch  [(rA  +  w  — a)x  — (rx  +  fl)A] 
schreiben  and  so  hinbringen  könnte,  dass  die  Indices  der  P  selbst  als 
Factoren  in  ihr  auftreten. 

Für  A  =  x  ist  die  Richtigkeit  der  Gleichung  II)  leicht  direct  einzu- 
sehen, wie  denn  überhaupt  identisch 

16)  0=5?(»-2a)/>.l>.--. 


-%*■ 


sein  muss,  welches  auch  die  Bedeutung  der  Grössen  P  sein  mag;  man 
zeigt  dies  durch  Vertauschung  von  a  mit  n  —  a  unter  Beachtung  der  Zer- 
legung «  — 2a  =  (n  — <*)-— <i,  woraus  erhellt,  dass  die  Summe  ihrem  ent- 
gegengesetzten Werthe  gleich  ist. 

Aber  auch  für  beliebige  x  und  k  lässt  sich  das  Theorem  II)  direct 
durch  I)  verificiren,  da  man  die  von  Minuend  und  Subtrahend  in  der 
eckigen  Klammer  herrührenden  beiden  Summationen  nach  letzterem  aus- 
führen kann. 

-    Drittes  Theorem.     Da  /*+*=/*./*  ist,  so  folgt  auf  demselben 
Wege  —  zunächst  für  ein  von  0  verschiedenes  P0  —  die  Relation 

17)  Pn'^^^'f^la, 

welche  wir  „das  Additionstheorem  der  Exponenten  bei  den  Oo- 
efficienten  des  polynomischen  Satzes*4  nennen  werden,  in  Anbetracht, 
dass  sie  lehrt,  den  P- Coefficienten  für  die  Summe  zweier  Zahlen  im 
Exponenten  auszudrücken  durch  lauter  solche  P- Coefficienten,  deren 
Exponenten  die  einzelnen  Glieder  jener  Summe  sind. 
Für  den  allgemeinsten  Fall  ergiebt  sich  hieraus 

im  p(*+*\^  -8Vpw.    p{V, 

A1A;  'rjr-fra  +  H  —  S .  /r*  +  «' ri  +  n  —  a- 


~~S>P"* 


Auf  I)  und   III)  ist  durch  Zerlegung  der  rechten  Seite  leicht  noch 
der  Satz  zurückzuführen : 


Ia) 


rx  +  rk  +  n  „(„+!)        _V?rx  +  g 


welcher  als  eine  Modifikation  des  ersten  Theorems  zu  bezeichnen  ist. 
Dieselbe  ist  für  r  =  0  mit  I)  identisch ;  auf  sie  führt  auch  12)  bei  gan- 
zen positiven  Zahlen  x  und  A,  wenn  man  die  Glieder  aus  der  Summe 
fortlässt,  die  0  werden. 

Viertes    Theorem.      Es    sei   mir   gestattet,    noch    einer   weiteren 
Eigenschaft  unserer  Entwickelungscoefficienten  Erwähnung  zu  thun,  wenn- 
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gleich  ich  von  derselben  hier  keinen  speciellen  Gebrauch  machen  werde 
—  schon  weil  ich  an  dieselbe  eine  kritische  Bemerkung  zu  knüpfen  habe. 
Es  lassen  nämlich  (wenn  zunächst  PQ  ungleich  Null  gedacht  wird) 
unsere  Coefficienten  P„  für  einen  beliebigen,  etwa  complexen  Exponen- 
ten *  sich  ausdrücken  durch  lauter  solche  Coefficienten  Pn  ,  deren  Ex- 
ponent  a  eine  natürliche  Zahl  ist,  und  zwar  nach  dem  Schema 

18)  Pj*  =^>}{H)a(n~*)n-aPLa). 

Desgleichen  gilt  für  den  allgemeinsten  Fall 

iv)  p%+n=¥(*)*(n-*)n_.m  /™+'" 

Der  analoge  Satz  _ 

19)  f(x)  =2  (*)•  (w  -  *)«—  K«) 

gilt  überhaupt  für  jede  ganze  Function  f(x)y  welche"  vom  (höchstens) 
nten  Grade  ist,  und  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  weiter  Nichts,  als  eine 
Specialisirung  der  Lagrange'schen  Interpolationsformel  —  ihre  Anwen- 
dung auf  diese  Function,  die  man  sich  durch  ihre  w  +  1  Werthe  für  die 
äquidistanten  ganzzahligen  Argumente  x  =  0,  1,2,  .  ,.,n  gegeben  denkt. 
Speciell  ist  z.  B.  auch  für  jede  natürliche  Zahl  k<n: 

20)  **  =  V  (*).(« -*).-«.«* 


sw 


—  eine  merkwürdige  Relation  von  Binomialcoefficfenten. 

Dass  nun  in  18)  P«  eine  ganze  Function  «,en  Grades  von  x  sein 
muss,  ist  schon  aus  der  Recursion  14)  mit  Leichtigkeit  zu  folgern,  und 
versteht  sich  darnach  auch  das  Theorem  IV)  gewissermassen  von  selbst. 

Aus  dem  Bildungsgesetz  für  die  Derivirten  einer  Potenz  ist  sofort 
ersichtlich,  dass  auch  tr~*d*{y*)  eine  ganze  Function  »,e0  Grades  von  x 
sein  muss,  und  es  erscheinen  demnach  die  directen  Beweise  des  zuerst 
von  Hoppe  ausgesprochenen  Theorems,  welches  die  Anwendung  der 
Lagrange'schen  Formel  19)  auf  ebendiese  Function  uns  nun  unmittel- 
bar liefern  würde  —  wie  scharfsinnig  sie  sind  —  als  überflüssig.  Vergl. 
die  Aufsätze  der  Herren  Göttin g  und  Hoppe  in  Bd.  2  und  3  der  Math. 
Annalen  und  die  daselbst  citirte  Schrift  des  Letzteren  —  in  welchen 
allen  die  Beziehung  des  gedachten  Theorems  zu  Lagrange' s  Formel 
nicht  bemerkt  zu  sein  scheint. 

§3. 
Auf  un8ern  Fall  der  Gleichungen  5)  und  6)  angewandt,  liefern  uns 
nun  die  für  r  =  l   in  Anspruch  zu  nehmenden  Theoreme  I),  II),  III)  und 
Ia)  des  vorigen  Paragraphen  folgende  Binomialcoefficientenrelationen: 
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22)  o^K«-.).-.!].^  1,  +  ,^..^- i_,A+(...)>)...t 


x  +  A  +  np 

23)  ^       «=»      x  i 

24)  |«+i+«»|.-2rp-|«  +  «»|,.|l+(«-«)»|,-.. 

a=0 

Bezüglich  der  Herleitung  ist  hervorzuheben ,  dass  die  citirten  Gleich- 
ungen I)  etc.  hier  nur  für  ganze  positive  Exponenten  x  =  &,  il  =  /in  An- 
spruch genommen"  werden  dürfen  und  einfach 

25)  Pt=t(„Q)n_k  oder   i>#0  =  -J_  {(*  +  „)«,}. 

darinnen  einzusetzen  ist. 

Hiernach  aber  kann  man  bemerken,  dass  zu  beiden  Seiten  der  Re- 
lation ganze  rationale  Functionen  von  k  und  /  begrenzten  Grades  stehen, 
welche  für  unendlich  viele  Werthe  dieser  Grössen  (nämlich  für  alle  natür- 
lichen Zahlwerthe)  als  einander  gleich  bewiesen  sind.  Dieselben  müssen 
daher  durchaus  übereinstimmen,  identisch  einander  gleich  sein,  und  ist 
es  deshalb  gestattet,  wenn  etwa  jetzt  /<rp  =  x,  lQ  =  k  gesetzt  wird,  diese 
Grössen  x,  A,  o  als  von  einander  unabhängige  beliebige  compleze  Zahlen 
zu  betrachten. 

Führt  man  die  Abkürzung  ein 

26)  JX^I*+rt«l«&e«W' 

so  stellen  sich  unsere  Relationen  in  der  concise6ten  Weise  wie  folgt  dar: 

28)  0  =  2  (*«-■*)*(«)«»(*). 

29)  «.(•+*)-  !?  *.(«)»(*), 

a-|3=a 

30)  p»  (x  +  A)  =    >  — —  (.» (.)  f.  (x). 

Die  Gleichung  29)  geht  für  g  =  0  in  das  „ Additionstheorem  für  die 
Exponenten  bei  Binomialcoefficientenu  über,  nämlich  in  die  bekannte 
Relation 
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31)  («+«.-»  >  (*)«(*)*> 


'2" 

a-f-6— n 


welche  aus  der  Identität  (1+*)*.  (1+*)*  =  (l  +  x)*+x  durch  Coefncien- 
tenvergleichung  hervorgeht.  Ich  schlage  vor,  jene  Gleichung  einfach  „die 
Verallgemeinerung  des  Additionstheorems  für  die  Binomialcoeföcienten" 
zu  nennen. 

Nimmt  man  daselbst  %  =  l  =  o  an ,  so  folgt  die  symmetrische  Re- 
lation 

32)        Vl^+MaJ(--+^--  =  ^{(w  +  2)g}., 
^/       a  +  1  w  —  «+1  n  +  2f 

Ebendiese  Relation  geht  auch  hervor  aus  der  Vergleichung  zweier  Auf- 
sätze in  Grunert's  Archiv  (Bd.  1  S.  193  —  204  und  Bd.  2  8. 117—122) 
von  Grunert,  resp.  Teilkampf,  welche  sich  mit  der  zuerst  für  einen 
Specialfall  (für  m  =  3)  von  Euler  gestellten,  von  Pf  äff  dann  verallge- 
meinerten Aufgabe  beschäftigen:  die  Anzahl  der  Arten  zu  ermit- 
teln, aufweiche  sich  ein  gegebenes  «-Eck  durch  Diagonalen 
in  lauter  w-Ecke  zerlegen  läset.  Soll  dies  überhaupt  möglich  sein, 
so  mnss  n  von  der  Form  sein:  w  =  (?  +  l)m-— 2#,  wo  die  natürliche  Zahl 
q  dann  die  Anzahl  der  Diagonalen  bedeutet,  welche  die  Zerlegung  be- 
wirken. Hernach  ist  die  gesuchte  Anzahl  der  möglichen  Zerlegungsweisen 
gleich 

-£,(.+,_,,,_  j&±afe=2k. 

Eine  erste  (recurrente)  Lösung  vorstehenden  Problems  ist  an  (7.  c.)  an- 
geführtem Orte  von  Fuss  gegeben,  welcher  auch  bereits  den  Zusammen- 
hang der  Ergebnisse  mit  der  Auflösung  der  trinomischen  Gleichung 
X  zm~ *  =  z  —  1   erkannt  hat. 

Auf  die  erwähnte  Art  zeigt  sich  die  Relation  32)  zwar  direct  auf 
combinatorischem  Wege,  jedoch  zunächst  allerdings  nur  für  eine  natür- 
liche Zahl  p  bewiesen;  sie  muss  dann  aber  auch  identisch  gelten. 

Da  in  32)  die  vom  Anfang  und  Ende  gleichweit  abstehenden  Terme 
der  Summe  einander  gleich  sind,  so  kann  man,  diese  zusammenfassend 
und  die  Fälle  eines  geraden  n  =  2m  und  eines  ungeraden  N  =  2m  +  1 
unterscheidend,   daraus   auch   noch  die  beiden  Summenformeln  ableiten: 

33}  a\pl(m~~a  +  VQlm--a    {(m  +  «)gim+q-l  ^J(2m  +  l)g|2m-i 
;  jZj  m—a  +  1  m  +  a  2m+l  ' 


34) 


\(m-a  +  l)Q\m-a    {(m  +  a  +  l)olw+fl 
ro  — a  +  1         *  ro  +  a  +  1 

>2(m+l)p)2w>  _     rKm  +  l)gUl2 
*L      m+1       J- 


2(m  +  l) 
Analog  zu  32)  folgt  noch  aus  30) 
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35)  V^^J-°{(«-«  +  l)(>|n-a=|(»  +  2)?iB, 

und  hieraus,  sowie  aus  32)  ergiebt  sich  für  o*=oo 

a=_n 

36)  ^(n)a(«+l)°-1(«-«+l)"-a      =(«  +  2)», 

a=ü 

37)  y{n)a(a  +  l)*-*(n-a  +  l)«-*-i  =  2{n  +  2)«-\ 

zwei  Formeln,  welche  mit  von  v.  Mangoldt  abgeleiteten  complicirteren 
verwandt  sind. 

Durch  beiderseitige  Anordnung  nach  Potenzen  oder  auch  nach 
Binomialcoefficienten  der  willkürlichen  Zahlen  k,  X,  q  und  Coefficienten- 
vergleichung  würden  sich  noch  viele  Relationen  aus  den  Formeln  des 
gegenwärtigen  Paragraphen  deduciren  lassen,  zumeist  zur  Evaluation 
interessanter  Doppelsnmmen  dienlich.  In  einem  Theile  derselben  spielen 
die  Facultätencoefficienten  eine  Rolle,  wie  denn  eigentlich  die  ganze 
Relationengruppe  in  die  Facultätentheorie  gehört.  Ich  will  mich  aber 
hier  mit  dem  blossen  Hinweis  auf  diese  Thatsache  begnügen. 

§4. 
Auf  Grund  der  Darstellung  6)  von  wk  lassen  alle  synektischen  Func- 
tionen von  w  für  gewisse  zugehörige  Gebiete  auch  nach  Potenzen  von  y 
sich  entwickeln.     Ist  *=«, 

f(rv)  a  ^V*  d*w*, 

so  braucht  man  zu  dem  Ende  nur  den  Werth  6)  zu  substitniren  und 
nach  Potenzen  von  y  anzuordnen  —  selbstverständlich  unter  gebührender 
Beachtung  der  Convergenzregeln. 

Die  Coefficienten  dieser  neuen,  nach  Potenzen  von  y  fortschreiten- 
den Entwickelung  präsentiren  sich  aber,  durch  die  d*  ausgedrückt,  in 
Gestalt  von  einfachen  Summen,  und  es  erscheinen  diejenigen  Fälle  be- 
merkenswerth ,  wo  diese  Summationen  nach  einfachem  Gesetze  sich  aus- 
führen 1 888611. 

Ein  solcher  Fall  ist  der  von  %(l  +  w),  für  welchen  die  logarith- 
mische Reihe  zur  Verfügung  steht.  Bemerkt  man  nur,  dass  (—  l)0  =  (— l)a 
ist,  so  fällt  die  hier  auszuführende  Summation  unter  das  im  vorigen 
Paragraphen  erwähnte  Additionstheorem  31)  der  Exponenten  bei  Bino- 
mialcoefficienten und  ergiebt  sich  sofort 
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oder  wegen  (0  —  l)G-i  =  —  (<0a  noch  eleganter: 
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38)  log(i+n>)  =  y— 


Mit  Rücksicht   darauf,   dass   logu  =  —— log(l  +  n>)   ist  (vergl.  §  1), 

stimmt  dieses  Ergebniss  mit  dem  durch  Aufstellung  und  Integration  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  sehr  umständlich  gewonnenen  Re- 
sultate v.  Mangoldt's  überein. 

Eine  zweite  Function  derart  ist  die  beliebige  Potenz  (l  +  w)a. 

Wendet  man  eine  Umformung  nach  dem  Schema  *w(<j)m=  o(a—  l)m_i 
an,  so  läset  sich  das  ebenerwähnte  Additionstheorem  31)  wiederum  an- 
wenden, und  ergiebt  sich  sofort 

(1  +  fv)*  =  1+2 \  («+  «Q  ~ D- 1  f 

a=l 

oder  eleganter 

39)        ^+my»J^-±- {<r+ a^y"=y^^  •  v- 

a=ü  ^  a=o 

1  X 

Nimmt  man  speciell  <j  = — - — ,  resp.   — - —  an,  so  fliesst  hieraus  die  Ent- 

li  +  v  r    n  +  v 

wickelung  der  Wurzel  u(=l  +  v)  der  Gleichung  3)  nach  Potenzen  ihres 

Coefficienten  y,  resp.  die  Entwickelung  der  beliebigen  Potenz  w*  =  (1  +  *>)*» 

wie    sie    v.    Mangoldt   und    dessen  Vorarbeiter   aufgestellt   haben,   und 

zwar  jene  in  der  übersichtlicheren  Gestalt: 


40) 


a=0  ' 


Nun  kann  man  allerdings  auf  das  Ergebniss  39)  wiederum  die  (dies- 
mal füF  r  =  0  in  Anspruch  zu  nehmenden)  Theoreme  I),  II),  III)  des  §  2 
anwenden,  indem  hier  eine  beliebige  Potenz  einer  Function  1+rv  ent- 
wickelt gegeben  ist,  für  die  man  selbst  in  Gestalt  der  für  0  =  1  sich  er- 
gebenden Reihe  die  Entwickelung  kennt. 

Man  findet  jedoch  so  die  alten  Relationen  wieder,  und  zwar  sogleich 
in  ihrer  vollen  Allgemeinheit,  d.  h.  ohne  dass  man  genöthigt  wäre,  erst 
aus  der  Gleichheit  der  ganzen  Functionen  für  natürliche  Zahl  wert  he  auf 
deren  Uebereinstimmung  für  beliebige  Argumente  zu  schliessen. 

Die  Fragen,  welche  die  Convergenz  der  hier  gegebenen  Entwicke- 
hingen betreffen,  sind  im  Wesentlichen  (l.  c.)  erledigt. 

Uebrigens  kann  38)  durch  den  bekannten  Grenzübergang 

tf=0  <* 

auch  bequem  aus  39)  abgeleitet  werden. 
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§5. 

Ich  gehe  jetzt  über  zur  Betrachtung  der  v.  Mangol dt1  sehen  Bi- 
nomialcoeföcientenrelation  und  zur  Darlegung  ihres  Zusammenhanges  mit 
den  in  §  3  von  uns  aufgestellten  Identitäten. 

Zunächst  muss  ich  in  Bezug  auf  die  von  v.  Mangoldt  gegebene 
kunstvolle  Herleitung  eeiner  Relation  bemerken,  dass  diese  Herleitung 
noch  ziemlich  vereinfacht  —  namentlich  das  unbequeme  Eingehen  auf 
die  combi nato riechen  Summen  (vergl.  /.  c.)  ganz  vermieden  —  werden 
könnte  durch  Benutzung  der  für  A  =  l  (und  r  =  l)  in  Anspruch  genom- 
menen Theoreme  I)  und  III)  des  §  2. 

Im  Uebrigen  erweist  sich  diese  von  v.  Mangoldt  späterhin  noch 
weiter  specialisirte  und  für  Vervielfältigung  der  Conseqnenzen  in  ver- 
schiedener Hinsicht  verwerthete  Relation  (/.  c.  S.  5,  Gleichung  14  flgg.) 
als  eine  complicirte  Folgerung  aus  unseren  einfachen  in  §  3  gegebenen 
Identitäten. 

Wenn  —  um  dies  darzuthun  —  noch  x  für  geschrieben  wird. 

fi+V   ° 

stellt  sich  die  v.  Mangoldt" sehe  Relation,  in  unsere  Bezeichnungsweise 
umgeschrieben,  wie  folgt  dar: 

0^^Hre,''+(n+1)«}»+1+- — i+r9 — ,x+"el- 

und   erscheint  dieselbe   dadurch   bemerkenswerth ,   dass  sie  als  (quadra- 
tische) Recursion   zeigt,   wie  die  Grössen  |x+n^)n  oder  auch,   wenn 
man    will,    die  e»(x)   für  immer  wachsende  n  successive  berechnet  wer- 
den können.  , 
Bequemlichkeitshalber  schreiben  wir  die  Gleichung  41)  so: 

woraus  die  Bedeutung  von  Ay  B,   C  durch  Vergleichung  erhellt. 

Wir  dehnen  nun  die  Summe  von  1  bis  n  aus,  indem  wir  das  damit 
hinzugeschlagene  Glied  beim  mittleren  Term  B  wieder  in  Abzug  bringen. 
So  kommt 

o  =  ^-|«+«,j.  +  (»_p+i)  V  — l-.jC-V.r. 

a  =  l;0  o==T 

Die  letzte  Summe  rechter  Hand  ist  aber  nach  dem  für  A  =  x  in  Anspruch 
genommenen  Theorem  24)  geradezu 
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wie  man  erkennt,  indem  man  die  Summe  von  0  an  nimmt  und  das  An- 
fangsglied wieder  in  Abzug  bringt;  folglich  können  wir  schreiben 


a=« 


«  +  1 


Der  vom   Subtrahenden   herrührende  Theil   der  Summe  ist,   wie  vorhin 
evaluirt : 

mithin  allein  noch  die  Gleichung  zu  beweisen 

0=^-2x~g  +  1|2K  +  »elll  +  (x-p  +  l)(W  +  l)'V 


Durch  eine  Umformung  des  einen  Binomialcoefficienten  nach  dem  Schema 

.         — —  (a)m  =  ■■■  ■     (<j  + 1  )m  + 1  lässt  sich  die  letzte  Summe  so  darstellen : 
l        m+1  6+1 


C 


^H«gU^^H(«+l-^Ui-, 


^j  «  —  a  +  1     ^j     x  +  aQ    '         x  —  (i+l  +  (w+  1  —  o)q 

o=0  a  =  ü 

Dehnt  man  dieselbe  bis  a  =  n  + 1  aus  und  bringt  den  überzähligen  Term 
nachher  in  Abzug,  so  lässt  sich  nach  dem  für  «  +  1  und  für  i  =  x  —  Q  +  l 
in  Anspruch  genommenen  Theorem  23)  die  Summation  ausführen,  und  folgt 
a^$        C       ^2k-q  +  1    l2x-Q  +  l  +  (n  +  l)9\n+t 
Z^n-a  +  1      xCn-o  +  l)'       2x-«>  +  l  +  (»  +  l)<> 

1  U  +  (n  +  l)g}»+i 

x-p  +  T      K+(n  +  l)Q 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  erhalten  wir  aber  die  Identität 

womit  Alles  bewiesen  ist. 

Ob  sich  auch  umgekehrt  aus  der  v.  Mangoldt'schen  Relation  41) 
die  Beziehungen  des  §  3  ableiten  lassen ,  möchte  ich  bezweifeln. 

Karlsruhe,  im  October  1879.  Ernst  Schröder. 


XVII.   Heber  die  Wellenfläche  zweiaxiger  Krystalle. 

(Hierzu  Taf.  III  Fig.  1—6.) 

.  Die  graphische  Darstellung  der  Wellenfläche  geschieht  am 
besten  mit  Hilfe  der  sphärischen  und  ellipsoidischen  Curven,  deren  Gleich- 
ungen ich  in  meinem  früheren  Aufsätze  in  dieser  Zeitschrift  (Thl.  XXIV 
8.400)  angegeben  habe  und  welche  ich  hier  reproducire: 
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i) 


X*  t/2  X*  z* 

t/2  22 

— * +  =1 

£ +      y*      cl ^      ,       *'      =1 

j,M  r2_a2  ^  «2c2  r2-/,2  '       //*c2  r*-a2  ^a2/>2  r2-c2  ' 


2) 


r2      c2_fl*  r2    ct__b%  r2     b2_a*  r2      ^^^2 

62  +  a262  r*-c*  ~"lm 


y* 


r2      «2_fc2  r2      „2_c2 

a>6>c  sind  die  Halbaxen  des  Ergänzungsellipsoids,  aus  dem  die  Wel- 
lenfläche abgeleitet  ist,  und  r<  a>  c  ist  der  Halbmesser  einer  (veränder- 
lichen) Kugel,  welche  für  r>6  den  äussern  Mantel  in  einer  sphärischen 
Curve  schneidet,  z.  B.  AC,  Ä(f  (Fig.  1);  die  äusserste  dieser  sphärischen 
Curven  ist  der  Kreis  B  B\  Sie  liegen  auf  Kegeln,  deren  Spitze  0  ist 
und  welche  den  innern  Mantel  in  ellipsoidischen  Curven  ay,  a'/,  ... 
schneiden.  Wenn  r<6,  ßo  wird  der  innere  Mantel  in  sphärischen  Cur- 
ven y0/,  6° 5'  geschnitten,  die  ebenfalls  auf  Kegeln  liegen,  welche  den 
äusseren  Mantel  in  ellipsoidischen  Curven  C°C\  D°D'  schneiden.  Die 
letzte  dieser  sphärischen  Curven,  für  r=cy  ist  der  Kreis,  in  welchem 
der  innere  Mantel  der  Wellenfläche  die  xy- Ebene  schneidet;  ihre  ent- 
sprechende ellipsoidische  Curve  ist  die  Ellipse  (ab)y  in  welcher  der 
äussere  Mantel  die  xy- Ebene  schneidet. 
Nun  bestehen  die  Identitäten 

r*_  a*  r2  —  b*  r2  —  a*  r*  —  c* 

°    C*_„2    m  C2-62  b%^Q2  6*-C2 


,a2-fc2 


6»V-h      *>*■ 


„2_c2  £2_c2  »     fl2_62  A2_C2 

3)  2r2-62        2r2-c2 

ö  „2_62  t  fl   fl2-c2_1 
T"        is       ji  —  *  » 


c*_ft2T         /,2_r 


fl* 


«2_J,2  d2_c2 

/,»C2  r2  —  ö2  a2c2r2__62  A2r2r2_rt2  „2^2r2_c2 


r2      c2_„2  r2      C2-6*  r2      Ä8  —  «*         jMW^ 

2«2-62    +      t6«-«i»    ~1'      "TT^-f2    +     ,a«*-c2     ~lf 

C    a2-C2  62_c2  °    fl8_62  62__,2 

a2c2r2_62  02^2r2_c2 


r2     q2-62         r2    o2-c2 


,c2-62    ^      0fc2-c2 
ö2-62 
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Ans  diesen  Gleichungen  folgt  für  die  Projection  in  der  xz  Ebene  (Fig.  1), 
dass,  wenn  man  

annimmt,  diese  Strecken  die  Halbaxen  einer  Hilfsellipse  sind,  welche  die 
Eigenschaft  hat,  dass  die  Coordinaten  OA'"  und  OD0  irgend  eines  Punktes  M 
derselben  die  Halbaxen  einer  Ellipse  sind,  welche  die  Projection  sowohl 
einer  sphärischen,  als  auch  einer  ellipsoidischen  Curve  vorstellt.  Ä"D" 
ist  eine  sphärische  Curve  und  D"D°  eine  ellipsoidische ,  beide  auf  dem 
äussern  Mantel.  Ä'E  und  Ey°  sind  Projectionen  D  von  einer  sphäri- 
schen und  einer  ellipsoidischen  Curve  des  äusseren  Mantels  und  stellen 
zugleich  die  Grenzlinien  des  innern  Mantels  auf  der  xz- Ebene  dar. 

Wenn  man  also  die  Wellenfläche  mit  diesen  Curven  für  das  Ellipsoid 
(a,  b,  c)  construiren  will,  so  bestimmt  man  nach  5)  die  Wert  he  von  OX 
und  OZ,  und  zeichnet  eine  Schaar  von  Ellipsen,  deren  Axen  in  die  Rich- 
tungen OX  und  OZ  fallen  und  welche  die  Gerade  XZ  berühren,  mittelst 
der  Hilfsellipse  XMZ,  Unter  diesen  Ellipsen  giebt  diejenige  mit  den 
Halbaxen  c  und  a  (in  der  Figur  Ä'EC'C*)  und  der  Kreis  B  /?'y°,  dessen 
Halbmesser  =b  ist,  den  Durchschnitt  der  Wellenfläche  mit  der  xz- 
Ebene  an. 

Die  Figur  ist  so  gezeichnet,  dass  man  von  dem  äussern  auf  den 
innern  Mantel  sehen  kann,  wobei  die  durch  die  confocalen  Kegel  erzeug- 
ten Scheidewände  als  undurchsichtig  angenommen  sind.  Die  Scbraffirung 
des  sichtbaren  Tbeiles  von  der  einen  Hälfte  dieser  Kegelwände  auf  der 
linken  Seite  der  Figur  soll  die  Zeichnung  plastisch  machen. 

Um  die  Projection  in  der  xy- Ebene  (Fig.  2)  zu  zeichnen,  macht  man 


6) 


und  betrachtet  diese  Strecken  als  die  Halbaxen  einer  Hilfshyperbel  und 
einer  Hilfsellipse;  nimmt  man  auf  erst  er  er  einen  Punkt  M  an,  so  sind 
die  Coordinaten  OA  und  OD  die  Halbaxen  einer  Ellipse,  die  Coordinaten 
OÄ  uud  OD'  eines  Punktes  M'  auf  der  Hilfsellipse  dagegen  sind  die 
Halbaxen  einer  Hyperbel. 

Verändert  der  Punkt  M  seine  Lage  auf  der  Hilfshyperbel,  so  erhält 
man  eine  Schaar  von  Ellipsen;  unter  denselben  ist  ein  Kreis  CC\  dessen 
Halbmesser  =  c,  welcher  der  Durchschnitt  der  Wellenfläche  mit  der  xy- 
Ebene  ist.  Jeder  ellipsoidischen  Curve  AD  des  äussern  Mantels  ent- 
spricht eine  sphärische  ctö  des  innern,  welche  mit  ihr  auf  Einem  Kegel 
liegt  und  deren  Projection  innerhalb  des  Kreises  CC'  fällt. 

Verändert  der  Punkt  M'  auf  der  Hilfsellipse  seine  Lage,  so  entsteht 
eine  Schaar  von  Hyperbeln:  jeder  sphärischen  Curve  ÄE  auf  dem  äussern 
Mantel  entspricht  eine  ellipsoidische  « s  auf  dem  innern. 

ZeiUchrift  f.  Mathematik  u.  Phy.ik  XXV,  3.  d  ^ 
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In  der  yz- Ebene  (Fig.  3)  ist 

Diese  Strecken  sind  die  Halbaxen  einer  Hilfsellipse  und  einer  Hilfshyper- 
bel. Die  Coordinaten  eines  Punktes  M  der  letzteren  sind  die  Halbaxen 
einer  Ellipse  AD,  und  diejenigen  eines  Punktes  M'  der  ersteren  die 
Halbaxen  Q Jt  und  OD'  einer  Hyperbel  D' E.  Verändert  M  seine  Lage 
auf  der  Hilfshyperbel,  so  erhält  man  eine  Schaar  von  Ellipsen;  unter 
denselben  ist  ein  Kreis  YZ,  dessen  Halbmesser  =  «,  welcher  der  Durch- 
schnitt der  Wellenfläche  mit  der  yz  -Ebene  ist.  Jeder  sphärischen  Curve 
AD  des  äussern  Mantels  entspricht  *  eine  ellipsoidische  ad  des  innern, 
welche  mit  ihr  auf  Einem  Kegel  liegt.  Dem  Kreise  YZ  entspricht  die 
Ellipse  rj£  oder  die  Grenzlinie  des  innern  Mantels  in  der  yz -Ebene. 

Verändert  der  Punkt  M'  auf  der  Hilfsellipse  seine  Lage,  so  entsteht 
eine  Schaar  von  Hyperbeln;  jeder  ellipsoidischen  Curve  D'E  auf  dem 
äussern  Mantel  entspricht  eine  sphärische  ö'e  des  innern. 

Um  das  System  der  Curven  in  der  xy- Ebene  (Fig.  2)  zu  discutiren, 

kann    man    die  Transformation    durch   proportional  getheilte  Coordinaten 

vornehmen:    werden    nämlich     die    Coordinaten    y   im    Verhältniss   von 

OX':OY'  =  }/b*  —  c* :  Ya*  —  c*    [6)]    verkleinert,    so    verwandelt    sich    die 

Hilfsellipse  X' M' Y'  in   einen   Kreis,   dessen   Halbmesser  OX'  wir  =/3 

-./a*  —  b* 
setzen,    also   ß  =  c  1/    g__   2  ,    die   Hilfshyperbel    X  M  wird   gleichseitig 

und  man  erhält  ein  System  von  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln, 
deren  gemeinsamer  Brennpunkt  X!  ist.  Sind  AP  und  A'P  (Fig.  4;  zwei 
solche  Curven  und  setzen  wir  OA  =  p}  0A'=v,  so  ist 

Die  Tangenten  dieser  Curven  in  ihrem  Schnittpunkte  P  stehen  auf  ein- 
ander senkrecht.     Man  findet  nun  aus  8) 


9)  *=^\  y^^y-^*- 

10)  l9osr=ltiE£,   u,Pos=^EEyiEl 

11)  OS  =  ^ß,  Og**—ßt 


-*yV'-r  M<-*t£=l 


12)  0T~ß'Z—JL,  OT'  =  ß 


a  bik 
sehne 

JÖon6|fea 


Zwei  Paare  confocaler  Ellipsen  und  Hyperbeln  bilden  mit  ihren* 
Durchschnittspunkten  ein  Viereck  PF  Pr,P"\l  in  P  schneiden  sich  die 
Curven  (p)  (,),  in  F  (rf  (v'),  in  Ff  tf)  (v)  und  in  />"  tf)  (y\  und  man 
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erhält  die  Werthe  der  Grössen  in  den  Gleichungen  9)  bis  12),  indem  man 

bei  u  und  v  die  Accente  setzt,   z.  B.  a:  =  -r-,   x  =  -3- ,   x  =-r-,  also 

P  P  P 

13)  xx    =xx  . 

Aehnliche  Gleichungen  lassen  sich  für  die  anderen  Grössen  bilden, 
woraus  sich  der  Satz  ergiebt: 

In  einem  von  zwei  Paaren  confocaler  Ellipsen  und  Hyperbeln 
gebildeten  Viereck  sind  die  Coordinaten  der  Eckpunkte,  die  Tangen- 
ten der  Winkel,  welche  die  Berührungslinien  mit  den  Axen  bilden, 
die  Abstände  des  Ursprungs  von  den  Durchschnittspunkten  dieser  Be- 
rührungslinien mit  den  Axen  in  Proportion. 

Bei  der  Transformation  bleiben  die  Werthe  von  x,  05,  OSf  un- 
geändert;  ferner  setzt  man  

14)  y  =  ti*,     OT=Ox.*,     OT'=Or'.x,     (*=j/^^ 

und  findet,  dass  der  soeben  ausgesprochene  Satz  auch  für  die  Grössen  rj> 
Öt,  Ox   gilt 

Die  Coordinaten  des  Punktes  P  in  Fig.  2,  in  dem  sich  die  Ellipse 
AP  und  die  Hyperbel  ÄP  schneiden,  sind  also  v\  und  x\  die  Tangente 
der  Ellipse  in  P  schneidet  die  verlängerten  Axen  in  <S  und  x\  diejenige 
der  Hyperbel  schneidet  die  x- Axe  in  S'  und  die  andere  in  /.  Macht  man 
dieselbe  Construction  für  die  anderen  Ecken  des  Vierecks  PP  P"  P\  so 
zeigt  sich,  dass  die  vier  Grössen  rj  oder  Ox  oder  0t,  welche  den  vier 
Ecken  entsprechen,  je  eine  Proportion  bilden. 

Die  Curven  in  der  yz- Ebene  verwandeln  sich  durch  eine  ähnliche 
Transformation,  indem  man  die  Coordinaten  y  im  Verhältniss  von 
02?:  ÖF'  =  j/a2— -b2:  }/a2— c*  verkleinert  in  ein  System  von  confocalen 
Kegelschnitten,  deren  Brennpunkt  Z  ist. 

Um  das  System  der  Curven  in  der  xz- Ebene  zu  discutiren,  wenden 
wir  ebenfalls  die  Transformation  durch  proportional  getheilte  Coordinaten 
an    und    verkleinern    die    Coordinaten    z    im    Verhältniss   von    OX:OZ 


=  yb* — c* :  j/a* — 6*,  dann  wird  die  Hilfsellipse  XMZ  ein  Kreis,  dessen 
Halbmesser  OX  =bj/  -g — -j  =  ß  sei ,  und   man  erhält  ein  System  von 

Ellipsen,  bei  welchen  die  Quadratsumme  der  Axen  constant  ist  und 
welche  eine  gemeinsame  Berührungslinie  haben.  Sind  A  P  und  A'P  (Fig.  5) 
zwei  solche  Curven  und  setzen  wir  OA  =  fiy  Oa'=v,  so  ist 

15)        ■?+^7"a1,  ^+0nr^=1'   £>»»>»• 

Die  Formeln  9)  bis  12)  gelten  auch  hier,  wenn  man  p2  —  ß*  durch 
ß*—li*  ersetzt;  somit  findet  der  obige  Satz  ebenfalls  Anwendung.  Dem- 
gemäss  gelangen  wir  zu  diesem  Resultate: 
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Bei  einem  ans  zwei  Paaren  sphärischer  und  ellipsoidi- 
scher  Curven  auf  der  Wellenfläche  gebildeten  Viereck  sind 
die  Abstände  einer  Hauptebene  von  den  vier  Ecken,  sowie 
auch  von  den  Durchdringungspunkten  von  je  vier  Tangen - 
ten  mit  einer  andern  Hauptebene  in  Proportion.  Es  lassen 
sich  in  den  vier  Ecken  im  Ganzen  acht  Tangenten  ziehen ,  von  wel- 
chen je  vier  zu  zwei  Gegenseiten  gehörige  zu  nehmen  sind. 

Ueber  die  Projectionen  der  sphärischen  und  ellipsoidischen  Curven 
der  Wellenfläche  auf  den  Hauptebenen  lässt  sich  noch  weiter  bemerken: 

1.  Diejenigen  auf  der  xy-  und  yt -Ebene,  welche  aus  einem  System 
von  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  nach  den  Kegeln  der 
Transformation  proportional  getheilter  Coordinaten  abgeleitet  sind, 
können  als  krummlinige  Coordinatensysteme  betrachtet  werden  und 
zur  Bestimmung  von  Punkten  u.  s.  w,  in  der  Ebene  dienen ,  wie 
dies  bei  den  confocalen  Kegelschnitten  oder  bei  den  elliptischen  Co- 
ordinaten der  Fall  ist.  Sie  theilen  mit  denselben  alle  diejenigen 
Eigenschaften ,  welche  bei  der  Transformation  umgeändert  bleiben. 

2.  Die  Projectionen  der  Krümmungslinien  eines  EIHpsoids,  sowie  der 
confocalen  sphärischen  Kegelschnitte  (Durchdringungen  eiuer  Kugel 
mit  confocalen  Kegeln)  stimmen  vielfach  mit  den  Projectionen  der 
Curven  auf  der  Wellen  fläche  überein;  letztere  können,  wenn  man 
jede  Hauptebene  für  sich  betrachtet,  einzeln  als  Projectionen  von 
ellipsoidischen  Krümmungslinien  angesehen  werden. 

Für  die  plastische  Darstellung  der  Wellenfläche  oder  die  Con- 
struction  des  Modells  geben  die  sphärischen  und  ellipsoidischen  Curven 
in  mehrfacher  Hinsicht  Anhaltspunkte.  Aus  den  Projectionen  in  Fig.  1 — 3 
lassen  sich  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  Durchschnitte  und  Profile 
in  wahrer  Grösse  zeichnen,  nach  welchen  die  Schablonen  angefertigt 
werden  können.  Wenn  nun  das  Modell  zwar  an  und  für  sich  schon 
geeignet  ist,  eine  Anschauung  von  der  Form  der  Fläche  zu  gehen,  so 
erscheint  es  doch  wünschenswerth  und  namentlich  für  Unterrichtszwecke 
förderlich,  auch  Curvensysteme  auf  den  Flächen  des  Modells  anzubringen, 
und  zu  diesem  Zwecke  empfehlen  sich  die  genannten  Curven  vorzugs- 
weise darum,  weil  der  von  mir  in  meinem  ersten  Aufsatze  angegebene 
Satz  ein  Mittel  darbietet,  die  Richtigkeit  der  Zeichnung  auf  der  Fläche 
selbst  und  unmittelbar  zu  controliren,  ohne  Hilfe  der  Projection. 

Um  diese  Curven  zu  zeichnen,  ist  es  rathsam,  nicht  das  Modell  der 
ganzen  Fläche,  sondern  nur  einen  Octanten  zu  wählen,  weil  an  dem- 
selben die  Beziehungen  zwischen  dem  innern  und  äussern  Mantel  der 
Fläche  am  leichtesten  zu  erkennen  sind.  Man  beginnt  damit,  den  Halb- 
kreis zu  zeichnen,  in  welchem  die  durch  XZ  (Fig.  1)  senkrecht  zur  xz- 
Ebene    gehende  Ebene    den  äussern  Mantel   berührt;    der   Durchmesser 
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dieses  Halbkreises  ist  die  Gerade   B'G  =  --  }/a2  —  62  ]/b%  —  c2;    G  ist  der 

Berührungspunkt  auf  der  Ellipse  A"EC°.  Von  denjenigen  Curven ,  welche 
diesen  Kreis  schneiden,  lassen  sich  die  Durchschnittspunkte  auf  dem 
Modell  leicht  bestimmen.  Will  man  nun  irgend  einen  weiteren  Punkt, 
z.  B.  />'  auf  der  Fläche  finden  oder  den  Durchschnitt  der  Curven  A"'D° 
und  a'C\  so  giebt  man  zunächst  diese  vier  Punkte  auf  dem  Modell  an, 
beschreibt  hierauf  von  C°  aus  mit  der  vom  Modell  direct  abgenommenen 
Entfernung  ß°C'  und  von  demjenigen  Punkte  der  Fläche,  welcher  sich 
in  0  projicirt,  mit  der  ebenfalls  vom  Modell  abgenommenen  Entfernung 
AfD°  Kreisbögen,  so  schneiden  sich  dieselben  in  D\  Dieser  Punkt  lässt 
sich  aber  noch  auf  zwei  weitere  Arten  controliren,  da  die  Entfernungen 
A"D'  und  A'D"  einander  gleich  sind,  sowie  auch  CD'"  und  ED'.  Es 
ist  nämlich  E  der  Endpunkt  der  secundären  optischen  Axe  als  Durch- 
schnitt des  Kreises  By°  und  der  Ellipse  A"  C°,  somit  bilden  die  Bögen 
CE  und  ED'"  (beide  in  der  xz- Ebene),  ferner  D"'If  und  CD'  (auf  der 
Fläche)  ein  Viereck,  in  welchem  die  Entfernungen  der  Gegenecken  C\  D'" 
und  2£,  D'  einander  gleich  sind.  Es  ist  also  die  Entfernung  irgend 
eines  Punktes  der  Fläche  vom  Endpunkte  der  secundären 
optischen  Axe  gleich  derjenigen  der  Durchschnittspunkte 
von  den  beiden  durch  ihn  gehenden  Curven  (einer  sphäri- 
schen und  einer  ellipsoidi  sehen)  mitderEbeneder  optischen 
Axen. 

Nachdem  die  Curven  des  äussern  Mantels  bestimmt  sind,  zieht  man 
in  den  Hauptebenen  die  Geraden  Cy9  C'y\  ...,  Au,  A'a\  ...,  IPö0  und 
erhält  dadurch  auf  den  Begrenzungslinien  des  innern  Mantels  die  Punkte 
y>  /»  ai  ft#»  ä°>  ...,  von  welchen  aus  sich  irgend  ein  weiterer  Punkt  d  oder 
ti  ebenso  bestimmen  lässt,  wie  beim  äussern  Mantel. 

Es  ist  schon  oben  auf  eine  Analogie  zwischen  den  sphärischen  und 
elüpsoidischen  Curven  der  Wellenfläche  und  den  Krümmungslinien  des 
Ellipsoids  aufmerksam  gemacht  worden;  eine  weitere  Beziehung  ist  die 
Gleichheit  der  Entfernungen  der  Gegenecken  in  einem  Krümmungslinien- 
viereck  auf  dem  Eliipsoid,  welche  bei  der  Construction  dieser  Curven 
auf  dem  Modell  der  letzteren  Fläche  in  derselben  Weise  verwerthet  wer- 
den kann,  wie  es  soeben  für  die  Wellenfläche  angegeben  worden  ist. 

Eine  neue  Serie  der  mathematischen  Modelle  aus  der  Verlagshand- 
lung von  L.  Brill  in  Darmstadt  wird  unter  anderen  auch  ein  Modell 
der  Wellenfläche  enthalten ,  wo  die  Curven  nach  meiner  Construction  auf 
einem  Octanten  eingezeichnet  sind. 

Reutlingen,  im  October  1879.  Dr.  0.  Böklen, 
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XVHL   Beziehung  zwischen  den  Krümmungsradien  collinearer 

Curven. 
(Hierzu  Taf.  III  Fig.  6.) 

Im  6.  Hefte  des  XXIV.  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift*  wurde  eine 
Beziehung  zwischen  den  Krümmungsradien  entsprechender  Punkte  in 
affinen  Curven  entwickelt,  deren  Erweiterung  auf  collineare  Gebilde  im 
Folgenden  mitgetheilt  werden  soll. 

In  Fig.  6  seien  kx  und  k%  zwei  collineare  Curven  in  perspectivischer 
Lage;  0  sei  das  Collineationscentrum ,  g  die  Collineationsaxe.  Den  un- 
endlich nahen  Punkten  Aly  Bx,  Cx  in  kx  entsprechen  Aiy  Z?2,  C2  in  k%. 
Ferner  bedeuten  Qti  dm^  dsx  =  Ax  Bx  =  A1CX  den  Krümmungsradius,  den 
Contingenzwinkel  und  das  Bogendifferential  der  ersten,  q2,  da%,  ds2=A2Ba 
=  A2C2  die  entsprechenden  Grössen  für  die  zweite  Curve. 
ds.  J(AlBxCl) 

sl 


Es  ist  Pt —  tt-1,   da>x  = ,    i   '    ,   daher 

"      da>.  l  dss 


d$* 

Qxr~-—^~ 


4{AXBXCXY 

Die  Sehnen  AXBX  und  A%B%  mögen  sich  in  3),  die  Sehnen  AXCX  und 
JtC%  in  6  schneiden.     Es  folgt,  die  Strecken  ^2)  und  A2$)  mit  tx  und 


t2  bezeichnend: 


J(AXBXCX)  =  ~-   i? i,   daher  fc«-__. 

t  8.  ds 
Ebenso  ergiebt  sich  ga  =      *  *     *     ,   und  hiermit  folgt 

p2      2/(^3)e)'/22'd59      ^Ax't^'ds2' 
Nach  dem  Satze  des  Ptolemaeos,  angewendet  auf  Dreieck  AlA2J)y 

ds       OA    i 
und  OBxB2  als  Schnittgerade  betrachtend,  ist  -r1  =  TT*  ' ^ >  ^emnacn 

il  Sa  v/  Aa      Xa 

\\  *x       OAx.*A%   (tx\* 

}  <>,     OA2.^Ax\t2)'    . 

Der   Quotient         l  *        8    ist   ein   für  alle  Punkte   der   Collineation 

(/  Aa  .  VI  Ax 

constantes  Doppelschnittsverhältniss,  welches  sich  am  einfachsten  mit 
Hilfe  eines  der  Gegenpunkte  in  Ott  ausdrückt.  Demnach  ergiebt  sich 
der  Satz: 

2)     Das  Verhältniss   zwischen    den  Krümmungsradien   ent- 
sprechender Punkte   in   zwei  perspectivischen  Curve',n 


*  Geißenheimer,  Die  Bildung  affiner  Figuren  durch  ähnlich-veränderliche 
Systeme,  S.  357. 
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ist  gleich  dem  Cubus  ans  dem  Verhältnisse  der  his  znr 
Collineationsaxe  verlängerten  Tangentenstrecken, 
mnltiplicirt  mit  einem  für  alle  Punkte  der  durch  die 
Curven  gebildeten  Collineation  constanten  Doppel- 
schnitt sv  er  hält  nisse. 

Für  affine  Systeme  wird  jr— *  =  1,   - — -  der  reciproke  Werth  des  Affi- 

nitätsverhältnisses.     Hiermit  ergiebt  sich  der  früher  entwickelte  Satz: 

3)  Das  Verhältniss  zwischen  den  Krümmungsradien  ent- 
sprechender Punkte  in  zwei  affinen  Curven  ist  gleich 
dem  Cubus  ans  dem  Verhältnisse  der  entsprechenden 
Tangentenstrecken,  dividirt  durch  das  Affinitäts ver- 
hältniss. 

Für  involutori8che  Systeme  wird  das  Doppelschnittsverhältniss       l  *       2 

gleich    —1.      Sehen    wir    von    der  Richtung   der  Krümmungsradien   ab, 
so  folgt: 

4)  Das  Verhältniss  zwischen  den  Krümmungsradien  ent- 
sprechender Punkte  in  zwei  involutorischen  Curven 
ist  gleich  dem  Cubus  ans  dem  Verhältnisse  der  bis  zur 
Involutionsaxe  verlängerten  Tangentenstrecken. 

Die  Anwendung  des  letzten  Satzes  auf  Kegelschnitte  lautet: 

5)  Das  Verhältniss  zwischen  den  Krümmungsradien  zweier 
Punkte  eines  Kegelschnittes  ist  gleich  dem  Cubus  aus 
dem  Verhältnisse  der  bis  zum  Durchschnitt  verlänger- 
ten Tangenten  dieser  Punkte. 

Tarnowitz  in  Schlesien.  Dr.  L.  Geisenheimer. 


XIX.   Einige  Notizen  über  das  PasoaTsche  Sechseck. 

Sind  123456  die  Ecken  eines  gegebenen  Pasc aT sehen  Sechsecks, 
also  12,  23,  34,  45,  56,  61  dessen  Seiten,  so  sind  auch  für  die  drei 
folgenden  Seiten  folgen 

12,  23,  61,  45,  56,  34, 

12,  56,  34,  45,  23,  61, 

12,  56,  61,  45,  23,  34 
die  entsprechenden  Sechsecke  Pascal' scher  Sechsecke.     Die  resp.  Ecken 
liegen    daher    immer    auf  einem   Kegelschnitte;    diesen  vier   Sechsecken 
entsprechen  also  vier  Kegelschnitte. 

In  meiner  Dissertation  „Der  Pascal'sche  Satz",  Bern  1879,  habe  ich 
gezeigt,   dass   einem   gegebenen  Pascal' sehen  Sechseck  180  Sechsecke, 
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resp.   Kegelschnitte    entsprechen,    welche   wie   die   drei   obigen   gebildet 
sind.     Ans  diesen  180  Sechsecken  können  wir  ebenso  nene  ableiten. 

Die  180  Kegelschnitte,  welche  man  so  von  einem  und  demselben 
Pas cal1 sehen  Sechsecke  ableiten  kann,  schneiden  sich  zu  je  zwölf  in 
zwei  Eckpunkten  des  gegebenen  Pas  cal' sehen  Sechsecks,  oder  die  180 
entsprechenden  Pascal1  sehen  Sechsecke  haben  mit  dem  gegebenen  Sechs- 
ecke zu  zwölf  zwei  Eckpunkte  gemein.     (Siehe  meine  Dissert.  S.  23.) 

„Die  180  Sechsecke  schneiden  sich  ferner  zu  je  60  in  einem  und 
zu  je  12  in  zwei  Punkten  des  gegebenen  Kegelschnittes/4 

„Die  180  Kegelschnitte  haben  zu  je  16  eine  Ecke  gemein,  welche 
nicht  Ecke  des  gegebenen  Sechsecks  ist.  Von  je  16  solcher  Sechsecke 
haben  je  acht  noch  eine  „folgende"  Ecke  gemein,  die  auch  nicht  Ecke 
des  gegebenen  Sechsecks  ist/' 

„Je  16  Sechsecke  gehen  also  durch  den  Durchschnittspunkt  zweier 
nicht  auf  einander  folgenden  Seiten  der  gegebenen  60  Pas  cal1  sehen 
Sechsecke;  von  diesen  gehen  je  acht  durch  eine  Ecke  des  gegebenen 
Sechsecks,  welche  Ecke  nicht  auf  den  Seiten  liegt,  die  sich  in  dem  be- 
treffenden Punkte  schneiden,  und  zu  je  vier  durch  eine  Ecke  des  gegebe- 
nen Sechsecks,  welche  auf  einer  jener  beiden  Seiten  sich  befindet." 

„Je  zwei  Sechsecke  haben  im  Allgemeinen  zwei  Ecken  gemein,  die 
keine  Ecken  des  gegebenen  Sechsecks  sind." 

„Die  180  Kegelschnitte  schneiden  sich  zu  je  zwei  in  vier  Punkten, 
von  denen  zwei  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  liegen." 

„Je  drei  der  180  Sechsecke  haben  mit  dem  gegebenen  Sechseck  die- 
selben Pascal1  sehen  Punkte,  resp.  dieselbe  Pascal1  sehe  Linie. 

„Je  zwölf  dieser  Sechsecke  besitzen  einen  gemeinschaftlichen  Pas- 
cal1 sehen  Punkt.  Haben  zwei  Sechsecke  zwei  Pascal1  sehe  Punkte 
gemein,  so  haben  sie  auch  den  dritten  Pascal'schen  Punkt  gemein." 

Diese  Sätze  kann  man  auch  auf  das  Brianchon'sche  Sechsseit 
übertragen. 

Die  Beweise  dieser  Sätze  und  ihr  Zusammenhang  mit  der  sogenann- 
ten Hesse' sehen  Tafel,  und  Erweiterungen  der  Sätze  von  Kirkmann, 
Salmon,  Cayley  etc.  in  Bezug  auf  das  System  der  180  Sechsecke 
werde  ich  später  in  einer  grössern  Abhandlung  mittheilen. 

Dr.  Friedrich  Gbaepr, 

Dooent  a.  d.  ünirenit&t  Bern. 
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XI. 
Beiträge  zur  geometrischen  Behandlung  der  Mechanik. 


Von 

G.  Helm 

iu  Dresden. 


Hierzu  Taf.  IV  Fig.  1-9. 


Möbiu8  hat1"  nachgewiesen,  dass  die  Bahn  eines  bewegten  Punktes 
als  eine  Seilcurve  betrachtet  werden  kann.  Bei  der  Bedeutung,  welche 
das  Kräftepolygon  für  die  Untersuchung  des  Seilpolygons  erlangt  hat, 
liegt  es  nahe,  die  Curve  aufzusuchen,  welche  zur  Bahn  in  derselben  Be- 
ziehung steht,  wie  das  Kräfte-  zum  Seilpolygon.  Im  Folgenden  wird 
sich  zeigen,  dass  diese  Curve  der  Uodograph  Hamilton 's  ist  und  dass 
man  die  Dynamik  des  Punktes  im  Wesentlichen  aus  den  Beziehungen 
dieser  Curve  zur  Bahn  entwickeln  kann.  Es  soll  dabei  unmittelbar  von 
den  Grundlagen  der  Dynamik  ausgegangen  werden,  dem  Satze  vom 
Beharrungsvermögen  und  dem  Satze  von  der  Zusammensetzung  der 
Bewegungen,  Sätze,  aus  welchen  folgen  wird,  dass  die  Dynamik 
mit  Geschwindigkeiten  operiren  kann,  wie  die  Statik  mit 
Kräften. 

1.  Es  bewege  sich  (Fig.  1)  ein  Punkt  gleichförmig  mit  der  Geschwin- 
digkeit vx  in  der  Geraden  B0B1.  Im  Punkte  Bx  wirke  auf  ihn  ein  An- 
trieb, der  —  wenn  das  Mobil  in  ßx  geruht  hätte  —  es  zu  gleichförmiger 
Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  pl  nöthigen  würde.  Dann  wird  der 
bewegliche  Punkt  sich  mit  der  aus  vt  und  pt  zusammengesetzten  Ge- 
schwindigkeit v%  längs  der  Geraden  Bt  B9  gleichförmig  bewegen,  bis  zu 
einem  Punkte  £8,  wo  ein  Antrieb  p%  ablenkend  wirke,  der  sich  mit  t?2 
zur  neuen  Geschwindigkeit  e3  zusammensetzt,  u.  s.  w. 

Macht  man  nun  die  vom  beliebigen  Punkte  Py  dem  Pole,  ausgehen- 
den Geschwindigkeitsstrahlen  PHly  PH%,  •  ■•  nach  Grösse  und 
Richtung  der  Reihe   nach   gleich  »lf  i>2,  ...,  Beziehungen,   welche  durch 

PHx=*vl%     PH%  =  v„... 
ausgedrückt  werden  sollen,  so  ist  auch 


*  Möbius,  Lehrbuch  der  Statik,  1837,  Theil  II  Cap.  7. 
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and  diese  Strecken  HlHt,  H9HSy  ...  bilden  ein  Polygon  2/,  welches  der 
Hodograph  des  von  den  Punkten  B0BlB%...  gebildeten  Bahnpoly- 
gons B  heissen  soll.  Die  Strecken  p  sollen  Geschwindigkeits- 
änderungen, ihre  durch  die  Punkte  B  gehenden  Geraden  Beschleu- 
nigungsstrahlen genannt  werden.  Endlich  soll  die  eben  beschriebene 
Lage  des  Hodographen  gegen  die  Bahn  seine  Parallellage  heissen  zum 

Unterschiede  von  einer  nur  bei  ebenen  Bahnen  anwendbaren,  um  -~  ge- 
drehten Lage,  der  Normallage,  bei  welcher  die  Geschwindigkeits- 
strahlen senkrecht  zu  den  entsprechenden  Seiten  des  Bahnpolygons  stehen. 

Denkt  man  sich  unter  B  einen  biegsamen,  unelastischen  Faden,  unter 
den  Strecken  p  auf  denselben  wirkende  Kräfte,  so  stellen  bekanntlich  die 
Strecken  +v  die  Fadenspannungen  dar  und  das  Polygon  üTheisst  alsdann 
Kräftepolygon. 

Es  möge  an  dieser  Stelle  ein  Blick  geworfen  werden  auf  die  lieber- 
einstimmung,  welche  zwischen  den  statischen  Operationen  mit  Kräften 
am  starren  Körper  und  den  dynamischen  Operationen  mit  Geschwindig- 
keiten eines  Punktes  stattfindet. 

Denkt  man  sich  die  Geschwindigkeit  v  durch  eine  Strecke  dargestellt, 
deren  Anfangspunkt  der  bewegte  Punkt  ist,  so  kann  man  sagen,  dass 
sie  sich  —  wenn  keine  Geschwindigkeitsänderung  stattfindet  —  in  einer 
Geraden  verschiebt.  Analog  kann  man  am  starren  Körper  die  Kraft  in 
einer  Geraden  verschieben. 

Tritt  in  einem  Punkte  der  Geraden  eine  Geschwindigkeitsänderung 
p  ein ,  so  setzt  sich  v  mit  p  zu  einer  resultirenden  Geschwindigkeit  V 
zusammen,  als  wären  v  und  p  Kräfte.  Es  sind  v  und  p  äquivalent  Vy 
aber  auch  —  v  und  V  äquivalent  p  u.  8.  f.  Die  Ablenkung  in  eine  die 
ursprüngliche  Gerade  schneidende  Gerade  wird  also  durch  eine  Strecke, 
die  Geschwindigkeitsänderung,  die  durch  den  Schnittpunkt  geht,  dar- 
gestellt. 

Die  Ablenkung  in  eine  parallele  Gerade  läsBt  sich  immer  durch  eine 
Bewegung  in  einer  die  ursprüngliche  Gerade  und  die  Parallele  schnei- 
denden Linie  bewirken  und  erfordert  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Ge- 
schwindigkeitsänderungen, die  in  verschiedenen  Geraden  liegen  —  ein 
Geschwindigkeitspaar.  Analog  wird  eine  Kraft  in  eine  Parallele 
durch  ein  Kräftepaar  verlegt.  Für  beide  Streckenpaare  gelten  die- 
selben Sätze.  Hiernach  hat  es  nun  einen  bestimmten  Sinn,  Geschwin- 
digkeiten in  andere  Geraden  zu  verlegen,  Geschwindigkeiten  mit  Aen- 
derungen  zusammenzusetzen,  die  sie  kreuzen  u.  dergl.  —  die  Analogie 
zur  Statik  des  starren  Körpers  ist  eine  so  vollkommene,  dass  eine  ein- 
gehendere Angabe  des  bezüglichen  Verfahrens  unnöthig  wird. 
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2.  Der  Flächensatz.  Versteht  man  unter  dem  Moment  (Ws.O) 
einer  Strecke  BS  in  einem  Punkte  0  die  Fläche  des  aus  RS  und  RO 
gebildeten  Parallelogramms ,  dessen  Vorzeichen  durch  den  Sinn  desjenigen 
Umlaufs  bestimmt  wird,  der  in  der  Richtung  RS  der  Strecke  beginnt,  so 
folgt  nach  einem  bekannten  planimetrischen  Satze  von  Varignon  aus 
Eigenschaften  des  Parallelogramms  für  ebene  Bahnen 

,fl. .    (vö)  =  (*ro) +  (/>,. o),    M  =  M)  +  (ä.ö),..., 

folglich 

{vn.O)  =  (vvO)+2(p.O), 

wo  0  ein  beliebiger  Punkt  der  Bahnebene  ist. 

Sind  nun  alle  Beschleunigungsstrahlen  nach  einem  Punkte  S  gerich- 
tet, so  wird  die  Bahn  eben:  sie  liegt  in  der  durch  vx  und  S  bestimmten 
Ebene.  Macht  man  jetzt  S  zum  Momentenpunkt,  so  ergiebt  obige  Gleich- 
ung für  jedes  beliebige  vH  sogleich 

{vn.S)  =  (vt.S) 
oder   der  Fahrstrahl  SB  nach  dem  längs  des  Bahnpolygons  B  bewegten 
Punkte  bestreicht  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächenräume. 

Zu  dem  einfachsten  geometrischen  Ausdrucke  des  Flächensatzes  ge- 
langt man,  wenn  man  sich  den  Hodograph  in  die  Normallage  gedreht 
denkt  und  das  Centrum  S  der  Beschleunigungsstrahlen  zum  Pole  wählt. 
(vn.S)  erscheint  dann  als  das  Product  des  Geschwindigkeitsstrahls  Sü*n=vn 
in  den  Abstand  der  Geraden  Bn_\Bn  von  &,  und  da  jener  Strahl  und 
dieser  Abstand  gleiche  Richtung  haben,  so  folgt,  indem  man  den  Punkt 
Hn  der  Geraden  Bn_\Pn  entsprechen  lägst,  aus  der  Constanz  von  (v„.S) 
der  Satz: 

Sind  die  Beschleunigungsstrahlen  nach  einem  Punkte 
gerichtet,  so  ist  der  Hodograph  in  der  Normallage  polar 
verwandt  der  Bahn  in  einem  ebenen  Polarsystem.  Der  Ord- 
nungskreis des  letzteren  hat  den  gemeinsamen  Punkt  aller  Beschleunigungs- 
strahlen zum  Mittelpunkt,  liegt  in  der  durch  diesen  Punkt  und  die  An- 
fangsgeschwindigkeit bestimmten  Ebene  und  das  Quadrat  seines  Radius 
gleicht  dem  Moment  der  Anfangsgeschwindigkeit  bezogen  auf  das  Centrum. 

Beispiel.  Bewegt  sich  (Fig.  2)  ein  Punkt  mit  gleichbleibender 
Geschwindigkeit  v  durch  alle  Seiten  eines  regulären  Polygons  B,  dessen 
eingeschriebener  Kreis  den  Radius  r  hat,  so  ist  der  Hodograph  H  ein 
ähnliches  Polygon,  das  dem  Bahnpolygon  polar  verwandt  ist  in  Bezug 
auf  einen  Kreis  K  mit  dem  Radius  ]/r.T>  um  das  Centrum  des  gegebenen 
Vielecks.  Die  Geschwindigkeitsstrahlen  stehen  senkrecht  auf  den  Seiten 
von  B  und  die  Seiten  von  H  stehen  senkrecht  auf  den  Beschleunigungs- 
strahlen, mit  denen  sie  gleiche  Grösse  haben,  nämlich  wegen  der  Aehn- 

lichkeit  der  Figuren  die  Grösse  —  t,  wenn  r  die  zum  Durchlaufen  einer 
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3.  Der  Uebergang  »um  unendlich  Kleinen.  Fig.  1  lehrt, 
dass  p1  betrachtet  werden  kann  als  Resultante  Ton  — 1>,  und  +  e2,  ebenso 
pa  als  Resultante  von  —  v2  und  +  v3 ,  u.  s.  f.  Daher  ist  das  Strecken- 
system Pi  ...  pn  ersetzbar  durch  —  vt ,  +  p2»  —  *>%*  +  *s»  •  •  •  +  p«+ii  <*.  n* 
durch  —vt  und  +  t>,,+i,  indem  man  mit  Geschwindigkeiten  operirt,  wie 
die  Statik  mit  Kräften.  Schneiden  sich  also  die  erste  und  (n  +  l)lr 
Seite  des  Bahnpolygons  im  Punkte  B  (Fig.  3),  so  dass  —vx  und  +  ''*+! 
eine  Resultante  haben ,  so  besitzen  auch  die  Strecken  pt  . . .  pu  eine  Re- 
sultante w,  und  zwar  geht  dieselbe  durch  denselben  Punkt  B.  Kreuzen 
sich  aber  die  genannten  Polygonseiten,  so  lassen  sich  auch  die  Strecken 
p  nicht  zu  einer  Resultante,  sondern  zu  einer  Strecke  und  einem  Strecken- 
paar zusammensetzen  —  Alles  in  selbstverständlicher  Analogie  zur  St&tik. 

Wir  verfolgen  zunächst  den  Fall,  dass  die  Bahn  eben  ist  (Fig.  3, 
wo  n  =  4.)  Die  längs  B0  Bx  vorhandene  Geschwindigkeit  vx  wird  durch 
die  Aenderungen  px  ...  pn  allmälig  abgelenkt  in  die  Gerade  BnBm+\,  die 
mit  der  Geschwindigkeit  vm+\  durchlaufen  wird.  Die  aus  dem  beliebigen 
Pole  P  gezogenen*  Geschwindigkeitsstrahlen  PH  geben  Grösse  und  Rich- 
tung der  einzelnen  Geschwindigkeiten  an,  sowie  die  Verbindungsstrecken 
ihrer  Endpunkte  ff  Grösse  nnd  Richtung  der  Geschwindigkeitsänderungen. 
Die  Resultante  der  letzteren  ist  dann  nach  Grösse  und  Richtung  durch 
die  Strecke  HxHn+\  gemessen,  ihre  Lage  aber  folgt  ans  der  obigen  Be- 
merkung: sie  mu88  durch  den  Punkt  B  gehen,  denn  sie  ist  auch  Resul- 
tante aus  —  vx  und  +<*«+!•  [Dies  folgt  übrigens  auch  aus  dem  unter  2 
bewiesenen  Satze 

{v9.0)  =  {t>x.0)  +  2{p.O), 

wenn  man  ihn  für  die  Geschwindigkeit  vm+i  anwendet  und  als  Momen- 
tenpunkt B  wählt.  Es  muss  dann  <£(p.B)  =  0  sein,  d.  h.  die  Resul- 
tante der  p  muss  durch  B  gehen.]  Denkt  man  sich  nun  die  mit  der 
Geschwindigkeit  t>x  längs  B0  Bx  erfolgende  Bewegung  bis  B  fortgesetzt, 
dort  aber  die  Aenderung  n  gleich  der  Resultante  von  px  ...  pn  ertheilt,  so 
wird  daselbst  die  Bewegung  in  dieselbe  Gerade  Bu  Bn+\  abgelenkt  wer- 
den, in  welche  sie  durch  successives  Wirken  der  Aenderungen  p  über- 
geht, und  diese  Gerade  wird  auch  mit  derselben  Geschwindigkeit  ©n+i 
durchlaufen,  welche  bei  solchem  successiven  Wirken  in  ihr  stattfindet. 
Kurz:  Die.  Linie  BXBBU  ist  eine  Bahn,  welche  zum  Beschleunignngs- 
polygon  nur  die  Strecke  HxHn+\  hat,  mit  der  Bahn  BQBxBi...  BnBu+\ 
aber  in  Anfangs-  und  Endgeschwindigkeit  übereinstimmt. 

Nun  lassen  sich  offenbar  unzählig  viele  ebene  Bahnen  angeben ,  welche 
mit  der  Bahn  BXB  Bn  im  Anfangs-  und  Endzustände  übereinkommen. 
Man  hat  nur  Hx  und  //«+ 1  durch  eine  beliebige  gebrochene  Linie  Hx  B\B\ . . . 
.../?'„ //a+i  zu  verbinden,  zu  deren  geraden  Theilstücken  Parallelen 
durch  beliebige  Punkte  der  Ebene  zu  ziehen  und  in  ihnen  die  Geschwin- 
digkeitsänderungen p\  ...  pn  wirkend  zu  denken ,  wobei 
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p  x  =  fflB\1  p2  =  ff\H  8,  ...  pu  =  H'nHn+\ 
zu  wählen  ist,  endlich  2?,  mit  /?„  durch  einen  Linienzag  zu  verbinden, 
dessen  Bruchstellen  in  diesen  Beschleunigungsstrahlen  liegen  und  dessen 
gerade  Theilstücke  bez.  parallel  PHX,  PH\,  ...,  PH'n,  PHn+\  sind.  Da 
die  Linie  HXH\  ...  H'nHn+\  ganz  willkürlich  zwischen  Hx  und  #»4-1  liegt, 
so  darf  man  die  Zahl  ihrer  Bruchstellen  H'  ins  Unendliche  wachsen  lassen, 
ohne  dass  irgend  einer  der  bisherigen  Sätze  ungiltig  würde.  Das  Be- 
schleunigungspolygon wird  dann  eine  Curve,  der  Geschwindigkeitsände- 
rangen  erhält  man  unendlich  viele  unendlich  kleine,  doch  bleibt  deren  Re- 
sultante immer  endlich,  nämlich  gleich  ffiHn^mi.  Die  Bahn  wird  eine 
Curve,  deren  Elemente  die  Richtungen  der  entsprechenden  Geschwindig- 
keitsstrahlen  PH  haben. 

I6t  daher  die  Bahn  eine  Curve  B  (Fig. 4),  in  deren  Punkten  Bv  B%iBs, ..'. 
der  bewegliche  Punkt  die  Geschwindigkeiten  019  t>tf  e89  ...  besitzt,  welche 
bez.  gleich  den  Geschwindigkeitsstrahlen  PBty  PH^  PH3,  ...  sind,  so 
bilden  die  Tangenten  der  krummen  Bahn  in  den  genannten  vier  Punk- 
ten eine  gebrochene  Bahn  ^0B1B2B3  ...,  deren  Theilstücke  mit  jenen 
Geschwindigkeiten  vxv%  ...  durchlaufen  werden  würden ,  wenn  statt  der 
Geschwindigkeitsänderungen ,  welche  die  krumme  Bahn  hervorrufen ,  und 
welehe  durch  die  Elemente  des  Hodographen  gemessen  werden,  deren  Re- 
sultanten wirken  würden,  welche  durch  die  Sehnen  HxE%y  BiBii  £T8i74  ... 
gemessen  werden  und  durch  Blf  B8,  B3  ...  gehen.  Wählt  man  also  auf 
einer  beliebigen  ebenen  Bahn  beliebige  Punkte  und  auf  dem  Hodographen 
die  entsprechenden ,  so  bestimmen  die  Tangenten  in  jenen  ein  der  Bahn 
umschriebenes  Polygon  und  die  Hodographen  punkte  ein  dem  Hodographen 
eingeschriebenes  Polygon:  jenem  umschriebenen  Polygon  als-Bahn 
gehört  dieses  eingeschriebene  als  Hodograph  zu;  die  Geschwin. 
digkeiten  im  umschriebenen  Polygon  stimmen  mit  den  Geschwindigkeiten 
der  gegebenen  Bahn  in  den  Berührungspunkten  überein,  die  Geschwin- 
digkeitsänderungen sind  die  Resultanten  aus  den  Aenderungen,  die  in 
der  gegebenen  Bahn  zwischen  den  benachbarten  Berührungspunkten  statt- 
finden. 

Man  greife  (Fig.  4)  aus  den  Tangenten  einer  ebenen  Bahn  eine  be- 
liebige, z.  B.  die  in  B%  berührende  b2  heraus  und  betrachte  ihre  Schnitt- 
punkte V  mit  allen  anderen  Tangenten.  Wirkt  auf  einen  längs  der 
Tangente  b%  bewegt  gedachten  Punkt  im  Punkte  B'4  die  Resultante  H2HA 
aller  derjenigen  Aenderungen,  welche  die  Geschwindigkeit  des  in  der 
Curve  sich  wirklich  bewegenden  Punktes  auf  dem  Wege  B2B4  erleidet, 
so  wird  jener  in  B'A  in  die  Richtung  der  Tangente  bA  übergehen.  Die 
Punktreihe  B'  ist  demnach  so  beschaffen,  dass  in  jedem  Punkte  dersel- 
ben der  Debergang  in  die  durch  ihn  gehende  Tangente  durch  eine  Aen« 
derung  zu  bewirken  ist,  welche  als  Resultante  wirklich  auftretender 
Aenderungen    durch    einen   Strahl    des  Hodographen    nach  Grösse   und 
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Richtung  bestimmt  ist.  Diese  Strahlen  bilden  ein  Büschel  aus  H2.  Der 
Punktreihe,  welche  von  den  Bahntangenten  auf  einer  von 
ihnen  ausgeschnitten  wird,  ist  hiernach  ein  Strahlbüschel 
zuzuordnen,  dessen  Strahlen  die  Punkte  des  Hodographen 
mit  einem  von  ihnen  verbinden.  Diese  Strahlen  messen  die  Ge- 
schwindigkeitsünderungen, welche,  in  den  Punkten  jener  Punktreihe 
wirkend,  die  Ablenkung  in  die  dort  schneidende  Tangente  zur  Folge 
haben. 

(Die  beiden  zuletzt  abgeleiteten  Satze  lassen  die  Giltigkeit  zweier 
ihnen  reciproker  Sätze  vermuthen.  Solche  reciproke  Sätze  gelten  aber 
nur  in  speciellen  Fällen,  z.  B.  wenn  die  Bescbleunigungsstrahlen  durch 
einen  Punkt  gehen.  In  dem  unten  folgenden  Beispiele  findet  Recipro- 
cität  zwischen  Hodograph  und  Bahn  statt.) 

Beide  vorstehende  Lehrsätze  können  zur  näherungsweisen  graphi- 
schen Herstellung  der  Bahn  und  des  Hodographen  angewendet  werden» 
Ist  nämlich  die  Anfangsgeschwindigkeit  PHX  und  die  Anfangslage  Bx 
(Fig.  4)  des  beweglichen  Punktes  bekannt,  dazu  die  Resultante  der  in 
der  ersten  Secunde  stattfindenden  Geschwindigkeitsänderungen,  so  ergiebt 
sich  PH%  aus  der  Grösse  und  Richtung  HXH%  der  Resultante  und  die 
Linie  BjBa,  welche  die  Bahn  am  Beginne  der  zweiten  Secunde  berührt, 
aus  dem  Schnittpunkte  Bt  der  Resultanten  mit  der  Anfangsgeschwindig- 
keit. Die  Construction  lässt  sich  fortsetzen,  wenn  nun  für  die  zweite 
Secunde  die  Resultirende  der  Aenderuugen  bekannt  ist,  und  liefert  dann 
lauter  genaue  Tangenten  der  Bahn.  Durch  Verkleinerung  des  Zeitintervalls 
vergrössert  man  die  Anzahl  der  bekannten  Bahnelemente  beliebig. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  oben  zurückgestellten  Falle,  dass  die 
Bahn  und  der  Hodograph  uneben  sind.  Es  mögen  jetzt  (Fig.  S)  B0Bt 
und  BiBb  zwei  gegebene,  im  Allgemeinen  sich  kreuzende  Gerade  vor- 
stellen, die  durch  ein  unebenes  Polygon  B0...B6  als  Bahn  verbunden 
sind.  Die  Geschwindigkeitsstrahlen  PH%  welche  dieser  unebenen  Bahn 
entsprechen,  werden  daher  auch  nicht  in  der  Ebene  PBlBb  des  ersten 
und  letzten  Geschwindigkeitsstrahles  liegen. 

Ist  nun  die  erste  Geschwindigkeit  PHX  gegeben,  so  erhält  man  den 
zum  vorgelegten  Bahnpolygon  gehörigen  Hodographen  folgendermassen. 
Durch  PHy  legt  man  eine  Ebene  parallel  B0BXB%,  zieht  B1Hi  parallel 
dem  in  Bx  wirkenden  Beschleunigungsstrahl  und  PB%\\  BtB2.  Durch  PH% 
legt  man  dann  eine  Ebene  parallel  Bx  B%  B3 ,  zieht  B%  J73  parallel  dem 
Beschleunigungsstrahl,  der  in  B%  wirkt,  und  PB9\\B9B3  u.  s.  f.  Lässt 
man  nun  das  Polygon  B0  ...  B6  durch  Verkleinerung  der  Geschwindig- 
keitsänderungen und  Vermehrung  ihrer  Anzahl  in  eine  doppelt  gekrümmte 
Curve  übergehen,  so  wird  auch  der  Hodograph  eine  solche,  die  Ebenen 
zweier  Geschwindigkeiten  und  einer  Aenderung  Werden  die  Schmiegungs- 
ebenen  der  Bahn  und   aus  obiger  Construction  folgt,  dass  sie  parallel 
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liegen   den   entsprechenden  Tangentialebenen    des  Kegels,    den    die  Ge- 
schwindigkeitsstrahlen bilden. 

Es  erscheint  nnn  (Fig.  4)  die  Geschwindigkeit  i>6,  mit  der  sich  der 
Pnnkt  in  der  Tangente  bh  in  Bb  schliesslich  bewegt,  als  die  Resultante 
seiner  Anfangsgeschwindigkeit  t>t  längs  BQBX  und  der  Aenderungen,  die 
auf  dem  Wege  Bt  Bb  gewirkt  haben  und  durch  die  Elemente  des 
Hodographen  BxHh  gemessen  sind.  Diese  sich  kreuzenden  Geschwin- 
digkeitsänderungen lassen  sich  im  Allgemeinen  nur  zu  einer  Strecke 
und  einem  Streckenpaar  vereinigen;  erstere  wird  durch  HxHh  gemessen 
und  würde,  ohne  das  Paar  in  einem  beliebigen  Punkte  X  der  Geraden 
B0Bl  wirkend,  dort  den  beweglichen  Punkt  in  die  Richtung  der  Tan- 
gente 6g  ablenken;  das  Paar  ist  nöthig,  um  diese  Bewegung  an  den 
Punkt  B5  selbst  zu  verlegen,  hat  also  zum  Moment  das  Product  aus  v5 
in  den  Abstand  des  Punktes  X  von  der  Geraden  bs  und  liegt  in  der 
Ebene  dieser  Geraden  und  des  willkürlich  gewählten  Punktes  X.  Die 
Analogie  mit  der  Statik  liegt  auch  hier  so  klar,  dass  ein  weiteres  Ein- 
gehen auf  dieses  Verfahren  unnöthig  scheint. 

Der  Uebergang  vom  Bahnpolygon  zur  Bahncurve  ist  in  allen  Fällen 
an  die  Vorstellung  geknüpft,  dass  die  vorher  in  vereinzelten  Geraden 
wirkenden  Aenderungen  dichter  zusammenrücken  und  endlich  in  einander 
beliebig  nahen  Geraden  Aenderungen  stattfinden,  welche  alle  —  bis 
auf  vereinzelte  Ausnahmen  —  unendlich  klein  sein  müssen.  Sind  nun 
diese  Aenderungen  stetig,  d.  h.  sind  die  während  eines  sehr  kleinen  Zeit- 
theilcheos  wirkenden  nach  Grösse  und  Richtung  unendlich  wenig  verschie- 
den, etwa  alle  gleich  p,  so  liefern  sie  eine  Resultante,  die  das  Sovielfache 
von  p  ist,  als  einzelne  Aenderungen  in  diesem  Zeittheilchen  erfolgen. 
Nun  wird  p  messbar  gemacht,  indem  man  sich  den  während  jenes  Zeit- 
theilchens  stattfindenden  Zustand  auf  eine  Secunde  ausgedehnt  denkt. 
Würden*  in  der  Secunde  dann  n  Aenderungen  stattfinden ,  so  ist  np~  P 

die   Beschleunigung  und   die   Geschwindigkeitsänderung  ist   p=P— 

=  Pdl,  sobald  n  ins  Unendliche  wächst,  dt  gegen  Null  abnimmt.  Geo- 
metrisch werden  die  Geschwindigkeitsänderungen  p  durch  die  Elemente 
des  Hodographen  gemessen,  die  Beschleunigungen  P  aber  durch  Vielfache 
dieser  Elemente  auf  den  Tangenten  des  Hodographen,  gleichwie  die 
Geschwindigkeiten  v  durch  Strecken  auf  den  Bahntangenten  darstell- 
bar sin  d. 

Beispiel.  Die  Wurfbewegung.  (Fig.  5.)  Der  Hodograph 
ist  hier  eine  verticale  Gerade.  Der  Abstand  des  Pols  P  von  derselben 
misst  die  Horizontalcomponente  der  Geschwindigkeit,  die  also  con- 
stant  bleibt.  Ist  daher  (Ol)  die  Horizontalprojectiou  der  Bahn  während 
der  ersten  Secunde,  (III)  die  während  der  zweiten  Secunde  der  Be- 
wegung u.  s.  f.,   so  ist  (Ol)  =  (///)  = ....     Die  unendlich  kleinen  Ge- 
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schwindigkeitsänderungen ,  die  während  der  einzelnen  Momente  eines 
jeden  dieser  Intervalle  stattfinden,  liefern  als  gleiche,  parallele  und  in 
gleichem  Ahstaude  liegende  Strecken  Resultanten,  die  durch  die  Mitten 
Gx%  £8,  ...  der  einzelnen  Intervalle  gehen  nnd  durch  die  gleichen  Strecken 
(0, 1),  (1,2)  ...  =  </  des  Hodographen  gemessen  werden.  Die  Aufangs- 
tange nte  der  Bahn  wird  von  ihrer  Tangente  bl  zur  Zeit  1  in  einem  Punkte 
a  geschnitten,  durch  den  die  Resultante  aller  Aenderungen  der  ersten 
Secunde,  also  die  Verticale  gt  in  Clt  hindurchgehen  muss.  Die  Resultante 
aller  Aenderungen  der  ersten  beiden  Secunden  liegt  in  der  Verticalen 
gt  durch  I  und  muss  durch  den  Schnittpunkt  b  der  Anfangstangente  mit 
der  Tangente  zur  Zeit  2  gehen.  Die  Punktreihe  ö,«,  fr,  c,  d,  ...  ist  also 
ähnlich  der  Reihe  ö,  Gx ,  /,  G2 ,  //, . . . .  Dasselbe  gilt  von  einer  Punkt- 
reihe, welche  von  den  Tangenten  der  Bahn  auf  irgend  einer  anderen 
unter  ihnen  (in  der  Figur  der  Tangente  zur  Zeit  4)  ausgeschnitten  wird ; 
daher  schneiden  die  Bahntangenten  auf  je  zweien  unter  ihnen  ähnliche 
l'unktreihen  aus  und  umhüllen  deshalb  im  Allgemeinen  eine  Parabel. 
Im  vorliegenden  Falle  kann  man  die  Natur  der  Bahn  auch  auf  re- 
ciprokem  Wege  erkennen ,  nämlich  durch  Betrachtung  der  beiden  Büschel, 
die  irgend  zwei  der  Bahnpunkte  (in  der  Figur  den  Anfangspunkt  0  und 
den  Ort  #rv  zur  Zeit  4)  mit  allen  anderen  verbinden.  Statt  die  Ge- 
schwindigkeitsänderungen der  ersten  Secunde  zu  einer  zusammenzusetzen, 
kann  man  sie  zu  zweien  vereinigen,  deren  eine  in  0,  deren  andere  in  Bv 
dem  Ort  zur  Zeit  1 ,  wirkt«  Die  erste  lenkt  die  Bewegung  aus  der  An- 
fangsrichtung nach  OBi  ab,  die  zweite  aus  dieser  Richtung  in  die  Tan- 
gente bi  des  Punktes  B1.  Jede  dieser  beiden  Geschwindigkeitsände- 
rungen  ist  gleich  \g,  da  beide  wieder  g  in  der  Geraden  gL  zur  Resultante 
haben  müssen.  Hiernach  hat  0B\  die  Richtung  des  Geschwindigkeitsstrahles 
{P,%).  Ebenso  hat  OBn  die  Richtung  (P,  1),  weil  eine  Bewegung  längs 
0  Bu  hervorgebracht  werden  würde,  wenn  in  0  die  Hälfte  der  auf  die 
beiden  ersten  Secunden  entfallenden  Geschwindigkeitsänderungen  ver- 
einigt wäre.  Das  Büschel  aus  0  kann  also  zur  Deckung  gebracht  werden 
mit  dem  Büschel,  das  P  mit  den  Punkten  ^,  1,  |,  ...  des  Hodographen 
verbindet.  Entsprechendes  gilt  von  dem  Büschel  aus  Z?iy.  Um  die  Be- 
wegung längs  der  Tangente  bjy  des  Punktes  B1Y  z.  B.  in  die  Richtung 
BnBiv  zurückzulenken,  bedarf  es  der  Hälfte  der  von  der  zweiten  bis  zur 
vierten  Secunde  wirkenden  Geschwindigkeitsänderungen  in  negativer  Rich- 
tung oder  der  Strecke  (4,  3).  So  wird  auch  das  Büschel  aus  Z?iv  congruent 
einem  aus  P.  Die  beiden  Büschel  aus  P  sind  aber  projeetivisch ,  denn 
ihre  Strahlen  gehen  nach  Punktreihen,  die  zur  Deckung  gebracht  werden 
können,  weil  6ich  die  Punkte  einer  jeden  im  Abstände  %g  folgen.  Ferner 
haben  die  Büschel  aus  P  den  Strahl  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte 
gemein.  Das  Gleiche  gilt  daher  von  den  ihnen  parallel  gelegenen  Büscheln 
aus  0  und  #iv;  diese  schneiden  sich  daher  im  Allgemeinen  in  einer  Parabel. 
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4.  Das  Prinoip  der  Projection.  Indem  man  eine  beliebige 
Bewegung  BQ  mit  einer  geradlinigen  Bewegung  von  beliebiger  Richtung 
E  zusammensetzt,  erhält  man  eine  neue  Bewegung  B,  deren  Punkte  mit 
den  entsprechenden  von  B0  auf  Parallelen  von  der  Richtung  ß  liegen 
und  deren  Geschwindigkeiten  und  Geschwindigkeitsänderungen  die  Re- 
sultanten der  entsprechenden  Strecken  in  den  Bewegungen  B  und  R  sind. 
Aus  letzterem  Grunde  liegen  auch  die  entsprechenden  Hodographen punkte 
auf  Parallelen  von  der  Richtung  R.  Umgekehrt  kann  man  auch  sagen, 
die  Bewegung  B  lasse  sich  in  eine  Bewegung  B0  und  eine  Bewegung 
längs  R  zerlegen.  Die  Bewegungen  B0  und  B  sollen  Projectionen  von 
einander  heissen,  genommen  nach  der  Richtung  R.  Sind  die  Bahnen, 
so  sind  auch  die  Hodographen  Projectionen  von  einander  nach  derselben 
Richtung. 

Aus  einer  bekannten  Bewegung  lassen  sich  beliebig  viele  neue  durch 
Projection  herleiten ,  d.  h.  durch  Zusammensetzung  mit  einer  willkürlichen 
geradlinigen  Bewegung.  So  lässt  sich  bekanntlich  die  harmonische  Be- 
wegung sehr  einfach  aus  der  gleichförmigen  Bewegung  im  Kreise  durch 
Projection  herleiten.  Insbesondere  kann  das  Princip  der  Projection  zur 
Bestimmung  der  Zeit  dienen. 

Das  Durchlaufen  von  Bewegungen,  welche  Projectionen  von  ein- 
ander sind,  erfordert  nämlich  gleiche  Zeit.  Denn  wird  in  der  Bewegung 
B0  die  Strecke  s0  mit  der  Geschwindigkeit  vQ1  in  der  Bewegung  B  die 
entsprechende  Strecke  s  mit  der  Geschwindigkeit  v  durchlaufen,   so  ist 

g      g 
die  Zeit  —  =  -0  wegen  der  proportionalen  Theilung  durch  Parallelen.    Die 
©      t>0 

Strecken  *0,  v0  fallen  ja  in  dieselbe  Gerade,  sowie  die  Strecken  syv  und 
die  Anfangs-  und  Endpunkte  der  entsprechenden  Strecken  liegen  in 
Parallelen  von  der  Richtung  R.  Da  dies  nun  für  beliebig  kleine  Wege 
giltig  bleibt,  so  werden  überhaupt  beliebig  entsprechende  Stücke  von  B0 
und  B  gleichzeitig  durchlaufen. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  Methode  zur  graphischen  Darstellung 
der  Zeit,  die  zur  Durchlaufung  der  Bahn  B  nöthig  ist.  Man  beschreibe 
eine  Kugel  (in  der  Ebene  einen  Kreis),  deren  Radius  die  Geschwindig- 
keitseinheit darstellt.  Der  Mittelpunkt  derselben  heisse  p.  Ist  wie  früher 
P  der  Pol  des  Hodographen,  so  projicire  man  den  Punkt  H  des  Hodo- 
graphen in  der  Richtung  Pp  auf  die  Kugel.  Die  Projectionen  h  be- 
stimmen mit  dem  Punkte p  als  Pol  den  Zeithodographen,d.i.  den  Hodo- 
graphen für  eine  Bewegung  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  1.  Zu 
diesem  Hodographen  construirt  man  durch  Parallelenziehen  eine  Bahn, 
deren  Punkte  b  man  so  wählt,  dass  sie  mit  den  entsprechenden  Punkten 
B  der  gegebenen  Bahn  auf  Parallelen  zu  Pp  liegen.  Dann  giebt  die 
Bogenlänge  /  der  Bahn  b  die  zum  Durchlaufen  des  entsprechenden 
Stückes  5  auf  B  erforderliche  Zeit  an,  denn  es  folgt  aus  ähnlichen  Drei- 
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s      I 
ecken  für  die  geradlinigen  Elemente  sy   dass  -==—.     Die  Bahn  b  heisst 

Zeitcnrve.  Die  Kugel  vom  Radius  1  muss  so  gewählt  werden,  dass 
die  Projicirenden  Pp  sie  sämmtlich  treffen.  Ist  dies  nicht  erreichbar,  6o 
kann  man  den  Radius  Ar  «mal  grösser  wählen  und  erhält  dann  nach  dem 
obigen  Verfahren  das  Ar- fache  der  Zeit.  Am  einfachsten  lässt  man  p  nach 
P  fallen;  dann  ist  die  Projectionsrichtung  willkürlich. 

Beispiel  zur  Zeitbestimmung.  Das  Cycloidenpendel.  (Fig. 6.) 
Bewegt  sich  ein  anfangs  ruhender  Punkt  aus  der  Horizontalen  0  AQ  in 
die  NP  unter  dem  Einflüsse  der  Schwerkraft,  so  erlangt  er  die  Ge- 
schwindigkeit v  =  r  2gON,  weun  ON  die  Fallhöhe  bedeutet.  (Das 
Energiegesetz,  aus  welchem  dieser  Werth  folgt,  wird  unten  geometrisch 
abgeleitet  werden.)  Liegt  daher  Q  in  einem  Halbkreise  über  der  vor- 
läufig beliebig  langen  verticalen  Strecke  OB,  so  ist  OQ  proportional  der 
Geschwindigkeit  t>,  mit  der  ein  aus  OA0  kommender  Punkt  die  Horizon- 


—  oo-Zw 


tale  NP  durch  Q  pasBirt,  nämlich  v=OQ.y   -===■.     Der  Halbkreis  über 

OB  wird  dem  Hodographen  der  Bewegung  ähnlich,  wenn  die  Strecke 
OQ  auch  noch  unter  constantem  Winkel  gegen  das  Bahnelement  bei  P  ge- 
neigt ist,  z.  B.  wenn  letzteres  normal  zu  OQ  liegt.  Ist  nun  4QP  Bogen 
einer  Cycloide,  deren  halbe  Basis  A00  ist,  und  wählt  man  als  den  oben 
beliebig  gelassenen  Punkt  B  den  Scheitel  der  Cycloide,  so  ist  diese  Be- 
dingung erfüllt.  Denn  denkt  man  sich  den  Wälzungskreis  der  Cycloide 
in  dem  Moment,  wo  der  die  Cycloide  beschreibende  Punkt  desselben  das 
Element  bei  P  durchläuft  —  SIPB  sei  die  Lage  einer  Hälfte  des  Wälzungs- 
kreis es  in  diesem  Momente  — ,  so  ergiebt  sich,  dass  das  Element  der 
Cycloide  bei  P  normal  zu  SIP  liegen  muss,  aus  der  Erwägung,  dass  jetzt 
Sl  der  Pol  für  die  Bewegung  des  Wälzungskreises  ist.  Das  Element  bei 
P  ist  also  normal  zu  OQ,  und  OQB  ist  ähnlich  dem  Hodographen 
der  auf  der  Cycloide  stattfindenden  Fallbewegung  in  Normallage,  0  sein 

Pol.     Die   Dimensionen   des   wirklichen  Hodographen  sind 

so  gross.  In  demselben  Verhältniss  erhält  man  die  Zeitcnrve  zu  gross, 
wenn  man  OQB  als  Hodograph  betrachtet. 

Um  nun  die  Zeitbestimmung  für  die  Fallbewegung  auf  der  Cycloide 
auszuführen,  hat  man  der  Regel  nach  den  Hodographen  auf  einen  Kreis 
mit  dem  Radius  1  zu  projiciren.  Man  wähle  0  selbst  zum  Mittelpunkt, 
den  Radius  aber  nicht  gleich  1,  sondern  gleich  dem  Radius  OM=a  des 
als  Hodograph  betrachteten  Halbkreises  OQB.  Dann  wird  sich  auch 
die  Zeitcnrve  öd/- mal  zu  gross  ergeben.  Man  projicire  in  verticaler  Rich- 
tung. Bringt  man  alsdann  den  neuen  Hodographen  mit  dem  ursprünglichen 
zur  Deckung  durch  Parallelverschiebung  in  verticaler  Richtung,  so  erkennt 
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man,  dass  der  Halbkreis  über  OB  auch  für  die  Zeitbestimmung  als  Zeit- 
hodograph  dienen  kann,  wenn  man  nichts  ändert,  als  den  Pol,  nämlich 
M  statt  0  zum  Pol  nimmt.  Während  also  OQ  die  Geschwindigkeit  im  Punkte 
P  der  Bahn  misst,  bestimmt  MQ  die  Geschwindigkeit  in  dem  P  entsprechen- 
den Punkte  der  Zeitcurve.  Diese  findet  man  durch  Projection  der  Bahn 
in  horizontaler  Richtung,  da  man  den  Hodograph  in  Normallage  durch 
Projection  in  verticaler  Richtung  gewonnen  hat.  Da  das  Element  der  Zeit- 
curve ferner  normal  zu  MQ  liegen  muss,  so  zeigt  sich,  dass  der  Halbkreis 
OQB  selbst  die  Zeitcurve  ist.  Der  Bogen  OQ  misst  die  zur  Durchlaufung 
von  A0Q  nöthige  Zeit.  Er  würde  diese  Zeit  selbst  darstellen,  wenn 
erstens  die  Geschwindigkeit  des  Zeitbodographen  gleich  1  statt  OM  gewählt 
worden  wäre  und  zweitens  der  als  Hodograph  betrachtete  Halbkreis  nicht 

l:Z/^-~-mal  zu  gross  wäre.     Die  Zeit  ist  daher  wirklich 

V     OB         v  V     OM      yg.OM 

(Zu  demselben  Resultat  führt  die  Betrachtung  der  Dreiecke  Qrq  oj  QOM.) 

Zum  Durchfallen    der  halben  Cycloide  A0B   ist  hiernach  die  Zeit  nöthig 

n.OM  i/OM  ,/a 

— =====  =  n  1/  =  n  1/  -. 

}/g.OM        V      9  r     g 

Durchfällt  der  Punkt  die  Cycloide  nicht  von  ihrer  Spitze  AQ1  son- 
dern von  dem  beliebigen  Punkte  A  aus,  so  ermittelt  man  die  zum 
Durchlaufen  des  Bogens  AP  erforderliche  Zeit  durch  Vergleichung  mit 
derjenigen,  die  nöthig  ist,  um  den  Bogen  Ä P'  einer  Cycloide  zurück- 
zulegen, deren  halbe  Basis  AO  in  der  Horizontalen  durch  A  liegt  und 
deren  Wälzungskreis  die  verticale  Projection  (f B  von  AB  zum  Durch- 
messer hat.  Die  im  gleichen  Horizonte  PN  liegenden  Elemente  Pp,  P'p 
beider  Curven  werden  mit  gleicher  Geschwindigkeit  durchlaufen,  ihre 
Fallzeiten  verhalten  sich  also  wie  die  Wege  Pp  und  P'p'  selbst.  Nun 
ist  Pp=\\=Qr  senkrecht  zu  OQ,  P'p'=^=Q'r  senkrecht  zu  0'Q\  daher 
Pp :  Pp  =  Qr:Q'r'=  BQ:B  0'=  j/OBifffB. 

/Wb 

Da  nun  die  Fallzeit  auf  AB  nach  Obigem  gleich  %J/  — —  ist,  so  ist  die 

Fallzeit  für  AB  gleich  nj/  «-^nj/-,  also  gleich  der  für  A0B  er- 
forderlichen, womit  der  Tautochronismus  der  Cycloidenbewegung 
bewiesen  ist. 

Beispiel.  (Fig.  7.)  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  APB, 
indem  er  Beschleunigungen  p  unterliegt,  die  nach  dem  Mittelpunkte 
0  der  EllipBe  gerichtet  sind.  Wie  gross  ist  p,  vorausgesetzt,  dass  es 
nur  von  dem  jeweiligen  Abstände  r  =  OP  des  Punktes  abhängt?  —  Der 
Hodograph  ist  der  Ellipse  APB  polar  verwandt  (2)  bez.  eines  Kreise« 
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vom  Radius  j/ÖVq  um  ö,  wenn  a  =  OA  und  p0  die  Geschwindigkeit  in  A 
ist.  Der  Hodograph  ist  also  eine  ähnliche  Ellipse  At-Q  B\  und  0  Q  stellt 
die  Geschwindigkeit  im  Punkte  P  dar,  indem  sie  dieser  an  Grösse  gleicht 
uud  zu  ihr  normal  liegt.  vQ  —  OA.  Das  PI*  entsprechende  Element  QQ' 
ist  gleich  pdl.  Nun  denke  man  sich  die  Ellipse  ÄQB'  von  einem  Punkte 
durchlau feu  unter  dem  Einflüsse  nach  0  gerichteter  Beschleunigungen. 
Diese  müssen  in  derselben  Weise  von  OQ  abhängen,  wie  p  von  OPsszr. 
Für  die  fingirte  Bewegung  liefert  nun  der  Flächensatz 

\Ö1/.  ~ÖN=£dt  oder  p . OiV=^, 

wenn  f  die  Fläche  der  Ellipse  ÄOß  und  T  die  Umlaufszeit  ist;  und  für 
die  gegebene  Bewegung  ergiebt  derselbe  Satz 

2F 

wenn  F  die  Fläche  der  gegebenen  Ellipse  darstellt.  Endlich  ist  wegen 
der  polaren  Verwandtschaft  der  beiden  Ellipsen  auch 


a 


ON.OP=AO.JO,     ON  =  -v{ 


Die  Substitution  liefert 


f  v*  V» 


wo  v  die  Geschwindigkeit  in  B  ist,  b  die  Strecke  OB  bezeichnet 
und  die  letzten  Umformungen  wegen  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Ellipsen 
zulässig  sind. 

Die  zum  Durchlaufen  von  AP  erforderliche  Zeit  erhält  man,  wenn 
der  Kreis  um  0  mit  dem  Radius  Off  als  Zeithodograph  (Geschwindig- 
keit v  statt  1)  und  der  mit  dem  Radius  OA  als  Zeitcurve  genommen 
werden,  die  entsprechenden  Hodographen punkte  jß,  q  aber  auf  Parallelen 
zu  OA  und  die  entsprechenden  Punkte  P,  p  der  normal  gelegenen 
Bahnen   auf  Parallelen   zu  OB  gewählt  werden.     Zum  Durchlaufen  von 

Ap 
AP  ist  die  Zeit  — —  nöthig,  zum  Durchlaufen   der  ganzen  Ellipse  die 

Zeit  T= — T-& was  auch  aus  einer  der  oben  vom  Flächensatze 

v  v0 

1  ergeleiteten  Formeln  .hervorgeht. 

5.  Massbeziehungen  an  Bahn  und  Hodograph.  Aus  der 
Betrachtung  des  Hodographen  ergiebt  sich  das  Princip  der  Energie. 
Im  &PHkHk+x  desselben  (Fig.  1)  ist 

t>*A+i  =  v*k  +  ph  +  2  t>k  pk  cos  (vkpk) , 
wenn  unter  v  und  p  die  Masszahlen  der  bezeichneten  Grössen  verstanden 
werden«     Ist  der  Hodograph  eine  Curve,  so  ist  pk  =  Pk  dt  unendlich  klein 
und  p*  verschwindet  gegen  das  dritte  Glied  rechts,  falls  vkcos(vkpk)  nicht 
selbst  unendlich  klein  ist.    Dies  vorausgesetzt,  ist 
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!»\+i  —  $v*k  =  vk.Pk  dl .  cos(vk  Pk) 

oder,  wenn  edt=ds,  dem  in  der  Zeit  dt  zurückgelegten  Wegelement  ge- 
setzt wird, 

^t^+i  —  ±v*k—PkdSkCos(d8k,  Pk). 

Wendet  man  diese  Formel  auf  alle  die  Zeitelemente  an ,  welche  während 
des  Uebergangs  von  vx  in  vn  verstreichen ,  so  folgt  durch  Addition 


a)  £  t>\  -  £  v\  =JP  ds  cos  (ds,  P) 


Ausgeschlossen  war  der  Fall,  dass  vk  cos(vkpk)  unendlich  klein  ist.  In 
diesem  Falle  aber  lehrt  das  &PßkHk+iy  dass 

Pk  «=  ■—  *h  cos  PHk  Hk+ 1  +  vk+ 1  cos  Pffk + 1  Hk 

unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Die  obige  Gleichung  a) 
gilt  also  stets,  wenn  p  unendlich  Hein  ist. 

Existirt  ein  Potential,  so  ist  hiernach  bei  gegebener  Anfangs- 
geschwindigkeit die  Geschwindigkeit  für  jeden  Punkt  des  Raumes  der 
Grösse  nach  bekannt.  Den  Niveauflächen  entsprechen  Kugelflächen  um 
den  Pol  dergestalt,  dass,  wenn  die  Bahn  eine  Niveaufläche  passirt,  der 
Hodograph  durch  die  entsprechende  Kugelfläche  geht« 

Es  bezeichnen  (Fig.  8)  für  eine  ebene  Bahn  q  den  Krümmungs- 
radius, dt  den  Winkel  zweier  unendlich  nahen  Tangenten  oder  Normalen, 
ds  das  Bogenelement ,  so  dass  ds  =  vdt.  Für  den  Hodograph en  mögen 
im  entsprechenden  Punkte  q\  dx\  ds'=Pdl  die  analogen  Bedeutungen 
haben.     Dann  ist 

dx     ds  ,dx      ds'      _ 

wo  t  die  Zeit  bezeichnet,  innerhalb  welcher  der  bewegte  Punkt  den 
betrachteten  Bahnpunkt  erreicht  und  zugleich  ein  auf  dem  Hodographeii 
bewegter  Punkt  das  entsprechende  Stück  zurücklegt.    Aus  der  Construction 

dx 
des  Hodographen  folgt,  dass  —   die  Winkelgeschwindigkeit  des  Geschwin- 
digkeitsstrahles PH  und  dass  —  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Beschleu- 
nigungsstrahls SB  =  r  ist.*     Aus  den  Dreiecken  BSP  und  EPH'  folgt 

dx  __  v  sin(Pv)       d x  __  P sin(Pv) 
777  ~~         r        '     dl~~         ~v        * 
Durch  Vergleichung  erhält  man 

}  Q       i'sin{Pry     Q      vsin(Pv)' 


*  Vergl.  l'röll  in  „Civilingenieur'*  1873,  S.  111.  _ 
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Daher  ist  auch  die  Normalbeschleunigung  /V=  Psin(Pv)  =  — .   Die  Formeln 

gelten   auch  für  unebene  Bahnen,  wenn  qq    dann  die  Krümmungsradien 
in  den  betreffenden  Schmiegungsebenen  bedeuten. 

Sind  die  Beschleunigungen  nach  einem  Punkte  gerichtet,  so  gilt  der 

Flächensata 

r  v  sin  (Py  v)  =  a , 

wo  et   eine  Constante  bezeichnet.     Für  Centralbewegungen  ist  also 

rt>*        ,     Pr* 
c)  *  =  —p>     Q=— . 

o 

Beispiel.    Bei  Bewegung  nach  Newton'schem  Gesetz  P=~ 


(ß  Constante)  ist 


r3*3        ,      ß 


Die  letztere  Gleichung  besagt,  dass  der  Hodograph  ein  Kreis  ist.  Da 
aber  hier  Bahn  und  Hodograph  polar  verwandt  sind  (2),  ist  die  Bahn  ein 
Kegelschnitt.  Aus  der  Gleichung  für  o  folgt  durch  Multiplication  mit 
tin*  (r,  ds)  ss  $in*  (/*,  v) 

g  sin*(r,  ds)s=  —  ,     q  cos3  (?,  r)  =  -  , 

eine  bekannte  Eigenschaft  der  Krümmungsradien  in  Kegelschnitten. 

Eine  andere  Formel  für  ?  erhält  man,  wenn  man  sich  zwei  Be- 
wegungen auf  demselben  Kegelschnitt  vorstellt  (Fig.  9) ,  nämlich  neben 
der  eben  betrachteten,  deren  Beschleunigungen  nach  dem  Brennpunkte  f 
zeigen,  eine  zu  ihr  symmetrisch  erfolgende,  deren  Beschleunigungen  nach 
dem  andern  Brennpunkte  F  wirken.  Für  die  letztere  Bewegung  sei  F 
die  Geschwindigkeit  im  Punkte  P,  der  Fahrstrahl  FP  sei  Ä,  die  Constan 
ten  <r,  ß  sind  aber  dieselben,  wie  bei  der  zuerst  betrachteten  Bewegung. 
Also  besteht  neben  obiger  Gleichung 


auch  die  Beziehung 
daher 


*  =  '»!> 
aß 

• =  a*ß*  • 


Nun  ist  V=FQ%  is^sfp7,  wenn  FQ  und  fq  normal  nr  Tan- 
gente in  P  stehen  und  Q%  q  auf  den  zu  einander  symmetrischen  Hodo- 
graphenkreiseu    der  beiden   Bewegungen  liegen,    endlich   /*(>==  fm  die 
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Verlängerung  von  FQ  ist.     Bezeichnet  nun  y2  den  absoluten  Betrag  der 
Potenz  des  ersten  Hodographenkreises  im  Punkte  F,  so  ist 

V.v  =  FQ.F(J=y*  und    <>  =  ^— ;-. 

(Der  coD8tante  Nenner  läset  sich  noch  durch  die  Halljaxen  a,  b  des  Kegel- 
schnittes ausdrücken.     Man  hat,  weil  FA .FX =  F B.FY=  «*, 

a2 

aber  weil  FX  =  q  —  OF,  FF=  p'+  OF,  ist  auch  (för  den  Fall  der  Ellipse) 

^ (p'_  OF)  =  F /?(<>'+  0f)>     p'(Fj- -  FB)  =  OF(FA+  F B) , 


—^^ 


und  aus   der  Gleichung  y2  =  —  OF2  +  p'2   für   den    absoluten  Werth    der 
Potenz  folgt 

Die  Substitution  giebt  die  bekannte  Formel 

(r  Ä)% 

Das  Vorzeichen  der  Potenz  des  Hodographenkreises  im  Brennpunkte 
entscheidet  darüber,  ob  die  Bahn  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist.) 

6.  Auch  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  Punktes  auf 
gegebener  Fläche  wird  durch  die  im  Vorstehenden  dargelegten  Be- 
trachtungsweisen erleichtert.  Dass  z.  B.  ein  nur  dem  Normaldrucke  der 
Flüche,  nicht  äusseren  Kräften,  unterworfener  Punkt  sich  mit  constanter 
Geschwindigkeit  bewegt,  folgt  sogleich  aus  der  Oonstruction  des  Hodo- 
graphen ,  der,  wenn  die  Beschleunigung  immer  senkrecht  zur  Geschwin- 
digkeit steht,  eine  sphärische  Figur  werden  muss.  Dass  dabei  die 
Schmiegungsebenen  der  Bahn  durch  die  Normalen  der  Fläche  gehen,  — 
diese  Eigenschaft  der  kürzesten  Linie  folgt  ohne  Weiteres  aus  der  oben 
(3)  gemachten  Bemerkung,  dass  die  Schmiegungsebenen  stets  die  Rich- 
tung der  Beschleunigung  enthalten. 

Eine  einfache  Anwendung  des  Princips  der  Projection  und  des 
Momentensatzes  ist  folgender  Beweis  eines  Satzes  von  Clairaut*.  Im 
Punkte  0  einer  Rotationsfläche  sei  OP  die  Richtung  des  Parallelkreises, 
OM  die  des  Meridians,    OC  die   einer  kürzesten  Linie  r,   06"  die  ihrer 

•  Memoircs  de  VAcad.  des  scienees  de  Paris,  1733.    Vergl.  Schell,  Theorie 

der  Bewegung...,  1870,  S.  373. 
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Projection  auf  den  Parallelkreis,  02V  die  Flächen  normale.  Man  projicire 
jetzt  die  kürzeste  Linie  c  rechtwinklig  auf  die  Ebene  E  irgend  eines 
Parallelkreises.  Die  Projection  c  wird  beschrieben  unter  dem  Einfluss 
von  Beschleunigungen,  welche  die  Projectionen  jener  in  den  Flächen- 
normalen stattfindenden  Beschleunigungen  sind ,  die  eine  Bewegung  längs 
c  erzeugen.  Die  Beschleunigungen,  unter  deren  Einfluss  c  durchlaufen 
wird,  gehen  daher  durch  einen  Punkt,  die  Spur  der  Rotationsaxe  in  der 
Ebene  Ey  und  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  gilt  der  Flächensatz.  Ist  v  die 
constante  Geschwindigkeit  auf  der  kürzesten  Linie,  also  vcos(CO(7)  die 
Geschwindigkeit  auf  der  Linie  c  in  der  Projection  0'  von  ö,  ist  ferner 
r  der  Abstand  des  Punktes  0  von  der  Rotationsaxe,  also  r  cos(POC')  der 
Abstand  des  Elements  der  Curve  c  im  Punkte  0'  von  der  Spur  der 
Rotationsaxe,  so  muss 

vr  cos(C0C)  cos(PO C)  =  vr  cos(POC)  —  vrsin(M0C) 
eine  Constante  sein.     Für  jede  kürzeste  Linie   einer  Rotationsfläche  ist 
das  Product  aus  dem  Abstände  eines  Punktes  von  der  Rotatioqsaxe  und 
dem  Sinus  des  Winkels  zwischen  Meridian  und  kürzester  Linie  in  diesem 
Punkte  constant. 

7.  Zum  Schlüsse  dürfte  eine  Parallele  zwischen  der  geometri- 
schen und  der  analytischen  Behandlung  mechanischer  Probleme  von 
Interesse  sein.  Während  die  Analysis  das  Problem  der  Bewegung  eines 
Punktes  im  Allgemeinen  auf  die  Auflösung  eines  Systems  von  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  —  bei  Grass  mann' scher  Behandlung 
auf  eine  solche  —  zurückführt,  löst  es  die  geometrische  Methode  durch 
Construction  zweier  Curven,  der  Bahn  und  des  Hodographen.  Der  Hodo- 
graph  dient  zur  geometrischen  Summation,  bez.  Integration  der  Geschwin- 
digkeitsänderungen, deren  Summe  zur  Anfangsgeschwindigkeit  gefügt, 
die  Geschwindigkeit  zu  beliebiger  Zeit  liefert;  die  Bahn  vollbringt  als- 
dann die  geometrische  Summation  (Integration)  der  Wegänderungen,  die 
sich  aus  der  Geschwindigkeit  ergeben,  wie  die  Geschwindigkeitsänderungen 
aus  der  Beschleunigung,  nämlich  durch  Multiplication  mit  dem  Zeitdiffe- 
rentiale. Im  Allgemeinen  lassen  sich  diese  Curven  nicht  unabhängig  von 
einander  construiren.  Nachdem  nämlich  durch  die  Anfangsgeschwindig- 
keit und  den  Ausgangsort  das  erste  Element  der  Bahn  gegeben  ist,  liefert 
die  Beschleunigung  des  ersten  Zeitelements  das  erste  Element  des  Hodo- 
graphen, durch  welches  nun  wieder  das  zweite  Bahnelement  bekannt 
wird  u.  s.  f.  Dem  Falle,  dass  sich  beide  Curven  unabhängig  von  ein- 
ander construiren  lassen,  entspricht  in  der  Analysis  die  Zurückführung 
auf  Quadraturen,  die  sich  geometrisch  (durch  umhüllende  Gerade)  wie 
analytisch  mit  beliebiger  Annäherung  ausführen  lässt.  Die  Polarverwandt- 
schaft zwischen  Bahn  und  Hodograph,  die  für  Centralbewegungen  gilt, 
macht  nur  die  Construction  einer  der  beiden  Curven  nöthig  und  leistet 
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also  dasselbe,  wie  der  Flächensatz  der  Analysis:  Erspamiss  an  Integra- 
tionen. Das  Energieprincip  lehrt  die  Geschwindigkeit  ihrem  absoluten 
Werthe  nach  kennen  und  führt  zur  Construction  des  Hodographen ,  sobald 
noch  die  einem  beliebigen  Bahnpunkte  entsprechende  Richtung  des  Ge- 
schwindigkeitsstrahls angebbar  ist,  also  z.  B.  bei  Bewegungen  auf  vor* 
geschriebener  Bahn.  Als  eine  besondere  Methode  ist  oben  die  der  Pro- 
jection  hervorgehoben  worden.  Sie  wird  —  freilich  in  sehr  special isirter 
Form  —  in  der  Analysis  durchgehende  verwendet,  nämlich  um  statt  der 
zu  untersuchenden  Bewegung  drei  simultane  geradlinige  zu  betrachten; 
auch  bei  Anwendung  des  Flachensatzes  benutzt  sie  der  Analytiker,  indem 
er  die  Bewegung  auf  drei  Ebenen  projicirt. 


Zeitschrift  f  Mathematik  u.  Physik  XXV,  4. 


DigitizedjDy  VjOOQIC 


16 


XII. 

Ueber  eine  Art  Curven,  deren  Bogen  durch  ein 

elliptisches  oder  hyperelliptisches  Integral  erster 

Gattung  ausgedrückt  wird. 

Von 

Dr.  K.  Schwering 

in  Coesfeld. 


§1. 

In  einer  Abhandlung,  Crelle's  Journal  Bd.  79,  S.  304  ff.,  hat  Herr 
Kiepert  eine  Reihe  Cnrven  mit  elliptischem  Bogenintegral  kennen 
gelehrt.  Die  Untersuchungen  des  Verfassers  über  eine  eigentümliche 
Deformation  der  Kegelschnitte,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  25  S.  26, 
führten  dazu,  Curven  aufzustellen,  deren  Differentialgleichung  in  Polar- 
coordinaten  eine  sehr  einfache  Form  annimmt.  Es  lag  nahe,  meine 
Methoden  auf  jene  von  Kiepert  behandelten  Curven  anzuwenden,  und 
es  gelang  mir,  in  dem  ersten  Hauptfalle  die  allgemeine  Form  der- 
selben aufzufinden.  Ausser  diesem  an  sich  nicht  uninteressanten  Ergeb 
nisse  halte  ich  das  Folgende  deshalb  einer  Mittheilung  werth,  weil  die 
erforderlichen  Rechnungen  selbst  im  Falle  w  =  7  verh&ltnissm&ssig  leicht 
ausführbar  blieben  und  die  Ausdehnung  der  Methoden  auf  geradzahlige 
n  und  hyperelliptische  Bogenintegrale  vollständig  geglückt  ist. 

Wir  betrachten  eine  Curve,  deren  Gleichung,   auf  Polarcoordinaten 
bezogen,  eine  der  folgenden  ist: 

1)  Q*  .  $innq>  =  P,     q*  .  cos  n  q>  =  Q  j/7?. 

Dabei  sollen   P,  £),  R   ganze  Functionen   von   q2  und  n   eine  ungerade 
Zahl  sein. 

Dann  hat  man 

2)  e'«=P*  +  C>»Ä, 


3) 


.        ±P.q-P 
q  .  dq>      n 


*'?  Q}/R 

Es  lftsst  sich  nun  zeigen,  dass  —P'q  —  P  immer  den  Factor  Q  hat.    Denn 
wenn   0  =  0,  so  wird  q7*  —  f*  nebst  seiuer  Ableitung  verschwinden;  also 
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wird  tfm  =  P*  und  n.^«-1  =  P.  P'  sein,  woraus,  weil  P  nicht  gleichseitig 
verschwinden  kann,  sofort  folgt,  dass  «P  =01°'  sein  muss.  Demnach 
dürfen  wir  setzen 

4)  Lp'q-P^IA^+Bq'+VQ. 

Dann  haben  wir  also 


</s^j//?  +  (V  +  go*+i'y 

und  dies  Integral  wird  ein  elliptisches  erster  Gattung,  wenn  wir  setzen 

5)  ä  =  *V-(V  +  V+02. 

Nehmen  wir  nnn  an,  der  höchste  Term  in  P  sei  ap .  p*P  und  in  Q 
der  höchste  bq.Q2*,  dann  zeigt  Gleichung  2)  in  Verbindung  mit  5),  in- 
dem p>w  angenommen  wird, 

a\  =  b*q.A\     2p  =  2? +  8. 
Dagegen  lehrt  4),  dass  , 

Diese  Gleichung  ist  mit  der  vorangehenden  nur  verträglich ,  wenn  p  —  n 
angenommen  wird.  Hieraus  folgt  die  allgemeine  Form  von  P  und  (>, 
nämlich 

}  \  Q=b0+by  +  b29<+...  +  bn_2.(>**-*. 

Zur  Ausrechnung  der  Coefficienten  bedienen  wir  uns  nun  folgender 
Methode.     Sei 

Dann  ist 

Demnach  finden  wir  (über  die  Zeichenwahl  s.  weiter): 

In  der  Gleichung  7)  haben  wir  nun  die  «  —  1  Coefficienten  f  ro  zu 
bestimmen,  dass  alle  ungeraden  Potenzen  mit  Ausnahme  der  nten  fort- 
fallen, wozu  n  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen.  Dadurch  werden  die 
Quotienten  der  /",  ferner  die  Grösse  g  und  eine  Relation  zwischen  den 
Grössen  J,  #,  C  gewonnen:  (»  —  2)+l  +  l=n.  Man  wird  bei  der  Aust 
fährung  immer  die  Relation  4)  parallel  nebenher  gehen  lassen,  um  so 
leicht  die  Coefficienten  der  geraden  Potenzen  in  P  zu  gewinnen  und 
eine  controlirende  Gegenrechnung  zu  haben. 

Wir  können  nun  ncfch  folgende  Bemerkungen  machen. 

1.  Der  Coefficient  /"„-s  in  Q  ist  Null.  Denn  in  der  Entwicke- 
lnng  von  q*  +  P  kommt  als  Coefficient  von  o2"""1  nur  das  eine  Glied 
V- 3 . /.    *.A  vor.     Als«  /•„_,  =  0.  Di^gd by Google 
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2.   In   der  Entwickelung  von  P  verschwinden  die  Coeffi- 
cienten  aj«.]  und  #2it_4« 

Denn  ans  Gleichung  4)  zieht  man 

—  n.ur0  —  (»  —  2)a&ps—  (»  —  4)ö8^4  - .. .  +  (n  — 4)/i*»_4 .  e^-1 
+  (»-2)a2fi-2^"-2  +  n«2«.^" 

8)  +  ..-#). 

Der  höchste  und   niedrigste  Term   liefern   dnrch  ihre  Uebereinstimmang 
mit  den  aus  2)  zu  ziehenden  Werthen  eine  Bestätigung  der  Zeichenwahl 
bei  Q.     Nun  folgt  aus  8) 
w  —  2 


n 
n-4 


a2ll_4=^/'^2  +  25./,ll.2./,fl«4+^(2/;-2./;-6+/2«4)- 


n 

Die  rechten  Seiten  gleichen  aber  auch,  wie  7)  beweist,  bezüglich  flj»-* 
und  «2«- 4-     Daher  verschwinden  beide. 

3.    Bestimmt  man  den  Coefficienten  02«— e  aus  7)  und  8),  so  findet 
man  seinen  Werth 
3 

--  .  Ö2JI-«  =  (Afn  -5  +  9*  fn  -*)  Ai-5- 
n 

Andererseits  lehrt  das  Verschwinden  des  Coefficienten  von  £2*~9  in 
7),  dass 

2^./;.5+^./,»-2  =  o. 

Daher 

Weil  A,  /,_2  und  g  im  Allgemeinen  nicht  verschwinden,  so  kann  /"»-s 
und  ebenso  wenig  «2«— 6  im  Allgemeinen  Null  sein.  Die  aufgeschriebenen 
Qleichuugen  ermöglichen  es,  die  Quotienten  fn—i'fn—i'fn-t'fn-t  zu 
bestimmen  und  zwar  durch  lauter  lineare  Gleichungen.  Die  Quotienten 
der  /erscheinen  also  als  rationale  Functionen  der  A,  B%  (?,  g. 

Gehen  wir  nun  zu  den  Beispielen  über. 

1.     n  «  3. 
Aus  den  früheren  Beschlüssen  haben  wir  für  P  und  Q  sofort  die  Formen 

und  die  Gleichung  7)  wird 

Demnach  ist  auch  <>0=0  and  wir  finden 

9\sm3v=Af*<fi,    f.  co*3v  .  ^yi-'H??. 
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Unbeschadet  der  Allgemeinheit  können  wir  Aff~l  setzen  nnd  erhalten 
so  als  Gleichung  unserer  Curve 

9)  sin3<p  =  Q* 

oder 

9a)  3^y-y8=(a?»+y2)8. 

Diese  Curve  besitzt  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  den  beiden 
unendlich  fernen  Kreispunkten  im  Ganzen  drei  dreifache  Punkte,  wes- 
halb ihr  Bang  (Defect,  Geschlecht,  Riemann'sche  Zahl  p)  gleich 
Eins  wird. 

2.    w  =  5. 
Hier  haben  wir 

ferner 

Ans  den  beiden  Gleichupgen 

»eht  man  die  Verhältnisse  der  /*,   und  durch  Einsetzen  in  die  folgende 

tfC+2rjzB  +  f*-A  =  Q 
folgt 

10)  4AC**Z&. 

Vergleicht  man  nun  in  der  obigen  Entwickelung  den  Coefficienten  von 
o  mit  Null,  so  bestimmt  sich  g,  nämlich 

^  =  -2ÄC. 
So  ergiebt  sich  denn  als  Gleichung  der  Curve 

1i)         ^n5*=6^(e+W-*V-§£V). 

Diese  stimmt  für  Z?  =  — 2,  C=l  mit  der  von  Kiepert  a.  a.  O.  gegebe- 
nen Gleichung  fiberein,  indem  g~  —  2,  A*=3  genommen  werden  muss. 
Man  hat  in  diesen  Zahlwerthen 


18o*.co*5V  =  (l  +  o  +  3o8)(l-o-3o8)^4o8-(3o4-2o»  +  l)\ 

Da  die  Curve  für 

l  +  o  +  3o8  =  0,  cos5o7  =  0 
Doppelpunkte  erhält,  findet  man  deren  15.  Der  andere  Factor  von  Q 
liefert,  mit  Null  verglichen,  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  für  o,  für 
welche  dann  11)  dem  sinbq>  den  gleichfalls  entgegengesetzten  Werth  der 
Einheit  ertheilt,  so  dass  keine  neuen  Doppelpunkte  resultiren.  Im  Un- 
endlichen besitzt  aber  die  Curve  je  zwei  fünffache  Punkte  in  den  imagi- 
nären Kreispunkten,  welche  also  20  Doppelpunkten  äquivaliren.  Da  nun 
36  die  Maximalzahl  dieser  Singularität  bei  einer  Curve  zehnter  Ordnung 
ist,  so  ist  unsere  Curve  wieder  vom  Bange  Eins. 
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3.     n  =  7. 
Hier  haben  wir 

nnd  Pm*  a°  +  ai**  +  "*«*  +  "»*G  +  "***  +  "**" 

Mit  dieser  Belation  geht  parallel  die  folgende: 

=  la0  +  balQ*  +  3*,o4  +  a^*  -  a4Q*  -  7^^. 
Die  Resultate,  welche  die  Ausrechnung  liefert,  sind  die  folgenden: 
Die  Grösse  g  bestimmt  die  Gleichung 

12)  %Bg*  =  {AAC-$B*)C. 
Die  Quotienten  der  /  haben  die  Werthe 

'5~      3Bg*fl*    f*~3g*fl'    /o~       g  fx' 
Zwischen  J,  B,  C  hat  man  die  Beziehung 

13)  45ff4-96£*^C-16^6*  =  0. 
Die  Gleichung  der  Curve  lautet 

]  16A*C*  8     64  A*C  M 

27  #tf*  +  6B*V*  ' 
Darin  ist  fv  noch  völlig  willkürlich,  ein  unwesentlicher  Zahlfactor.  Führt 
man  Parallelcoordinaten  ein  und  schneidet  die  Curve  mit  der  Geraden 
x  +  yi  =  my  so  erhält  man  nur  7  (imaginäre)  endlich«  Schnittpunkte. 
Denn  QlA=(xi+yi)1  =  m1{x  —  yi)1  u.  s.  w.  Demnach  sind  die  unendlich 
fernen  Kreispunkte  siebenfache  Punkte  der  Curve,  äquivaliren  also  zu- 
sammen 42  Doppelpunkten.     Andererseits  liefern 

0  =  0,     cos7q>  =  0 

35  Doppelpunkte,  und  somit  hat  unsere  Curve  14ter  Ordnung,  welche 
78  Doppelpunkte  höchstens  haben  kann,  deren  77;  sie  ist  also  vom 
Bange  Eins. 

Es  wird  dem  aufmerksamen  Leser  nicht  entgangen  sein,  dass  diese 
Betrachtung  der  Singularitätenzahl  sich  sofort  verallgemeinern  lässt.  Die 
Curve  2«***  Ordnung 

o".  $innq>  =  P 

hat  im  Unendlichen  zwei  «-fache  Punkte,  welche  zusammen  n(n —  1) 
Doppelpunkten  äquivaliren.     Das  System 

0=0,     co*  wqp  =  0 
liefert  dazu  «(«  —  2)  weitere,  so  dass  im  Ganzen 

2»*-3« 
vorhanden  sind,  d.  h.  einer  weniger  als  die  Maximalzahl 
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*(2«-l)(2n-2). 

Daher  sind  unsere  Curven  vom  Range  Eins  und  ihre  Coordinaten  als 
elliptische  Functionen  eines  Parameters  darstellbar. 

§2. 

In  den  vorigen  Beispielen  war  n  immer  eine  ungerade  Zahl,  und  in 
der  That  versagt  die  benutzte  Methode  den  Dienst,  sobald  man  gerad- 
zahlige n  einzuführen  versucht.  Indess  existirt  für  n  =  2  ein  ebenso 
bekanntes ,  als  unzweifelhaft  zur  betrachteten  Gattung  gehöriges  Beispiel, 
nämlich  die  Lemniskate.     Ihre  Gleichung  lässt  sich  nämlich  schreiben 

15)  (f.  sin2<pssQl. 

Versuchen  wir  demnach  für  ein  gerades  n,  etwa  für  n  =  4,  die  Aufstel- 
lung der  Gleichungen  1),  so  gelingt  sofort  der  Beweis  der  Gleichung  4) 
und  mit  Hilfe  der  Coefficientenvergleichung  in  2)  kann  man  dann  die 
gestellte  Aufgabe  bezwingen.  Nach  6)  besitzt  P  nun  ft  +  1,  Q  n  —  1  und 
R  vier  Constante,  von  denen  eine,  da  in  2)  Q  mit  R  multiplicirt  erscheint, 
abzurechnen  ist:  bleiben  2n  +  3  verfügbare  Constante.  Ihnen  stehen 
durch  2)  2n-f-l  Gleichungen  gegenüber.  Wir  werden  also  die  Coeffi- 
cienten  «0,  .  - .,  an  und  60,  ...,  bn^2  nnd  g  in  A^  By  C  ausdrücken  können 
und  dann  noch  zwischen  diesen  eine  Relation  bestehend  finden.  Dem- 
nach wird  das  Resultat  unserer  Rechnung  im  Allgemeinen  eine  mit  den 
in  §  1  gefundenen  Curven  durchaus  analoge  liefern.  Die  hierzu  erfor- 
derlichen Operationen  habe  ich  in  der  That  für  n  =  4  vollständig  durch- 
geführt, um  überhaupt  zunächst  einmal  zu  einem  Resultate  zu  gelangen. 
Indess  lässt  sich  glücklicherweise  eine  andere  Methode  angeben,  welche 
die  Rechnung  sehr  einfach  und  in  Kürze  mittheilbar  macht.  Diese  Me- 
thode beruht  auf  folgenden  Schlüssen. 

Da  die  Gleichung 

^»  =  i*  +  ö*Ä    ; 

identisch  ist,  so  wird  auch  ihre  Ableitung  richtig  bleiben.   Es  wird  also  sein 

2«  .  q2»  =  2PPq  +  2QQ'Rq  +  Q*R'q. 
Also  wenn  man  den  Werth  Q2n  der  ersten  entnimmt  und  beachtet,  dass  4) 

Pq  -  nf=  nQ(A9*  +  Bq*  +  C) 
und  5) 

so  kann  der  Factor  2  Q  abgesetzt  werden.     Die  übrig  bleibenden  Glieder 
haben  alle  den  Factor  Jq4+Bq*-{-G\  ausgenommen  einzig 

«>>-(«- i)PW- 

Daher  muss  auch  dieser  Ausdruck  durch  4$*+  Bq*  +  C  theilbar  sein. 
Ferner  beweist  man  wie  in  §  1,  dass  qB_i  und  a»_ 2  verschwinden. 
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Man  bat  also  für  n  =  4 
lfi\    i    f*.«'»4?  =  «0  +  «i1p8  +  a4?8, 

and  die  Bestimmungen 

|  biV*-blQ*-3b0  =  c0(J<f+B9*+C). 

Aus  der  ersten  von  beiden  folgt 

b0A  +  bxB  +  bt<:  =  0,     btJ  +  h2  0  =  0, 


also 


6a==_^       b±_AC-B* 


bt  B%     bx  AB     ' 

Aus  der  zweiten  zieht  man 

3/>0==  C 
bt~~  B 
und  hat  daher  augenblicklich  zwischen  Af  B,  C  die  Gleichung 

18)  2AC=*3B\ 

Ferner  liefert  16)   durch  Addition  nach  vorhergehender  Quadrirung  in 
Verbindung  mit  der  ersten  17) 

Hieraus  bestimmt  man  durch  Vergleichung  des  Coefficienten  von  q*  etwa 
sehr  einfach  g.    Man  findet 

g*  =  -8BC 
und  überhaupt 

BCU  AB\  A\ 

ao  =  -2Ahi'     "1== T*1'     a*  =  ~Tbl- 

Nehmen  wir  z.  B. 

^  =  2,     (7=3,     #  =  —  2, 
so  ergiebt  sich  die  Curve 

2fQ*.  ««49  =  3-16^  +  4^, 

2/V .  co*4<>>  =  (- 1  +  2q*  +  2qa)  /48^2 -  (2 q* '—  2 p*  +  3)», 
/>=-6^3. 
Die  Annahme  cos4y  =  0  wird  durch  vier  zu  Doppelpunkten  führende 
Werthe  von  q  erfüllt.  Für  jeden  erfolgt  sm4<p  =  l.  Man  erhält  also  zu 
jedem  dieser  vier  Winkel  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  für  q  und 
daher  acht  Doppelpunkte  im  Endlichen,  welche  alle  reell  sind.  Im  Un- 
endlichen haben  wir,  wie  früher,  zwei  vierfache  Punkte,  die  also  zwölf 
Doppelpunkten  Hquivaliren.  Die  Curve  hat  12  +  8  =  20  Doppelpunkte, 
d.  h.  einen  weniger,  als  eine  Curve  achter  Ordnung  überhaupt  haben 
kann.     Sie  ist  vom  Range  Eins. 

Zu  den  aufgeführten  Beispielen  n=2  und  «  =  4  mag  noch  ein  drittes 
treten : 

fi  =  6. 
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Hier  haben  wir  die  Annahmen  zu  machen: 
q* .  $in6<p  =  n0  +  ax p2  +  a9^  +  a^«  +  a7p!2, 


20)    t  / ^__ 

Es  folgen  die  Gleichungen 

6aG^-2aiQ^Ulg^6a0  =  6(A9'  +  BQ'  +  C)(h0  +  ...  +  by)J 

Die  erste  liefert  alsbald  die  Verhältnisse  der  bl:bs:bs:bi.  Die  zweite  ist 
nur  für  die  Bestimmung  von  b0:bA  von  Belang.  Alsdann  lehrt  die  Coeffi- 
cientenvergleichung 

-2o9as=b*g*,     -10,^  =  26,6^     -  ^0^  =  ^* +  2b%bA)g*. 
Die  beiden   letzten  geben  nach  Division  und  Ersetzung  der  Werthe  der 
ayy  a2  in  den  b  und  Ay  £,  C  zwischen  letzteren  die  Gleichung 

21)  bB*-\2B*AC+6B*A*C*-2A*&. 

Wir  haben  also  wieder  eine  Beziehung  zwischen  B*  und  AC,  diesmal 
aber  vom  dritten  Grade. 

Die  weiteren  Ausführungen  ergeben 


a6=^.64,  03= rTn* ~-64» 


3C*(2AC-3B*) 
*>A  B* 


6BC(2B*-3AC)    .  C*(2AC-3B*)      L 

"1  = bJ* "^     a°= 5? '*" 

.      4^e*(2^C-3tf*)    .  g*    . 

Den  Factor  64  lässt  man  zweckmässig  unbestimmt.  Erst  bei  Einsetzen 
wirklicher  Zahl  werthe  kann  er  Interesse  gewinnen.  Das  Hauptergebnis 
unserer  Untersuchung  ist  offenbar  die  Gleichung  21).  Wenn  man  die- 
selbe durch  die  Cardanische  Formel  auflöst,  so  findet  man 

22)  AC=B\\-\/2  +  fä). 

Ich  kann  die  Bemerkung  nicht  unterdrücken,  dass  ich  dies  Resultat  für 
ebenso  einfach,  als  schön  halte. 

Es  mögen  hier  kurz  die  gefundenen  Hauptgleichungen  mit  Ausschluss 
der  Fälle  n  =  2  und  n  =  3  wiederholt  werden : 
n  =  4,  ...  3£'-2,4C=0, 
7i  =  5,  ...   3B*-4AC=0y 

w  =  6,  ...  bB*-12B*AC  +  6B*APC*-2A9C*c=0, 
«  =  7,  ...  45fl4-96£*,4C-16^C8=0. 


§3. 
Die    vorigen  Methoden   sind   selbstverständlich   auch   für  die  hyper- 
elliptischen Integrale  anwendbar.     Um  zunächst  für  die  einfachste  Classe 
derselben  einige  Beispiele  anzugeben,  haben  wir  zunächst  A^  +  BqP  +  C 
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durch  Aq*  +  Bqa  +  Cq*+  D  und  g*Q*  durch  (^o  +  ^s?3)*  zu  ersetzen. 
Ferner  beweist  man  in  durchaus  analoger  Weise  wie  vorhin,  dass  <iM—\ 
und  fl*_2  verschwinden.  Dann  lehrt  eine  Abzahlung  der  Constanten, 
dass  alle  Grössen  ay  b,  g  durch  A,  B,  C,  D  ausgedrückt  werden  können 
und  zwischen  diesen  zwei  Relationen  bestehen. 

Zur  factischen  Ausrechnung  bieten  sich  ebenso  die  analogen  Erleich- 
terungen dar: 

23)  P'q  -  n  Pz=nQ(A  q«  +  Bq4  +  Cq*  +  D) 

und 

(9xQ+93Q3)(»Q-~Q'Q)-Q(9iQ  +  39sQ3) 
ist  entweder  selbst  oder  noch  mit  9iQ+9iQ  multiplicirt,   theilbar  durch 
J9«+B?  +  Cq*+D. 

Obgleich  für  n  =  2  und  n  =  4  das  Integral  degenerirt,  ist  die  Form, 
welche  das  Resultat  zeigt,  dennoch  für  w  =  4  mittheilenswerth. 


24) 


«  =  4. 
q4  .  sin  4  q>  =  a0  +  at  o*  +  a4f8, 


Man  hat  alsdann 

U^^2alQ^4a0^4(b0  +  blQ^(AQ^+B94+CQ*  +  D) 
und 

toi^+fc^CWi^  +  ^-^+fc^^^  +  Sfcrt^  +  d^«. 
=  («b  +  *i  p8)  ( V  +  B*A + <V  +  *>)- 

Die  Coefficientenvergleichung  ergiebt 

aA  =  blA,  c0  =  0, 

0  =  ^  +  6^,  -9f*t  =  cx*> 

0  =  boB  +  btC,  fc1*«!  =  <-i*. 

-2,/t  =  4(60C  +  61Z>),  ^4  + 4^,60  =  ^«?, 
—  aa  =  boDi  9gltb0  =  elD. 

Nach  Ausführung  derselben  hat  man  die  Resultate 

^                        nBC-AD 
«4  =  —  -ß-6o»     ^  =  -2 - .60,     a0=  —  />.&0. 

Den    unwesentlichen   Zahlenfactor    A0    lasst    man   am  besten   einstweilen 
unbestimmt.     Ferner  wird 

gi*  =  2%(JD-BC)>    9i*  =  6{AD-BC) 

und  die  beiden  Relationen  zwischen  den  A,  #,  C,  2>,  die  uns  am  meisten 
interessiren, 

25)  fl*=4C,     48ABCD  =  (3BC+JD)K 

Man  kann  der  letzteren  noch  die  Form  geben 

2«)  y~cT 2— 
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Mag  jetzt  gleich  zum  folgenden  Beispiel  übergegangen  werden : 

w  =  6. 
Hier  haben  wir  die  Annahme 
q* .  sin  5 <p  =  a0  +  atQ*  +  «r8p4  +  abQ10> 

<f .  cos  5  <p « (b0 + *4  <>> + 62  9*)  yigrt+hirr^j  ?+*  s  +  "cy + />  J*. 

Die  Rechnungen   gestalten   sich  fast  noch  einfacher,   als  in  dem  vorigen 
Beispiele.     Da  in   denselben  jedoch   kein   neues  Princip  hervortritt,   so 
werden  wir  die  Ausführung  dem  Leser  überlassen  dürfen.     Man  findet 
CD  C* 

^=-fZ>6\     gf*=l2AD. 
Endlich  findet  man  als  die  gesuchten  Endrelationen 

27)  £  =  0,     9^/>*  =  -4£8. 
Die  letztere  lässt  sich  in  die  Form  setzen 

28)  ^"c^*1  oder  V -c*-=W' 

Die  Form  der  Endresultate  26)  und  28)  zeigt,  dasa  in  beide  keine  andere 
Irrationalität,  als  J/3  eingeht.  Nimmt  man  A  =  —  3,  D-  —  2,  so  erhält 
man  die  Üurve 

29)  8j/2y.»»59>  =  2.5el+lO04-3e,°. 
Das  Bogenintegral  derselben  ist 


30) 


r  =  2j/2  /"- 


f/V(l-3?*)»-(3e«-3»*  +  2)» 


und  dies  ist  in  der  That,  wenn  man  o2  durch  |  ersetzt,  hyperelliptisch 
und  zwar  erster  Classe. 

Es  mag  schliesslich  bemerkt  werden,  dass  die  vorstehend  gegebene 
Ausdehnung  der  Resultate  auf  die  hyperelliptischen  Integrale  nicht  die 
einzig  mögliche  ist.  Fortgesetzte  Untersuchungen  haben  mich  noch 
andere,  zum  Theil  sogar  sehr  einfache  Curven  mit  hyperelliptischem 
Bogenintegral  finden  lassen. 

Coesfeld,  im  December  1879. 
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XIII. 

Ueber  die  Einwirkung  ruhender  und  rotirender  Kugel- 
flächen unter  Zugrundelegung  des  Weber'sehen  Gesetzes. 

Von 

Ebnst  Lehmann, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  St.  Nikolai  an  Leipzig* 
(Sohlun.) 


II. 

Die  Einwirkung  einer  rotirenden  Engelfläche  auf  einen  in  beliebiger 
Bewegung  begriffenen  Punkt. 

§1. 

Die  Gleichungen  des  Problems. 

,    Unter  Beibehaltung  der  im  Abschnitt  I  eingeführten  Bezeichnungs- 
weise sind  p  p  *  p 

U=ml  Ityxda    und    P  =  m/  /»xdü 

die  Potentiale  der  rotirenden  Kugelfläche  E  auf  den  indicirten  Punkt  m 
und,  nach  der  (I,  §  1)  durchgeführten  Transformation  des  Weber'schen 
Gesetze.,  9(U+P)      d   BP 

dx      +  dtdx' 


1)  ?)  =  ■ 


d(ü+P)      d  BP 
dy       +dldy' 
d(U+P)      d  BP 
ä  dz      ^dtdz' 


die  Componenten  der  gesuchten  Wirkung.     Nun  ist  (falls  nicht  etwa  m 
der  gegebenen  Kugelfläche  K  allzu  nahe  liegt) 

1  .      A*  /dr\» 

also  ""?'     m-Tr\*ib 


"•ff 

p-^ff(z=*v-r\+z?v-i\+'-=*v-n)'' 


r 

xda 


r 


wo  wiederum  x,  y,  z  die  Coordinaten  von  m  und  |,  *f,  £  die  eines  Flächen- 
elementes n(do)  der  Kugel  K,  hingegen  x  die  Flächendichtigkeit  der  mit 
K  btarr  und  unlöslich  verbundenen  elektrischen  Materie  vorstellt. 
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Sind  ferner  er,  0,  y  die  Richtungscosinus  der  Rotationsa&e  —  die 
mit  einem  Durchmesser  der  Kugelfl&che  K  coincidire  - — ,  od  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  letzteren,  so  gelten  für  die  Geschwindigkeitscompo- 
nenten  eines  Punktes  p{do)  von  E  die  folgenden  Relationen: 

2)         *-•(«- r«),   V=»(yS-«{)»    r=  •(«*-«>, 

und   der  Werth  für  das  elektrodynamische  Potential  P  verwandelt  sich 
durch  diese  Substitutionen  in 

+  *-=-tC'-[M-M-)r"-? 


oder 

3) 
wobei 


3)   p=*£-JJ\G*-2GN  +  ff*\*do, 
robei 

c.-(^+F^V+^)'7. 

Das  elektrostatische  Potential  2/  wird  selbstverständlich  durch  die  Dreh- 
bewegung der  Kugel,  d.  i.  durch  die  Substitutionen  2),  nicht  irritirt. 


§2. 
Ausführung  der  Integration  in  den  Mir  U  und  P  erhaltenen  Werthen. 

Da    die    über    K    auszudehnenden    Integrationen     /  l<p%dc    und 

/  I G**da  als  die  Potentiale  der  ruhenden  Kugelfläche  auf  den  Punkt 
«  erkannt  werden,  so  erübrigt  noch,  die  Werthe 

J  j2GH%da  und  JJ  ff* x da 
zu  ermitteln.     Zu  diesem  Zwecke  schreibe  man  2£/7und  H*  in  der  Form 

Google 


oder,  nach  Potenzen  und  Producten  von  {,  iy,  J  geordnet, 
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2GN=?g\[?(ßz-Yy)x  +  r,*iyx-az)y'+p(ay-ßx)z') 

4)  +  [tv(ß*  -  yy)y + ^{yx  -  az)x'+  nt(yx  -  «**)*' 

+  nt(«y-ß*)y  +  tt(«y-ßx)*'+mßt-?y)*] 

-[Z(ßz  —  yy)  +  ti(yz  —  az)  +  t(«y-ßx)][xx'+yy'+zz0]\ 
und 

5)  +[2|1?(jS*-yy)(yar-«t)  +  2i?{;(ya--««)(«y-jJx) 

+  »«(«» -0*)tf«-rir)]|. 

Nach  I,  §  3  aber  hat  man  im  Falle  a) 

welche  Ausdrucke,   der  Reihe  nach   mit  ar,  y,  *  mnltiplicirt  und  addirt, 
die  Gleichung 

ergeben,  da  R*  —  x*+y*+z*.     Ist  «0  der  Radius  der  KugeHUcha  K,  so 
giebt  18)  des  I.  Abschnittes 


f/'fr-a'.j    rrü-v',    cfi*-Wj    m 

18  durch  Addition  dieser  Werthe 


da  noch  <v02  =  |8  +  1?2+  S8.     Die  Vergleichung  von  6)  und  7)  liefert 

so  das« 

8^  /Y*_^ M_ 

'  JJ     r»    ~       a0(Ä»-V) 

und  alsdann  aus  den  an  erster  Stelle  citirten  Gleichungen 

fßxda  =  -^v-<V 

Google 


—  %da  = — - — — — ; 

ferner  geben  8)  nnd  9)  in  Verbindung  mit  I,  18) 
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/"A«         _  M  Mit» 

10)  /7Vxrf         *  _        My 


Jtf 


$.<!.-£.  «' 


und  endlieh  gewinnt  man  aus  I,  19)  mit  Benutzung  von  II,  9) 


SS 


ii)  /'Al»rf«=-  ,lyz «- 


// 


//< 


In  solcher  Weise  findet  man  nach  gehöriger  Rednction 

ff2GHnda  =  ^\(ßz-r9)x'+(Yx-uz)y  +  (ay-ßT)z'\ 
nnd 

^xdö  =  <^[(/Jz--yy)»  +  (ya:-.«r)»  +  («y-/Ja:)>J. 

Entnimmt  man  daher  ans  I  die  Werthe  ü  und  P  f=  /  //**'/<*),  so 
wird  schliesslich 

I2)         JX.M 

/»=  -^-  {[*'-»(|S*-y*)]»  +  [sr'-a,(y:r-  «)],+  [8,-»(«»-|»*)l,|. 

Durch  eine  vollständig  analoge  Behandlung  ergiebt  sich  im  Falle  b) 
mit  Hilfe  von  I,  22)  snccessive 

m-SJ^  +  yfj^äc  +  zjf^äc-R^f^äc^-^ 

da  &  =  x%+y%*\-z\  fall«  wieder  der  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systems  in  das  Centrnm  von  K  fällt;  ferner  liefert  die  Addition  der 
Gleichungen  24)  des  I.  Abschnittes 

u\*+off±  •'- 2  {*fß*d<+*fjhd* + »//£«") 

_M 

da  £*+*?*  +  £*  ^"o'»  un^  durch  Combination  der  beiden  erhaltenen  Gleich- 
ungen ergiebt  sich 

15)  jJ^xda  =  _M__ 

und  durch  diese  Substitution  aus  I,  22) 
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// 


5      .  M*0»* 


r3  A\Ä»-a0")f 

}  J  j  hd6  =  v\R*-\-*y 


ij 


-5-x  dai— 


r»*""-R*(R*-ao*y 


ßrner 

aus  I, 

24) 

fß' 
Jß' 

M«„* 

M.0«x« 

17) 

3ß8  ' 
3Ä3  ' 

1  Ä»(Ä« -«,»)' 

1  äH^'-V)' 

// 


r8  3  Ä8^Ä5  («*-«„*)' 


und  endlich  ans  I,  25) 

r8  ff»^»-«,*)' 


xn 


18)  ff$*"^»<"-*>' 


// 


r»  ÄHA2-«02)' 


/?**dtf       =Ü^2![(/JZ_yy)«  +  (ya:_0,)»  +  (ay_^a:)*]. 


Durch  Benutzung  der  Werthe  15)  bis  18)  in  Verbindung  mit  4)  und 
5)  findet  man  nach  gehöriger  Umformung 

JJiGH»d6^^^{(ßz  -  yy).v'+  (yx -  «)*'+  («y  -  ?*)*'], 

Da  auch  hier  /  I G*xda  und  U  als  die  Potentiale  der  ruhenden  Kugel- 
fläche K  auf  den  Punkt  m  aus  I  entnommen  werden  können,  so  erhält 
man  schliesslich 

-¥• 

+  (z'-m[«y-ßx}?]\. 
Die  Vergleichung  der  Werthe  12)  und  19)  mit  den  Resultaten  von 
I  ergiebt,  dass  sich  die  Potentiale  elektrodynamischen  Ursprungs  (P)  der 
ruhenden  und  der  rotirenden  Kugelfläche  nur  durch  gewisse  Glieder  unter- 
scheiden, welche  zu  den  Geschwind igkeitscomponenten  des  Punktes  m 
hinzutreten.     Vergl.  Lösung  3)  dieses  Abschnittes. 
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*3. 
Ermittelung  der  Kräfte  *,  f),  3» 

Die  in  §  1,  J)  angedeuteten  Operationen  ergeben 

a)  für  einen  Punkt  innerhalb  K: 

ap    ^«m.  ,     rÄ        lx 

d  dP      A*mto     „  ,         ,. 

so  dass  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen 

«2  +  j58  +  y2=1,     ax  +  ßy  +  yz  =  Rcosd 
—  wobei  O  den  Winkel  der  Centralen  R  und  der  Rotatiousaxe  bezeich- 
net —  die  Formeln 

übergehen  in  dx  At  dx 

20)     l  =  ^^\x"-m'(ßz-yy)-2a(ßz'-yy')  -  «»(*•  -  aR  co$9)\; 

durch  cyklische  Vertauschung  erhält  man  die  Werthe  von  ?)  und  3- 

A)  Für  einen  Punkt  ausserhalb  K: 
dU mM-r 

-^([«-P*-?*)«]  +  |>'-(r* -«)•]'  +  [«'-(«itt/J*)]*) 
+^([*'+0»*-y»)«]^-[/-(y*-«)«]r)j 

und  daher,  mit  Rücksicht  auf  a2+0*+y*  =  l,  nach  gehöriger  Reduction 
„      mMx   .  i^mM  ij$.a-      2a08rw  ro  ,         ,x      ca>2 


21) 

Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Physik  XXV,  4. 


dS-(ßt-yy)a^    ft(C( 


izecj^y  Li' 
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worin  wieder  d  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Centrale  Ä  mit  der 
Rotation saxe  einschliesst  und  g  die  Bedeutung  besitzt 

Die  Betrachtung  der  Ausdrücke  20)  und  21)  für  die  Com- 
ponenten  3E,  ?),  3  der  Wirkung  einer  rotirenden  Kugelfläche 
K  auf  einen  in  beliebiger  Bewegung  begriffenen  Punkt  lehrt, 
da8s  diese  Einwirkung,  abgesehen  von  den  bereits  bei  dem 
Potentiale  wahrgenommenen  Geschwindigkeitsänderungen, 
auch  von  der  Winkelbeschleunigung  co',  dem  Quadrate  der 
Winkelgeschwindigkeit  co  und  von  dem  Winkel  #  der  Cen- 
trale gegen  die  Rotationsaxe  abhängig  ist.  —  Vergl.  hierzu 
I,  §  4. 

§4. 
Andere  Lösung. 

Während  das  Ergebniss  der  vorhergehenden  Paragraphen  als  voll- 
ständig auf  eigenen  Füssen  stehend  betrachtet  werden  darf,  stützen  sich 
die  beiden  folgenden  Lösungen  auf  die  Resultate  des  an  erster  Stelle, 
d.  i.  S.  172  —  195,  behandelten  Problems.  —  Die  sich  hier  anschliessende 
zweite  Lösung  bedient  sich  eines  zweiten  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  x,  ty,  j,  welches  mit  der  Kugel  fest  verbunden  ist  und  mit  dem 
festen  Coordinatensystem  a?,  y,  z  den  Anfangspunkt  C  gemein  hat,  wel- 
cher wiederum  mit  dem  Centrum  der  Kugel  coincidirt.  Zwischen  beiden 
Systemen  bestehen  alsdann  die  bekannten  Beziehungen 

22a)  ir  =  fl1v  +  ö2^  +  fl88,    jr^r  +  M  +  ^Jt    z^c^  +  crf  +  r8g, 
23a)    x  =  fl1a:+61y  +  e1«,    9  =  a%x  +  b%y  +  c,r,    l=asx+b3y  +  c3t, 
worin  n19  b1%  clf  o2,  62,  c8,  a8,  o8,  c8  der  Reihe  nach  die  Richtungscosinus 
der  Axen  X,  ?),  3  gegen  die  Axen  <*',  Y>  Z  bedeuten ;  ferner 

x  =  (cos  (p  cos  ty  —  sin  <p  sin  ty  cos  #)  x  —  (sin  q>  cos  t{/  +  cos  q>  sin  ty  cos  0)  t) 

+  sin  ty  sin  &  ) , 

22  b)  y  =  (cos <p  sin  ty  +  sin  <p  cos H>  cos 0)  x  —  (sin  q>  sin  ty  —  cos q>  cos ^  cos d)\) 

+  costysin&iy 
z  =  sinq>  sin  &x  +  cosq>  sin  &  \)  +  cos&  j ; 
X  =  (cos  <p  cos  ty  —  svup  sin  rf>  cos d)  x  +  (cos  g>  sin  tf;  +  swi  <p  cos ty  cos  &)y 

+  sin  g>  sin  #  z, 

23  b)  \)  = — (sin  q>  cos  tf;  ■+■  co*  V  ***  ♦  c°Ä  &) x  ~  (*•"«  9  «n  t//  —  cos  <jp  cos  t/>  cos  0)  y 

—  cosq>  sin  9  *, 
l  =  sin  ^  sfii d  J"  —  cosi/;  sin «fr  y  +  cos 0  : ; 
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hierin  bedeutet  q>  den  Winkel  zwischen  der  Enotenlinie  (der  X  7-  Ebene 
des  festen  und  der  X$-  Ebene  des  relativen  Coordinatensystems)  und  der 
positiven  X*Axe  des  letzteren,  ferner  tp  den  Winkel  zwischen  derselben 
Knotenlinie  and  der  positiven  A-Axe  der  ersteren,  endlich  #  den  Nei- 
gungswinkel der  X$-Ebene  gegen  die  X 7- Ebene,  in  demselben  Sinne 
genommen,  wie  eine  Drehung  von  der  positiven  Richtung  der  7-Axe 
nach  der  positiven  Richtung  der  Z-Axe;  die  hier  gewählten  Vorzeichen 
setzen  übrigens  zwei  congruente  (nicht  symmetrische)  Coordinatensysteme 
voraus  (Taf.  II  Fig.  5).  —  Die  Grössen  <p,  V>  #  übernehmen  die  Rolle 
independenter  Variablen,  und  zwar  ergiebt  die  Vergleichung  der  Rela- 
tionen 22  a)  und  23  a)  mit  22  b)  und  23  b)  die  Beziehungen 

öj  =  cos  <p  cos  ty  —  sin  q>  .sin  ty  cos  9",    a2  =  — -  sin  q>  cos  ty  —  cos  g>  sin  ty  cos  #, 

a3  =  sin  y  sin  #, 
24)  bx  =  cos  q>  sin  ty  +  sin  q>  cos  ^  cos  #>    6S  =  —  sin  q>  sin  ^  +  cos  q>  cos  ty  cos  #, 

b$  =  —  cos  t//  sin  #, 

cx  =  «tu  <p  sin  #,      c%  =  cos  q>  sin  #,      c3  =  cos  &. 

Die  Richtungscosinus  an  aÄ,  a8>  6J969,68,  ^,^,03  sind  endlich 
durch  folgende  Gleichungen  unter  einander  verknüpft: 

öi*  +  a*  +  a3*  =  *»     *i  6i  +  "262  +  ÖS63  =  °> 
25a)  V  +  V+V=li     Vi+V*  +  Va  =  0> 

Cl2  +  C%    +  C82  =  *»       Cl«l  +  *2°2  +  C8*3  =  °) 
«l2  +  V  +  C?,1  =  1,       «jfl,  +  6^,  +  qCg  =  l), 

25b)  a2*  +  V  +  c22  =  1,     *8ö3  +  b2bd  +  c^cs  =  0, 

a32  +  V  +  <32=J>       a3fll  + Vl+*3C1  =°J 
al  =  *2r3  ""  ft3C2»       fl2  =  hSCl  —  ftlr3»       ÖS  =  bl  C2  ~"  62  Cl  * 

26)         bx  =  c2a9  —  c9aa,     6*  =  r8  "i  ~~  ci  "s '     68  =  q^  -  r2a,, 

Cl  =ö2ft3""ö3fr2»       r2  =  ö8*l  —alft3»       C3  =  fl  A  "aibl' 

Da  die  rotirende  Kugelfläche  K  in  Bezug  auf  das  relative  Ooordi- 
natensystem  beständig  in  Ruhe  verharrt,  so  gelten  für  die  Componenten 
1,  8,  3  der  Wirkung  der  Kugelfläche  auf  den  Punkt  m(^y,:)  nach 
den  augenblicklichen  Richtungen  der  Axen  (r,  ty,  j)  die  im  Abschnitt  I 
erhaltenen  Formeln 

a)  für  einen  Punkt  innerhalb  K: 


27  a) 


27  b) 
worin 


tJ«0  Ja,,  3a0 

6)  für  einen  Punkt  ausserhalb  K: 

U        R   '      F         2      j     Ä*      "   +3ßsU   +'  +i  '(' 

*~  ä»  r+     2  -f  ä»  +   3    ,/AWf  ••'Digitized^Go 
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*'=^(rW+j',,)  +  2ÄÄ"(l-^)-^(1-^) 
Die  gesuchten  Componenten  X,  V,  Z  der  Wirkung  der  rotirenden 
Kugelfläcbe  K  stehen  aber  mit  den  Componenten  X,  ?),  3  *n  demselben 
Connex,  wie  die  absoluten  Coordinaten  mit  den  relativen,  so  daas 

*=*,*  +  «,«)  + «,3.      Y^b^  +  b^+b^,     Z^c^  +  c^  +  c^ 
und  speciell  für  unser  Problem 

Kr  +  M  +  *83  )» 


3  a, 


o 


28a)   a)    Y=*^(blX''+by+bti'), 

i^wM  .       „  „  „x 

2  =  ^r-— (rxr  +  c2tj  +cih  ); 

■Sr^r  +  a|'  +  ^  +  T"  ra5K*  +  *iv  +  «aJ) 

28b>    *;  2«»  2„«Ä' 

+  3^§K*  +M +ösJ  ) jjT" Kr +  «i»+«iJ) 

da  7,  (jfs)  =  #>(/' Wj'  "  '  analoS  findet  man   F  und  z- 

In  diesen  Gleichungen  sind  jetzt,  mit  Hilfe  der  vorangestellten  Be- 
ziehungen, die  relativen  Coordinaten,  Geschwindigkeiten  und  Besehleu 
nigungen  des  indicirten  Punktes  durch  die  absoluten  zu  ersetzen;  Ana- 
loges gilt  betreffs  der  Ermittelung  der  Potentiale.  —  Zu  diesem  Behufe 
beachte  man,  dass  infolge  der  Festsetzung  der  Grössen  tp%  tf>,  &  S.  251 
die  3~Axe  als  Rotationsaxe  und  der  Winkel  g>  als  Drehungswinkel  cha- 
rakterieirt  und  die  Richtungscosinus  ö3,  ä8,  c3  mit  denjenigen  der  Drehungs- 
axe  identisch  sind,  in  Zeichen: 

y v=  const. ,     #  =  cons/.,     <p'=  — s=oo    und    fl8==ai    ^z=ßj     ^y« 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  22b)  und  23  b)  nach  der  Zeit  / 
ergiebt  sich"  bei  geeigneter  Verwendung  der  Relationen  24)  bis  26) 

#'=  (cos  <p  cos  tf;  —  sin  q>  sin  ty  cos  0)  x'—  (sin  q>  costy  +  cos  q>  sin  ty  cos  &)  ty' 
+  sin  ty  sin  #  $'—  (sin  q>  costy-\-  cos  q>  sin  ty  cos  #)  a>  x 

—  (cos  <p  sin  if>  —  sin  <p  sin  i//  cos  d)  o)  t), 

29  a)  y'=  (cos  g>  sin  ty  +  sin  q>  cos  rfß  cos  d)  x'— •  (sin  <p  sin  rf>  —  costp  cos  if>  cos  0)  ty' 

—  cos  V>  sin  &  $'—  (sin  q>  sin  ty  —  cosq>  cos  ty  cos  9)  a>x 

—  (cos  q>  sin  tf;  +  sin  g>  cos  ty  cos  &)  a>  ty, 

«'=  51V1  (p  sin  &  x'+  C059)  sin  #  ty'+  cos  &  $'+  cos  q>  sin  &  co  r  —  sm  qp  sin  &  co  ty 
oder     ,  , 

*BS«iT'+  M  +  as3'+  roK*  —  öi*>)> 
29b)  y'=  blX'+  V/+  6,  j'+  o)  (bsX  -  A,  1») , 

*'=  cx  v'+  c%  \)  +  rs  j'+  u  (r2  x  —  ^  \)) 
und  analog 
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x'=:  (cos<p  cos  ty  —  sinq>  sinty  cos&)x'+  (co*q>  sinifr  +  sinq>  costy  cos&)y 
+  sin  <p  sin  #  z'—  (sin  cp  costy  +  cos  q>  sin  H>  cos  &)a>x 

—  {sin cp  sin  if;  —  cosip  cos ty  cosd)wy  +  cos g>  sin  ft  co  z , 

30  a)  ty'=  —  (sin  <pcosty  +  cos  g>  sin  t//  cos  O) x  —  (sin  <p  sin  ty  —  cosq>  cos  ^  cos  &)y' 
+  cosq>  sin  d  «'—  (cos  q>  cos  rf>  —  «»  qp  sm  tf;  cos  ^)wa: 

—  (cosqp  5f'ntf;  +  w/l <P  cos^  cos#) ©y  —  sin q>  cos&  cor, 
3'=  an  ^  sin  #  op'—  cos  ty  sin  d  y'+  cos  0  «' 

oder 

30b)  X  =  a1x'+blyf+clz  +  m(n2x  +  biy  +  ctz), 

\)==  a%x+b2y'+  c2z  —  *{axx  +  bxy  +  cxz)t     i'=  a3x+ b3y'+ c^z  . 

Durch  nochmalige  Differentiation  folgt 

a:"=  (cos  q>  cos  ty  —  sin  q>  sin  ty  cos  &)  r"—  (sin  tp  cos  ty ■+■ sin  <p  sin  ty  cos  &)  ty" 
+  sin  tysind  $"—  2  (sin  <p  costy  +  cos  g>  sin  ty  cos  d)  a>  x 

—  2  (cos  q>  cos  ty  —  sin  q>  sin  ty  cos  #)  o  \) 

—  (cos <p  costy  —  sinip  sin ty  cosd) a>8 r 
■+-  (sin  <p  costy  +  cos  <p  sin  ty  cos  &)  u>%\) 

—  (sin  <p  costy  -f-  cos  <p  sin  ty  cos&)  m'x 

—  (cos  <p  cos  ty  —  stw  9  it«  ty  co$ #)  ro'ty, 

y"=  (cos  <p  sin  ty  +  sin  q>  cos  ty  cos  &)  x" —  (sin  <p  sin  ty  —  cos  fp  cos  ty  cos  d)  ty" 
31a)  —  cos  ty  sin  d  j"—  2  (sm  9  sin  ty  —  co*  9  cos  ty  cos  d)  «9  r/ 

—  2  (cos  qp  sin  ty  +  ftn  qp  cos  ty  cos  d)  wty' 

—  (cos<psinil>  +  sinipcosilßCosd)a>*x 
+  (m q>sinty  —  cosq>  cos  ty  cos#)  00*5 

—  (sin  ysinty  —  cos  <p  cos  ty  cos  -0)  a'x 

—  (cos  9)  sm  t|/  +  sinq>  cos  ty  cos  d)  »'ty, 

2"=  m 9  st« #  r"+  cos 9  5in #  ty"-f-  co* d  j"+  2  cos <p  sind  co x' 

—  sin  q>  sin  O  co  ty'—  Wn  9  nii  ^  w*  x  —  co*  99  sin  &  to*ty  +  cosy  sin  &  tax 

—  sm<p  sin  0  ro'ty 


costycos&)y" 


—  (*t n  qp  co*  1/;  +  cos  q>  sin  ^  cos  9)mx 

—  (sin 9  sin iff  —  co5 <p cos ty  cos &) my  +  cos <p sin  d  uz 

—  (costp  cosy  —  sinysinty  cosd)  m*x 

—  (cosfp  sinty  +  sintpcosifß  cosd)a>*y  —  sinq>sin&  »*«,  ^r\r\r%Ji> 
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ty"=  —  (sin  <pcosil>  +  cos  <p  sinty  cos&)  x" 

—  (sin  q>  sin  ty  —  cosq>  cos  ty  cos  &)  y"+  cos  q>  sin  &  z" 

—  2  (cos  ipcosty  —  sin  <p  sin  if>  cos  d)  a>  x 

—  2  (cos  q>  sin  ty  +  sin  q>  cos  ty  cos  #)  <»y 

32  a)  —  sin  q>  sin  &  co  z  —  (cos  q>costy  —  sin  q>  sin  tf;  cos  &)  m'x 

—  (cos  <p  sin  ty  +  **n  V  cos  <P  cos  &)  *>y  ~~  ww  9  cos&  w '* 
+  (sin  g>  cos  ty  +  costp  sin  ty  cosd)  u?x 

+  (sin  g>  sin  ty  —  cosq>  cos  tf;  cos'&)  w*y  —  cos  <p  cosd  co*z, 
j"=  sinty  sind  x"—  costy  sind y"+  cosft  z" 
oder 

r '=  (*i  * '+  ox  y"+  r,  z"+  2  o  (a 8  ;i '+  ^  y  +  c2  z)  —  »*  (a,  ar  +  61  y  +  cl  z) 

+  a>'{a2x+b%y  +  c9z), 
32 b)  $"=  "2 a;"+  ^  y"+  r2 z"—  2 a>  (</, *'+  6, y'+  q  z)  —  m* (a2x  +  b2y  +  r2 z) 

a  =«3*  +*8y +f8*  • 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  29)  bis  32)  ist  man  auf  doppelte  Weise  im 
Stande,  die  Potentiale  und  Componenten  27)  und  28)  in  der  angezeigten 
Art  umzuformen.     Man  hat  infolge  der  Relationen  29  b),  23  a)  und  26) 
x'%  +  V*  +  *'*  =  K r'+  a2 ^'+  03 j'+  o) (fc3 z  -  r3 y)]2 

+  [*i  X  +  M'+  bs  h  +  » (<VT  -  fl8*)F 
+  K  *'+  c29'+  r3a'+  ß)(«ray  -  Vr)]* 
und  infolge  von  25),  26)  und  30  b) 

-  »*  [(b$  z  -  csy )»  +  (cs*  -  ö8 1)2  +  (a,y  -  63  j?)*]  , 
so  dass 

33)  r'2+^+s'2  =  K-  •  (*,*-  <^)]8  +  Ur  -  <*('**  -  -.Ol1 

welche   Relation  auch  direct  aus   30  b)   erhalten   werden  kann.     Ferner 
giebt  31b) 

«,  x"+  «2  9"+  fl8  a"=  *"—  2  m  (a2  *'—  "1  9 )  —  »'(«t  *  —  ai  9)  +  »*  («i  r  +  «2  V)  1 
worin  infolge  von  30  b),  25)  und  26) 

34)  Ogx'—  fljty»  »'(*»*  —  c3y)> 
ferner  infolge  von  23a)  und  26) 

35)  ^T  — a,9  =  *8*  — "sV 
und  endlich  mit  Zuhilfenahme  von  25) 

«iX  +  a2\)  =  a?  -  a3(«30?  +  68y  +'*»*), 
so  dass  auch  hierin  nur  noch  die  Costa u»  «3>  ft3,  r3  neben  den  absoluten 
Coordinaten  auftreten : 

ai  * "+  «j*9"+  "35"=  ■'1?"—  2  o>  (ää  * — rsy')  -  °>'(h* z  —  csV)  -  o*2* 

+  «8Ka?+Ä8y  +  <rsr)i 
aus  denselben  Gleichungen  fliessen  noch 
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'   *i * '+  W+  rs  f=  i"-  2  o)  (*,*-&,*)  -  »  (a8y  -  b3x)  -  »*z 

+  (?3(rtsir  +  Äsy  +  c32)- 

Endlich  findet  man  aus  29  b)  mit  Hilfe  von  35) 

fli  r'+  «I  *'+  "33  =  *  —  w  (M  -  r3y)> 
37)  ^r  +  btxf+  &8j'=  y -  «(c3a? -  a8*), 

and  die  Potentiale  nnd  Componenten  27)  und  28)  werden  durch  die 
Substitutionen  22  a),  33),  36)  und  37)  in  die  bereits  bekannte  Form 
übergeführt: 

\  ii     mM 
a)   U= , 

/'  =  -£ —  {[*'—  a>(ßi  —  yy)]2+  [y  — w(y^  — «2)J2 +  [«'—»(«  y  —  /Jr)]2}, 

0<X0 

-*  =  — — -  {x"—  m\ßz  —  yy)  —  2a>(/5*'—  yy')  —  w*(x  —  «Aco$#)},   ...; 

Off0 

^  W  l3[Ä,-^,]Ä,+  ^,(Ix'-»tf s-yf)]»+[/-«(r«-«*)P  " 

+  [z'-»(ay-ß*)m 
v      mUx       ^'»MlJ.J      2«0*r»/o,         ,       am* 

d  x  —  (jffr  —  y  y)  ci\l 


d*  Ä3 


wie  S.  249. 


§5. 
Dritte  Lösung* 

Die  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen  der  Kugelfläche  K  und 
dem  indicirten  Punkte*  m  erleiden  offenbar  keinerlei  Veränderungen, 
wenn  man  jene  in  Ruhe  versetzt,  zugleich  aber  dem  Punkte  m  zu  seiner 
augenblicklichen  Geschwindigkeit  V  noch  eine  Winkelgeschwindigkeit 
zuertheilt,  welche  ihn  im  entgegengesetzten  Sinne  um  die  Drehungsaxe 
der  Kugelfläche  zu  drehen  strebt  und  an  Grösse  der  rotatorischen  Cha- 
rakteristik m  der  Kugelfläche  gleich  ist;  man  hat  alsdann  an  Stelle  der 
Componenten  &',  y',  z   der  Geschwindigkeit  die  Werthe 

a/—  m{ßz  -  yy)%    y'—  a(yx  —  ««),     z'—<o(ay  —  ßx) 
in  die  Potentiale  der  ruhenden  Kugelfläche  zu  substituiren.     Durch  diese 
Ueberlegung  ergiebt  sich  somit  ohne  jede  Rechnung 
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a)  für  einen  Punkt  innerhalb  K: 

«0 

p= ~~  \W-»{ß* - ry)]*  +  W-»(y<* - «)]■+  [«'- »(«y - P»)]M 

—  was  übereinstimmt  mit  der  Formel  auf  8.  247  — ; 

b)  für  einen  Punkt  ausserhalb  K: 

p=^w  {3[äs-«o*]^+ «o*[(*'-»[0* -yy])*+ (*'-•  Cr*- ««])* 
bÄ  +  (*'-»[«y-/M>*]l, 

—  was  in  Einklang  ist  mit  der  Formel  S.  248  — ,  woraus  nach  Vorschrift 
des  §  1  die  bereits  auf  doppelte  Weise  gefundenen  Werthe  der  Compo- 
nenten  Xy  F,  Z  der  rotirenden  Kugelfläche  K  in  Bezug  auf  den  sollici- 
tirten  Punkt  m  hervorgehen: 

a)  für  einen  Punkt  innerhalb  K: 

b)  für  einen  Punkt  ausserhalb  K: 

worin 


-¥-F-(l-^)^+(l-Jf)M^. 


III. 

Die  Einwirkung  iweier  rotirender  Kugelflächen  auf  einander. 

Sind  K  und  K  die  beiden  rotirenden  Kugelflächen  mit  den  Radien 
c0  und  a0,  ferner  M  und  M  die  Oesammtbelegungen  von  K  und  K  mit 
den  Flächendichtigkeiten  x  und  Ar,  und  endlich  er,  0,  y  und  ay  b9  c  die 
Richtungscosinus  ihrer  bezüglichen  Rotationsaxen  mit  den  Winkelgeschwin- 
digkeiten a>  und  w,  so  lassen  sich  nach  den  Resultaten  des  II.  Abschnittes 
die  Potentiale  ü*  nnd  p£t  welche  die  Kugelfläche  K  auf  ein  Element 
m(*>y>z)  der  Kugelfläche  K  ausübt,  folgendermassen  darstellen. 
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a)  Wenn  K  innerhalb  K: 
Um  — 1 

o«0 

6)  wenn  AT  ausserhalb  K: 
k_»»M 

+  [*'-»(«* -/MW- 

Führt  man  ausser  dem  Coordinatensystem  (x,y,t),  dessen  Ursprung 
im  Centrum  C  von  K  liegt,  noch  ein  zweites,  dem  ersteren  paralleles 
Coordinatensystem  (£,i?,£)  ein,  dessen  Anfangspunkt  in  das  Centrum 
von  K  fällt,  und  lässt  die  positiven  x-  und  |-Axen  mit  der  Richtung 
der  Centralen  B  der  beiden  Kugelflächen  coincidiren,  so  ergeben  sich  die 
Substitutionen 

*«=£+!,  y  =  ifr,  *==£, 

durch  welche  die  Formeln  1)  übergehen  in 


<*< 


0 


D«o  -Jr(c|-«0]i  +  l«(«l-/»[^+*l)-»(M-*ö],l. 

"""TT' 

+  [»(y[Ä+ö-«0-»(c« -«£)]•    . 
+  [»(«^-l»lÄ+ö)-»(«fl-^Ö]i)j. 

Die  Potentiale  der  wirkenden  Kugelfläche  K  auf  die  Kugelfläche  K  werden 
durch  8ummirung  der  gefundenen  Ausdrücke  über  alle  Elemente  m(ds) 
der  Kugelfläche  K  erhalten.     Man  findet 

(i)  wenn  K  innerhalb  K, 
indem  man  zuvörderst  nach  den  Integrationsvariablen  {,  17,  £  ordnet: 

O0r«./«/      +[^(My_wc)_J;(0,(J_w|J)]* 

and  weil  DigLd  byG 
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rfkds=M,      f  ß*kds=f  fr?kd$=  f  f?kds  =  "±, 
ffel  kds  =  f  fv  tkds=  f  fte  kds  =  l 
j  Jlkds=  I  frifcds^  I   ftkds  =  Q% 


0, 


so  wird 

«0 

Bezeichnet  e  den  Winkel  der  beiden  Rotationsaxen  und  0  den  Win- 
kel der  Drehungsaxe  vop  K  gegen  die  Centrale  E  (Fig.  6),  so  ist  noch 

aa  +  ßb  +  yc  =  cose  und  ct  =  cos& 
und  daher  schliesslich  auch 

3)  F$  ==^l^j^%^ 

worin  Esin&  den  Abstand  des  Kugelcentrums  (K)  von  der  Rotationsaxe 
(K)  repräsentirt. 

Man  erkennt,  dass  das  Potential  einer  rotirenden  Kugelfläche  K  auf 
eine  in  ihrem  innern  Hohlräume  befindliche  rotirende  Kugelfläche 
K  ausser  von  den  elektrischen  Belegungen  M  und  A/,  der  gegenseitigen 
Entfernung  E  und  den  Winkelgeschwindigkeiten  o  und  to  der  Kugel- 
flächen,  auch  noch  von  dem  Winkel  abhängig  ist,  welchen  die  beiden 
Rotationsaxen  einschliessen,  sowie  von  dem  Winkel,  welchen  die  Drehungs- 
axe der  wirkenden  Kugelfläche  K  mit  der  Centralen  E  einschließt. 

Bewegen  sich  die  Kugelflächen  derart,  dass  die  Richtungen  ihrer 
Rotationsaxen  erhalten  bleiben,  so  lässt  sich  jederzeit  die  Wirkung  9t  k 
in  der  Richtung  der  Centrale  E  mit  Hilfe  der  in  I,  §  2  angezeigten  Dif- 
ferentiationen  der  Potentiale  0*  and  Pg  ermitteln,  wonach 

wk_     9(Ük  +  Pk)  ■   d  9  ff 

d.  i. 

4)  ftl  =  -£^a>Esin*4>: 

oetQ 

Die  Wirkung  9fo,  welche  eine  rotirende  Kugelfläche  K 
auf  eine  im  Innern  rotirende  andere  Kugelfläche  K  ausübt, 
ist  eine  anziehende  (vergl.  S.  171),  und  zwar  ist  diese  Kraft 
dircct  proportional  den  Massen  M,  M,  der  Entfernung  £,  dem 
Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit  der  wirkenden  Fläche 
und    dem  Quadrate  des  Sinus  des  Winkels,  welchen  die  Ro* 

igi  ize     y  g 
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tationsaxe  derselben  Fläche  mit  der  Richtung  E  bildet,  hin- 
gegen indirect  proportional  dem  Radius  dieser  Kugelfläche« 

Differentiirt  man  die  Potentiale  Uk  und  Pk  in  gleicher  Weise  nach 
dem  Drehungswinkel  9,  sowie  nach  q>'  und  /,  so  erhält  man  —  in  Ana- 
logie zu  dem  Newton' sehen  Potentiale*  —  das  Drehungsmoment  Dk 
durch  die  Formel 

„k  d(üf+P$)      d    dPl 

oq>  dt    q> 

d.  i.,  weil  9'=  «>, 

5)  DK  = E ^-  (a>  cos  e  -  w  ) , 

9cr0 

worin  »'  und  w    die  Winkelbeschleunigungen  von  K,  resp.  K  bedeuten. 

Das  Drehungsmoment  D}  welches  eine  rotirende  Kugel- 
fläche K  auf  eine  in  ihrem  Innern  rotirende  Kugelfläche  K 
ausübt,  ist  proportional  der  Differenz  aus  dem  Producte  der 
Winkelbeschleunigung  von  K  und  des  Cosinus  des  Winkels, 
welchen  die  Rotationsaxen  einschliessen,  und  aus  der  Win- 
kelbeschleunigung von  K  selbst. 

Sind  die  Drehungsaxen  einander  parallel ,  so  ist  das  wirkende  Dreh- 
ungsmoment der  Differenz  der  Winkelbeschleunigungen  proportional.  — 
Sind  die  Axen  normal  zu  einander,  so  ist  das  Drehungsmoment  der  Win- 
kelbeschleunigung der  indicirten  Kugelfläche  proportional. 

b)  Wenn  E  ausserhalb  K: 

Ordnet  man  2)  nach  den  Coordinäten  £ ,  tj ,  £  eines  Elementes  m  (ds) 
der  Kugelfläche  K>  so  erhält  man  für  die  Potentiale  der  Kugelfläche  K 
auf  die  Kugelfläche  K  die  Ausdrücke 

o5 


+  Ä(BW-^)-  *(•«-  *«)  +  «W 


% 


*  Bei  Zugrundelegung  des  Newton'schen  Potentials  erhalt  man  bekanntlich 
das  Drehung8moment  eines  Körpers  durch  Differentiation  des  Potentials  nach 
dem  Drehungswinkel  qp,  d.  h.  in  ähnlicher  Weise,  wie  man  die  Kraft  durch 
Differentiation  nach  einer  beliebigen  Richtung  x  findet:  dies  wird  hier  auch  für  das 
Web  er' sehe  Potential  als  giltig  angenommen;  dabei  sind  an  die  Stelle  der  ein- 
fachen Differentiation  nach  9  die  angedeuteten  Differentiationen  nach  9,  9'  und  t 
zu  setzen  [vergl.  die  Formeln  11)  S.  175]. 
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Die  jetzt  über  die  Kugelfläche  K  auszudehnende  Integration  wird 
durch  die  Bemerkung  wesentlich  erleichtert,  dass  in  dem  vorliegenden 
Falle  die  von  den  Kugelflächen  K  und  K  aufeinander  ausgeübten  Poten- 
tiale durch  Tollkommen  symmetrische  Ausdrücke  dargestellt  sein  müssen, 
dass  also  z.  B,  in  dem  zu  findenden  Resultate  neben  or0*,  dem  Quadrate 
des  Radius  von  K,  auch  nur  noch  a02,  das  Quadrat  des  Radius  von  K^ 
auftreten  kann.  Man  sichert  daher  der  Lösung  volle  Genauigkeit,  wenn 
man  in  den  für  fi"8  und  ß~"5  sich  ergebenden  Reihen  diejenigen  Glieder  ver- 
nachlässigt, welche  höhere  Potenzen  von  a0  als  a08  in  das  Resultat  einführen 
würden.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Werthe  £=a0  cos%y  q  =  a0 sin%cos q> 
die  erste  Potenz  und  das  Flächenelement  ds  =  a0*  sind  d&dcp  bereits  das 
Quadrat  von  <z0  involviren. 

In  solcher  Weise   ergeben   sich  mit  Hilfe   der  gedachten  Entwicke 
lungen 

Ä-5=  tf-6_|(2*$  +  a0*)E-7  +  M(2tf£  +  «02)2  ff"9-... 
die  gesuchten  Werthe 


■Xh,=_*5l". 


(fj 

Die  directe  Berechnung  (ohne  Benutzung  der  angegebenen  Reihen) 
ist  bei  weitem  umständlicher.  Um  beispielsweise  /  /  ijs*''*  zn  ermit- 
teln, hat  man  folgendennassen  zu  verfahren:  Man  stellt  17*,  dsy  R*  als 
Functionen  der  Kugelcoordinaten  q>  und  #  dar,  so  dass    ^ 
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2«  « 


EaQcos$f 
Ö     Ö 


~a0*nk  I 


n 


j/(E*+a0*  +  2Ea„cos{>>*' 
0 

und  führt  durch  die  Substitutionen 

^,*w»         ÄdÄ^«„»»      (ff- £»-«„»)*.  «dR      RdÄ 

sw&av  = —  und  sm9&= — „-—, — 

a0E  4V&"  "o^ 

wiederum  ß  als  Variable  ein,  wodurch  man 

JJ   #  4*B*J  R*  a0EJ     R* 

erhält;  da  nun  R  die  Grenzen  E+a0  nnd  E  —  at  besitzt,  nnd 
E—Oq  E—aa  E-Oq 


is+Ot  E+Oo  $f+<h 

so  ergiebt  sich  schliesslich  durch  leichte  Rechnung 


ff 


—  aas  —         s    ,  a.  i.  — •  «  ,..,  ,  w.  o. 


Führt  man  die  gefundenen  Integralwerthe  in  die  Ausdrücke  für  die 
Potentiale  tfx  und  Pjr  ein,  so  lassen  sich  dieselben  nach  gehöriger  Um- 
formung darstellen,  wie  folgt: 

6)    l'K^-f-  \<—^  +  o0'—^--lJ[^(l-Sras^} 
+  w*  ( 1  —  3  f  os2^)  —  2  co  »»  (<*OS  *  —  3  rus  #  cos  ^)](  ; 

Hierin  bedeuten  d  und  ^  die  Winkel  der  Rotationsaxen  von  K,  resp.  K 
gegen  die  Centrale  E  und  s  den  Winkel  der  Drehungsaxen  selbst  (Fig.  7). 

Man  erkennt,  dass  auch  das  Potential  einer  rotirenden  Kugelfläche  K 
auf  eine  ausserhalb  derselben  rotirende  Kugelfläche  K,  ausser  von  den 
Massen  Af,  M,  der  gegenseitigen  Entfernung  E  und  den  Winkelgeschwin- 
digkeiten cd  und  tv,  noch  von  den  Winkeln  abhängig  ist,  welche  die  Rota- 
tionsaxen mit  der  Centrale  einschliessen ,  und  von  dem  Winkel ,  welchen 
diese  Axen  mit  einander  bilden. 

Die  Kraft  9t! ,  welche  die  Kugelfläche  K  auf  die  Kugelfläche  K  in 
der  Richtung  der  Centrale  E  ausübt ,  erhält  man ,  analog  wie  im  Falle  a)y 
in  dem  Ausdrucke 
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7)    ®K=~-^\«S»'tin'*+a0*«,*sin>*l-a-!&ltt>>[l-3cos*») 

+  w2(l  —  3 cost&J  —  2 nw(cos e  —  3 cosb cos djjj  : 

Die  Wirkung  9tjp,  welche  zwei  sich  ausschliessende  roti- 
rende  Kugelflächen  in  der  Richtung  der  Centrale  auf  ein- 
ander ausüben,  ist  eine  „anziehende",  und  zwar  ist  ein 
Theil  dieser  Kraft  direct  proportional  den  elektrischen  Be- 
legungen M,  M  und  indirect  proportional  dem  Quadrate  der 
Entfernung  beider  Kugelflächen;  dabei  ist  die  Kraft  „elek- 
trodynamischen Ursprungs4'  noch  von  den  Radien,  den  Win- 
kelgeschwindigkeiten und  von  djen  Winkeln  abhängig,  welche 
die  Rotationsaxen  gegen  die  Centrale  einerseits  und  diese 
Axen  andererseits  mit  einander  bilden. 

Endlich  ergiebt  sich  wie  in  a)  das  Drehungsmoment,  mit  welchem 
K  auf  K  einwirkt,  in  dem  Ausdrucke 

8)  — -  m(cos s  —  3cos&  cos&j)]} , 

worin  od'  und  rv  die  Winkelbeschleunigungen  der  Kugelflächen  K  und  K 
bezeichnen*: 

Das  Drehungsmoment  />,  welches  eine  Kugelfläche  K  auf 
eine  andere  rotirende  Kugelfläche  K  ausübt,  ist  direct  pro- 
portional den  Massen  M,  M  und  dem  Quadrate  des  Radius 
der  indicirten  Kugelfläche  A\  ausserdem  aber  abhängig  von 
der  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Kugelfläche,  den  Win* 
kelbeschleunigungen  und  der  gegenseitigen  Entfernung  bei- 
der, sowie  von  den  Winkeln,  welche  die  Rotationsaxen  mit 
der  Centrale  und  mit  einander  einschliessen. 

Sind  die  Rotationsaxen  parallel  gerichtet,  so  erhält  man 

p« = ^£jT  {W"* +  ••,"")  wn'*  ~  ^ (1  ~  3  co$,&)  (""^"j ' 

Dl  =  ^^\»  sin** +  ^(1-3  cos**)  (»'-«,')[ 

Sind  die  Rotationsaxen  parallel  zu  einander  und  normal  zur  Centrale 
der  Kugelflächen,  so  findet  man 

n  -       \<  »* + v w*  — v  (g>  ~  wA ' 


pZ= 


QE 


^K  VM      ^«jWM 

Sv*  =  — -. 


E*         6E* 


Kleinere  Mittheilungen. 


XX.    Die  Polkreispaare  einer  Cycloide. 
(Hierzu  Ta£.  IV  Fig.  10  - 12.) 

Nachdem  Herr  Prof.  Durege  im  IX.  Bande  dieser  Zeitschrift  nach- 
gewiesen hat,  dass  die  sternförmigen  cyclischen  Cnrven  —  d.  h.  diejeni- 
gen Cycloiden,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  festen  Grundkreises 
gehen  —  mit  den  gemeinen,  Spitzen  bildenden  cyclischen  Cnrven  die 
merkwürdige  Eigenschaft  einer  doppelten  Erzeugungsweise  gemein  haben, 
dürfte  die  Bemerkung  von  Interesse  sein,  dass  nicht  bloss  die  genannten, 
sondern  alle  Cycloiden,  ohne  Ausnahme,  jene  Eigenschaft  haben. 
Es  lässt  sich  nämlich  der  folgende  Satz  beweisen: 

Jede  cyclische  Curve  kann  auf  zweierlei  Weise, 
d.  h.  durch  das  Rollen  zweier  verschiedenen  Kreis- 
paare erzeugt  werden. 

Sind  R  nnd  R1  die  Radien  der  beiden  festen  nnd  concentri- 
schen  Kreise,  r  und  rx  die  der  rollenden  Kreise,  b  und  b1  die 
Entfernungen  des  die  Curve  beschreibenden  Punktes  von  den  resp. 
Mittelpunkten  der  rollenden  Kreise,  endlich  q>  und  q>l  die  Winkel, 
welche  die  Centrallinien  beider  Kreispaare  mit  einer  gemeinschaft- 
lichen bestimmten  Anfangslage  einschliessen ,  so  gelten  die  Be- 
ziehungen 

Eins  der  beiden  fraglichen  Kreispaare,  die  ich  mit  Rücksicht  auf  die 
kinematische  Geometrie  Polkreispaare  nennen  will,  darf  beim  Beweis  des 
Satzes  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  so  dass  die  Existenz  des  zwei- 
ten Polkreispaares  zn  beweisen  bleibt. 

Die  Anfangslage  der  Centrallinie  sei  die ,  bei  welcher  der  die  Curve 
beschreibende  Punkt  auf  der  Centrallinie  liegt  und  zwar  nicht  durch  den 
Mittelpunkt  des  beweglichen  Kreises  von  dem  Berührungspunkte  beider 
Kreise  getrennt.  Die  positive  Richtnng  in  Bezug  auf  jeden  der  Kreise 
sei  die  Richtung  von  dem  Mittelpunkte  desselben  zu  dem  Berührungs- 
punkte beider  Kreise ,  und  der  positive  Drehungssinn  sei  dem  eines  Uhr- 
zeigers entgegengesetzt. 
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1.  Kinematischer  Beweis. 

Der  Mittelpunkt  des  gegebenen  festen  Kreises  üf  «ei  M  (Fig.  10  —  12), 
und  A  sei  der  Punkt,  in  dem  derselbe  den  rollenden  Kreis  Ar  berührt. 
0  sei  der  Mittelpunkt  des  letzteren  und  P  der  die  Cycloide  erzeugende 
Punkt.     Dann  ist 

MÄ==Ä,    OA  =  r,   MO  =  MA  +  ÄO  =  MA-ÖA  =  Ä-rl    OP  =  6. 
Ist  die  Berührung  beider  Kreise  äusserlich,   so   ist  sowohl  r  als  auch  6 
negativ  zu  nehmen. 

Ich  will  annehmen,  der  bewegliche  Kreis  sei  so  weit  auf  der  Pen 
pherie  des  festen  Grundkreises  gerollt,  dass  er  denselben  nunmehr  in  B 
berührt;  er  nimmt  dann  die  Lage  k'  ein,  indem  sein  Mittelpunkt  nach 
0'  und  der  Radius  OPA  nach  O'FA'  gelangt  ist.  Da  der  Kreis  k  auf 
K  rollt,  ohne  zu  gleiten,  sind  die  Bogen  A'B  und  AB  einander  gleich. 
Die  zugehörigen  Centriwinkel  beider  Kreise  seien  q>  und  *p,  nämlich 

Z.AMB  =  9  und  Z.A'0'B  =  LAO(B)  =  ij;; 
dann  ist  r.ty  =  R.(p. 

Die  beiden  Kreise  K  und  k  sind   unter  diesen  Umständen  als  das 


Polbahnenpaar  des  starren  Systems  O'P'  anzusehen,  von  dem  ein  Punkt 
0'  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  M  und  ein  zweiter  Punkt  P'  die 
cyclische  Curve  beschreibt.  Durch  die  Bewegung  der  Geraden  O'P'  ist 
das  Rollen  der  Kreise  völlig  bestimmt,  und  umgekehrt.  Ich  ziehe  nun 
durch  P'  eine  Parallele  zu  MO'  und  durch  M  eine  Parallele  zu  O'P'; 
beide  schneiden  einander  in  Q'.  Es  ist  klar,  dass  Q'  bei  der  angegebe- 
nen Bewegung  der  Geraden  O'P'  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  M 
beschreibt.  Q'F  bleibt  constant  und  zwar  =M0',  und  während  O'P 
die  vorgeschriebene  Bewegung  macht,  bewegt  sich  Q'F  so,  dass  Q'  — 
wie  O'  —  einen  Kreis  um  M  als  Mittelpunkt  und  P'  die  cyclische  Curve 
beschreibt.  Der  Momentandrehpol  der  Bewegung  dieses  neuen  Systems 
C^F  ist  E,  der  Schnittpunkt  von  BP  und  MQ7;  denn  BF  ist  die  Nor- 
male der  cyclischen  Curve  in  P',  und  MQ'  ist  in  Q'  senkrecht  auf  den 
von  Q'  beschriebenen  Kreis. 

Da  nun  ME  constant  ist,  nämlich 

ME  =  S.öT-=^, 

O'B  r 

so  ist  die  feste  Polbahn  dieser  Bewegung  ein  Kreis  DE  oder  h\  mit  dem 

Mittelpunkte  M  und  dem  Radius  —  J>\  und  da  ferner  Q'  einen  zu  die- 
sem concentrischen  Kreis  mit  dem  Radius  M  Q'=  h  beschreibt ,  mit  anderen 
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Wortes:  da  die   aufeinander  folgenden   Momentancentra   der  Bewegung 
sammtlich  die  Entfernung 

r  r 

von  Q'  haben,   so  ist  die  bewegliche  Polbahn   des   neuen  Systems   ein 

Kreis  D'E  oder   kx   mit   dem  Mittelpunkte  Q'  und  dem  Radius  .&. 


Demnach  kann  die  Bewegung  von  Q'P  durch  das  Rollen  des  Kreises  kx 
auf  dem  Kreise  Kx  hervorgerufen  werden,  und  bei  diesem  Rollen  be- 
schreibt P  in  der  That  dieselbe  Cycloide  wie  bei  dem  Rollen  von  k 
auf  K.  Damit  ist  der  Satz  bewiesen ;  denn  die  oben  angegebenen  Re- 
lationen ergeben  sich  jetzt  leicht.     Es  ist 

fc1=Ä-r,     Ri  =  -b,     rx  =  — —  .b   oder  Ä, -r1  =  (^  -  — — Jb  =  b 
rx       (R—r)br  r  r        rx 

R^-VRTb i-J  oder  5  +  jf-1- 

Als  gegenüberliegende  Winkel  im  Parallelogramm  (resp.  deren  Neben- 
winkel) sind  Z-BO'P'  und  Z-EQ'P'  einander  gleich,  aber  von  entgegen- 
gesetztem Sinne,  d.  h. 

♦1  =  —  Vi 

wenn  LEQ'P'  mit  Vi  bezeichnet  wird. 

Aus  der  Gleichheit  der  Bogen  DE  (mit  dem  Centriwinkel  DME  =  Vi) 
und  Ö^E  (mit  dem  Centriwinkel  D'Q'E  =  *1)  folgt 

^iVi  =  ri^i» 
analog  der   Gleichung   Rq>  =  rty.     Somit   ergiebt  sich   folgende   für   den 
Sinn  der  Bewegungen  und  deren  Verhältniss  massgebende  Gleichung: 

R  Rt 

r  ri 

Der  soeben  bewiesene  Satz  giebt  Veranlassung  zu  einer  kinematischen 
Definition  der  cycliscben  Curven,  die  sich  etwa  folgen dermassen  aus- 
sprechen läset: 

J  Botiren  zwei  in  einer  Ebene  befindliche  ebene  Systeme 
mit  gleicher  Geschwindigkeit  um  zwei  Punkte,  welche  sich 
auf  zwei  concentrischen  Kreisen  bewegen,  so  haben  die  bei- 
den Systeme  —  gleichförmige  Bewegung  vorausgesetzt  — 
stets  einen  Punkt  miteinander  gemein,  dessen  Rollcurve 
eine  cyclische  Curve  genannt  wird. 

2.  Analytischer  Beweis. 
Die  Gleichungen  einer  beliebigen  cyclischen  Curve  sind  unter  den- 
selben Voraussetzungen  wie  oben,   wenn   die   Anfangslage   der  Central- 
linie  zur  x-Axe  gewählt  wird,  folgende: 
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Ä— -r                                                          R  ■■  r 
1)  a:  =  (Ä  — r) co$<p  +  b  cos <p,     y  «=  (R  —  r)$inq>  —  6  stn tp. 

Daraus  folgt  durch  Quadriren  und  Addiren 

jj2+y2  =  (Ä-r)2  +  &2  +  26(Ä-r)co*-%. 
Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  folgenden: 

^+^  =  (Äl-r1)»  +  V  +  2fr1(Ä1-r1)cos^g>ll 
wenn  gesetzt  wird 

2.  61(Ä1-r1)=6(Ä-r), 

«  Ä,  Ä 

3.  —  <l>i  =  —  —  <JP. 
rt     l  r 

Ergeben  die  Gleichungen  2)  ein  Werthsystem  Rlt  rly  6n  <pt,  welches  von 
Ä,  r,  b,  q>  verschieden  ist  und  den  Gleichungen  1)  gentigt,  so  bestimmt 
dasselbe  offenbar  ein  neues  Polkreispaar  der  durch  1)  dargestellten  Cy- 
cloide. 

Aus  den   ersten   beiden  Gleichungen  2)  folgt  durch  Eliminiren  von 

Ri~ri  (Ä-r)«(V-**)  =  V(V-**), 

also  entweder     b*=*b%       und        (Äj  —  rtf  =  (R— r)2 

oder  V  =  (Ä  -  r)2  und  (Ä,  -  rt)2  «  62. 

Die  einzige  Lösung  dieser  Gleichungen,  welche  die  Gleichungen  1)  und 

die  dritte  Gleichung  2)  befriedigen,  ist 

^ssÄ  —  r  und  Ä1  —  rt  =  b. 

ß  r 

Setzt  man  nämlich  diese  Werthe  in  1)  ein,  indem  zugleich  <p  = -tpx 

ri 

p     r 

und  also  qp  =  —  q>x   gesetzt  wird,  so  gehen  die  Gleichungen  1)  in 

Gleichungen  von  derselben  Form  über,  nämlich  in 

R  — r 
x  =  (Äj  —  r,)  co*  qp,  +  bx  cos  — -  qpx , 


la) 
Da  nun  aus 
die  Relation 


y  ss  (Ät  —  rx)  n'fi  ^j  —  bx  sin  — -  qpt . 


o>  = *-^— ^   und   ylS= —  <p 

Äi~ri         r         j       r  i   ri       * 


folgt,  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

Die  Gleichungen   einer  cyclischen  Curve  verwandeln  sich  mit  Hilfe 
der  gefundenen  Beziehungen  in  die  folgenden: 

x  =  (Ä  —  r)  cosq>  +  (Rl  —  r1)  cosq>x ,    y  e  (Ä  — r)  f in <jp  +  (Ä,—  r,)  wt^ 
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x^bt  cos  q>-\-b  coscpl ,     y  =  bt  sin  g>  +  b  sin  q>t . 

Ausser  R — r  oder  bt  und  Äx  —  rx  oder  b  muss  allerdings  zur  vollstän- 
digen Bestimmung  der  Cycloide  das  Verh&ltniss  der  beiden  Winkel  <p 
und  ^  bekannt  sein. 

Igt  6e=sÄ  — r,  so  sind  die  cycliscben  Curven  sternförmige  Curven. 
Die  Bedingungen,  denen  die  beiden  Polkreispaare  einer  solchen  stern- 
förmigen Cycloide  unterworfen  sind,  lauten: 

Iat  J>  =  r,  so  sind  die  cycliscben  Curven  spitze  Curven ,  deren  beide 
Polkreispaare  einen  gemeinschaftlichen  festen  Polkreis  haben.  Die  zwi- 
schen ihnen  bestehenden  Relationen  lauten: 

R  —R=:r  +  r    ni)d    -=:_*>• 

Auf  den  Umstand ,  dass  nach  dem  Vorstehenden  jede  cyclische  Curve 
zwei  Polkreispaare  besitzt,  muss  sich,  wie  ich  glaube,  eine  naturgemässe 
und  zugleich  praktische 

Classifioirung  der  cyclischen  Curven 
gründen. 

Man  theilt  jetzt  vielfach  mit  Weissenborn***  die  cycliscben  Cur- 
ven in  Hypocycloiden ,  Epicycloiden  und  Pericycloiden  ein,  je  nachdem 
der  feste  Grundkreis  von  dem  rollenden  Kreise  innerlich  berührt  wird, 
oder  beide  Kreise  einander  äusserlich  berühren,  oder  der  rollende  Kreis 
von  dem  festen  innerlich  berührt  wird.. 

Diese  Eintheilung  gründet  sich  ganz  auf  die  zufällige  Kenntniss  des 
einen  der  beiden  Polkreispaare  einer  Cycloide  und  führt  deshalb,  wie 
sich  leicht  ergiebt,  zu  inneren  Widersprüchen. 

Im  Falle  der  Hypocycloiden  ist  nach  der  genannten  Eintheilung  r 
positiv  und  r<Ä,  für  die  Epicycloiden  ist  r  negativ,  und  für  die  Peri- 
cycloiden ist  r  positiv  und  r>Ä. 

Ist    r   positiv  und   kleiner   als   Ä,    so   ist,    wie  aus   der  Gleichung 

^+^=1  ohne  Weiteres  hervorgeht,  rx  positiv  und  kleiner  als  Ä.     Ist 

r  negativ,  so  ist  rx  positiv  und  grösser  als  R,  und  ist  schliesslich  r  posi- 
tiv und  grösser  als  R,  so  ist  rx  negativ. 

In  Worten  heisst  das  nichts  Anderes,  als  dass  eine  Curve,  welche 
in  Bezug  auf  das  eine  ihrer  Polkreispaare  als  Hypocycloide  erscheint! 
auch  bezüglich   des  zweiten  Polkreispaares   eine  Hypocycloide  ist,   dass 


•  Vergl.  Durege,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  IX  S.  211. 
•*  Vergl.  Euler,  Acta  ac.  scient.  imp.  Pärop.,  Jahrg.  1781  S.  48. 
**  Weissenborn,  Die  cycliscben  Curven.    Eisenach. 
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dagegen  eine  Cycloide,  die  rücksichtlich  des  einen  Polkreispaares  nach 
obiger  Eintheilnng  Epicycloide  genannt  werden  mnss,  zn  gleicher  Zeit 
in  Bezug  auf  das  zweite,  bei  der  Classificirung  der  Cycloiden  jedenfalls 
gleichberechtigte  Polkreispaar  als  Pericycloide  zu  betrachten  wäre,  und 
umgekehrt.  Der  Unterschied  zwischen  Epicycloiden  und  Pericycloiden 
erscheint  somit  als  illusorisch ,  und  ich  schlage  vor,  für  diese  Curven  die 
ältere  Bezeichnung  Epicycloiden  beizubehalten,  so  dass  nur  Hy po cyc- 
loide n  und  Epicycloiden  unterschieden  werden,  je  nachdem  die  festen 
Grundkreise  von  den  rollenden  Kreisen  innerlich  oder  äusserlich  berührt 
werden. 

Jeder  Punkt,  welcher  nicht  auf  der  Peripherie  des  rollenden  Kreises 
liegt,  beschreibt  eine  sogenannte  allgemeine,  nicht  spitze,  cyclische 
Curve.  Diese  allgemeinen  Cycloiden  pflegt  man  durchweg  in  zwei  Gruppen 
einzutheilen ,  indem  man  unterscheidet,  ob  der  die  Curve  beschreibende 
Punkt  ausserhalb  (&>r)  oder  innerhalb  (Ä<r)  des  rollenden  Kreises  liegt. 
Beide  Gruppen  sind  mitunter  direct  entgegengesetzt  bezeichnet  worden, 
und  dies  erklärt  sich  wieder  leicht  aus  der  oben  bewiesenen  Existenz 
zweier  Polkreispaare  einer  Cycloide,  wie  folgt. 

Durch  die  Relationen  Äj  — r,  =  6  und  Ä— r  =  bx  geht  die  Gleichung 

£  +  £=1  über  in 

rrxs=bbx. 

Ans  dieser  Gleichung  folgt,  dass  bx>rlt  bx  =  rx  oder  bx<rx  ist,  wenn 
resp.  &<r,  6  =  r  oder  6>r  ist.  Jede  cyclische  Curve,  deren  erzeugen- 
der Punkt  nach  dem  Vorstehenden  stets  innerhalb  des  einen  und  ausser- 
halb des  andern  der  beiden  rollenden  Kreise  liegt,  ist  demnach  den  beiden 
Gruppen  allgemeiner  Cycloiden  beizuzählen;  die  genannte  Eintheilung 
kann  also  unmöglich  beibehalten  werden. 

Kommt  man  dagegen  überein,  bei  der  Classificirung  der  cyclischen 
Curven   stets   dasjenige   der  beiden   Polkreispaare  zu  Grunde   zu  legen, 

dessen  Radienverhältniss  -=  das  kleinere  von  beiden  ist,  so  gelangt  man 

zu  einer  wirklich  natürlichen  Eintheilung  der  allgemeinen  Cycloiden. 
Alle  Curven,  deren  erzeugender  Punkt  ausserhalb  des  so  definirten  rol- 
lenden Kreises  liegt,  sind  von  den  anderen,  deren  erzeugender  Punkt 
innerhalb  desselben  liegt,  ganz  charakteristisch  verschieden.  Jene  bilden 
bei  jeder  Umdrehung  der  rollenden  Kreise  eine  Schleife  oder  Schlinge, 
diese  dagegen  haben  mehr  oder  weniger  die  Gestalt  einer  zwischen  zwei 
concentrischen  Kreisen  verlaufenden  Wellenlinie.  Geeignete  Bezeich- 
nungen für  diese  beiden  Arten  allgemeiner  cyclischer  Curven  scheinen 
mir  die  Namen  „verschlungen"  und  „gedehnt"  zu  sein,  welche 
auch  bisher  hier  und   da,  allerdings   nicht  genau  für  dieselben  Classen 
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von  Cycloiden  angewendet  wurden;  sie  erinnern  zugleich  an  jene  wich- 
tigen geometrischen  Eigenschaften. 

Abgesehen  von  einigen  Grenzfällen,  zerfallen  nach  dieser  Eintei- 
lung die  cyclischen  Curven  in  folgende  sechs  Classen: 

I.  Hypooyclisohe  Curven. 

(*<■•  £<'•  s<9;> 

1.  Verschlungene  Hypocycloiden  (6>r,  61<r1). 

2.  Spitze  Hypocycloiden  (Ä  =  r,  f>l*=r1). 

3.  Gedehnte  Hypocycloiden  (6<r,  bl>r1). 

II.  Eplcycllsche  Curven. 

4.  Verschlungene  Epicycloiden  (6>r,  A^r,). 

5.  Spitze  Epicycloiden  (&  =  r,  hl  =  rl). 

6.  Gedehnte  Epicycloiden  (6<r,  bi>rl). 

Die  erwähnten  Grenz  fälle  sind  folgende: 

A.  Grenzfälle  der  verschlungenen  und  gedehnten  cyclischen  Gurren, 
a)  Im  Falle  der  hypocyclischen  Curven. 

J-4.  ^  =  ii       *-*.    r- J,  *-», 

Die  rollenden  Kreise  sind  halb  so  gross,  als  die  festen  Grundkreise, 

und  die  cyclischen  Curven  sind  in  diesem  Falle  bekanntlich  Ellipsen,  die 

nur  für  b  =  r  =  bi=rl  in  gerade  Linien  degeneriren.     Die  Halbaxen  der 

Ellipsen  sind 

ri  +  bl  =  r  +  b  und  rx  —  bt  =  b  —  r. 

ß)  Im  Falle  der  epicyclischen  Curven. 

r_  ri  —  jr  Ä  =  Ä,    ras- oo,    £  =  —  oo  —  a  =  —  oo; 

Ä""""00'  ^""+Q°5       Äi  =  Ä,  ^i  =  +  oo,  ^  =  +  (»  +  «  =  +00. 

Die  festen  Grundkreise  sind  einander  gleich  und  concentrisch ,  d.  h. 
sie  fallen  zusammen.  Die  rollenden  Kreise  sind  beide  unendlich  gross, 
d.  h.  es  sind  gerade  Linien,  welche  ebenfalls  zusammenfallen«  In  Wirk- 
lichkeit existirt  also  nur  ein  Polkreispaar.  Die  cyclischen  Curven  sind 
verschlungene,  gewöhnliche  oder  gedehnte  Kreisevolventen,  je  nachdem 
die  sie  beschreibenden  Punkte  auf  derselben  Seite  der  Geraden  liegen 
wie  der  Kreis,  oder  auf  der  Geraden,  oder  auf  der  dem  Kreise  gegen- 
überliegenden  Seite  der  Geraden. 

igi  ize      y  Q 
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B.  (jrenzfillle  der  hypocyclischen  und  epicyclisehen  Gitrven. 

Es  sind  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden. 

et)  Der  Radius  R  sei  endlich;  dann  muss  r  =  0  sein. 
£=/*,     r  =  0,  6  =  6; 

Ä1  =  qo,    rx  =  cx>  — "  6  =  oo,    6X  =  Ä. 

Wenn  der  eine  bewegliche  Kreis  unendlich  klein  ist,  so  kann  offen- 
bar von  einem  Rollen  desselben  nicht  mehr  die  Rede  sein.  Dagegen 
wird  ein  Punkt,  welcher  mit  ihm  fest  verbunden  ist,  um  ihn  als  Mittel- 
punkt einen  Kreis  beschreiben,  welcher  als  cyclische  Curve  dieses  Punktes 
zu  betrachten  ist.  Das  zweite  Polkreispaar,  durch  dessen  Bewegung 
dieser  Kreis  ebenfalls  entsteht,  wird  von  zwei  unendlich  grossen  Kreisen 
gebildet,  deren  Mittelpunkte  im  Endlichen  liegen.  Jene  kreisförmige 
cyclische  Curve  entsteht  also  auch,  wenn  —  man  gestatte  mir  diese  Aus- 
drucksweise —  ein  Kreis  mit  dem  Radius  oo— -6  auf  der  Innenseite  eines 
Kreises  mit  dem  Radius  oo  rollt;  vorausgesetzt,  dass  die  Mittelpunkte 
beider  Kreise  im  Endlichen  liegen.  Kinematisch  erklärt  sich  die  Erzeu- 
gung jener  kreisförmigen  Cycloide,  wie  folgt. 

Wenn  von  zwei  beweglichen  ebenen  Systemen  das  eine  um  einen 
seiner  Punkte  0  rotirt,  während  alle  Punkte  des  zweiten  in  demselben 
Sinne  Kreise  mit  dem  Radius  6  beschreiben,  so  haben  beide  Systeme 
stets  einen  Punkt  mit  einander  gemein,  der  sich  auf  einem  Kreise  mit 
dem  Mittelpunkte  0  und  dem  Radius  6  bewegt. 

Für  6  =  0  wird 

*i=*b  ri=*i»  *i  =  Ä- 

Die  beiden  Kreise  des  zweiten  Polkreispaares  einer  solchen  punkt- 
förmigen cyclischen  Curve  —  denn  die  cyclische  Curve  des  Punktes 
(b  =  0)  ist  der  Punkt  selbst  —  sind  demnach  zwei  gleich  grosse  concen- 
trische  Kreise  von  unbestimmtem  Radius. 

ß)  Der  Radius  R  sei  unendlich. 

R  =  oo,    r=>ry    6  =  6. 

Soll  nicht  die  ganze  Curve  im  Unendlichen  liegen,  60  muss  der 
Mittelpunkt  des  festen  Kreises  und  der  Cycloide  im  Unendlichen  liegend 
angenommen  werden.  Der  feste  Grundkreis  ist  dann  eine  Gerade  und 
die  cyclische  Curve  ist  eine  gemeine  Cycloide;  sie  ist  verschlungen ,  spitz 
oder  gedehnt,  je  nachdem  6>r,  b  =  r  oder  6<r  ist. 

Für  6  =  r  fällt  die  Gerade,  welche  den  zweiten  unendlich  grossen 
Grundkreis  repräsentirt,  mit  der  gegebenen  zusammen,  und  der  zweite 
bewegliche  Polkreis  ist  eine  zu  dieser  parallele  Gerade,  welche  durch 
den  erzeugenden  Punkt  geht.     Die  Bewegung  derselben  geht  so  vor  sich, 
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als  ob  sie  in  einem  ihrer  Punkte  jnit  einem  Punkte  der  Peripherie  des 
gegebenen  rollenden  Kreises  fest  verbunden  wäre.  Dies  zweite  Polkreis- 
paar der  gemeinen  spitzen  Cycloide  ist  offenbar  nicht  geeignet  zur  mecha- 
nischen Erzeugung  oder  Construction  derselben.  Ebenso  wenig  oder  noch 
weniger  das  zweite  Polkreispaar  einer  verschlungenen  oder  gedehnten 
gemeinen  Cycloide;  denn  dasselbe  wird  aus  zwei  unendlich  grossen  Krei- 
sen gebildet,  deren  Mittelpunkte  und  Peripherien  im  Unendlichen  Hegen. 
Ist  P  der  die  Curve  beschreibende  Punkt,  so  wird  die  Bewegung  der 
Ebene  des  zweiten  Polkreises  bestimmt  durch  die  Bewegung  einer  durch 
P  gehenden,  mit  ihm  fest  verbundenen  Geraden,  welche  bei  der  Be- 
wegung des  Punktes  P  stets  parallel  bleibt  zu  der  Geraden,  auf  welcher 
der  gegebene  bewegliche  Polkreis  rollt. 

In  Formeln  ist  fttr  Ä  =  oo,  r  =  r  und  6  =  6: 

b  b 

/*!«=  —  qo  =  oo,   ^=  —  00—6  =  00,   6j  =  oo— r  =  oo. 

Wiesbaden.  Alwin  Vietor. 


XXL   Ueber  eine  Methode,  die  Intensität  des  horizontalen  Theiles 
des  Erdmagnetismus  in  absolutem  Maasse  nur  mittelst  Schwingungs- 
beobachtungen zu  bestimmen. 

Gaus 8  hat  in  seiner  Abhandlung  „Intensüas  vis  magneticae  terrestris 
ad  mensuram  absolutem  revocata"  eine  Methode  zur  absoluten  Messung  der 
horizontalen  Componente  des  Erdmagnetismus  angegeben  und  befolgt, 
welche  im  Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  mittelst  Schwingungsbeob- 
achtungen die  Grösse  MT  —  d.  i.  das  Product  aus  dem  magnetischen 
Momente  des  schwingenden  Stabes  in  die  horizontale  Componente  des 
Erdmagnetismus  —  und  durch  Beobachtung  der  Ablenkung,  welche  der- 
selbe Stab  in  einer  bestimmten  Lage  einem  andern  ertheilt,  das  Verhält- 

niss  ~   zu   bestimmen  und   hieraus   durch  Elimination  von  M  T  in  ab- 
solutem Maasse,   d.  h.  nach  Art  irgend  einer  bewegenden  Kraft  vermit- 
telst der  elementaren  Einheiten  der  Masse,  Länge  und  Zeit  auszudrücken. 
Gauss   erwähnt  in  dem  Vorwort  zur  genannten  Abhandlung,    dass 

sich  auch  jener  zweite  Theil,  die  Bestimmung  von  =  mittelst  Schwing- 
ungsbeobachtungen ausfahren  lasse;  dass  Poisson  diese  Methode  schon 
vorgeschlagen  habe  und  dass  nach  derselben  ausgeführte  Beobachtungen 
ihm  mitgetheilt  worden  seien,  die  jedoch  entweder  ganz  erfolglos  geblie- 
ben wären  oder  nur  eine  sehr  rohe  Annäherung  gegeben  hätten. 

Aus  den  kurzen  Bemerkungen,  welche  Gauss  dieser  zweiten  Methode 
widmet  und   in  denen   er  ausdrücklich  von  der  Anwendung 
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Magnetstäbe  spricht,  geht  hervor  —  wie  ich  später  nachweisen  werde  — , 
dass  dabei  doch  noch  eine  Ablenknngsbeobachtung  hat  angestellt  werden 
müssen,  um  das  Verhältniss  der  von  der  Torsion  des  Aufhängefadens 
herrührenden  Kraft,  zu  der  Kraft  J.Tzn  finden.  Aber  gerade  die  Ablen- 
kungsbeobachtungen bilden  eine  hauptsächliche  Fehlerquelle,  da  es  sich 
bei  diesen  immer  nur  um  minimale  Grössen  handelt,  so  dass  der  kleinste 
Beobachtungsfehler  schon  eine  merkliche  Störung  des  Resultats  hervor- 
bringen kann ,  während  dies  bei  der  Rechnung  mit  der  Schwingungsdauer 
nicht  in  demselben  Maasse  der  Fall  ist.  Dazu  kommt  noch,  dass  wir 
die  Schwingungsdauer  durch  einfache  Fortsetzung  der  Beobachtungen  bis 
zu  einem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  bestimmen  können;  dass  diese 
Beobachtungen  sehr  bequem  auszuführen  sind,  da  man  nur  von  Zeit  zu 
Zeit  Ablesungen  zu  machen  hat,  und  dass  eine  Aenderung  der  Declina 
tion  während  der  Beobachtung,  die  naturgemäss  nur  klein  sein  kann,  das 
Resultat  bei  Weitem  weniger  beeinflusst,  als  bei  einem  Ablenkungsver- 
suche. Wollte  man  daher  darauf  ausgehen ,  andere  Methoden  aufzufinden, 
nach  denen  man  jene  Bestimmung  bewerkstelligen  könnte,  so  würde  man 
von  vornherein  nur  von  einer  solchen  einen  praktischen  Nutzen  erwarten 
dürfen,  bei  der  man  jeder  Ablenkungsbeobachtung  überhoben  ist. 

Eine  solche  lässt  sich  nun  in  der  That  angeben;  ich  werde  dieselbe 
im  Folgenden  entwickeln  und  die  Resultate  meiner  nach  dieser  Methode 
angestellten  Beobachtungen  angeben.  Auch  nach  der  von  Gauss  erwähn- 
ten Methode  habe  ich  Beobachtungen  angestellt  und  es  hat  sich  gezeigt, 
dass  —  wenn  man  nur  in  den  Ausdrücken  für  die  Kraftcomponenten 
noch  Glieder  mit  dem  Factor  R~b  berücksichtigt  —  die  Resultate,  zu 
denen  man  auf  den  verschiedenen  Wegen  gelangt,  von  einander  nicht 
viel  mehr  abweichen,  als  die  von  Gauss  angegebenen  Beobachtungsresul- 
tate selbst,  so  dass  ich  seine  Bemerkung  über  die  Ulibrauchbarkeit  jener 
Methode,  Über  die  er  sich  meines  Wissens  nirgends  des  Näheren  aus- 
gelassen, nicht  für  gerechtfertigt  halte. 

Ich  werde  mich  der  von  Gauss  in  der  genannten  Abhandlung  an- 
gewandten Bezeichnungen  bedienen ,  soweit  diese  für  die  veränderte  Auf- 
gabe anwendbar  und  ausreichend  sind. 

Den  die  schwingende  Magnetnadel  (I)  beeinflussenden  Stab  (II)  lege 
ich  so ,  dass  seine  Axe  in  die  Verlängerung  der  von  I  in  ihrer  Ruhelage 
im  magnetischen  Meridian  fällt,  und  setze  fest,  dass 

für  A  >  0  E  ^  0 
sei,  wenn  II  seinen  Nordpol  nach  Norden,  dagegen 

für  A^O  £^0, 
wenn  II  seinen  Nordpol  nach  Süden  kehrt. 
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Ä8        Ä4  Ä*  (+eT> 

3t/M     12xy 


Für    die    Einwirkung    des    beeinflussenden    auf   den    schwingenden 
Magneten   ergeben  sich  dann  zwei  Werthe,   die  den  beiden  Fällen  ent- 
sprechen, dass  der  Nordpol  von  II 
1.  nach  Norden, 
•   2.  nach  Süden 
gekehrt  ist,  in  denen  —  unter  Voraussetzung  einer  symmetrischen  Ver- 
keilung des  Magnetismus  in  den  Stäben  —  die  beiden  Doppelfälle  ent- 
halten sind,  dass 

1.  II  <       ,..  ,    5  von  I,  Nordpol  II  gen  Norden, 

2.  II  P^r    ^  I  von  I,  Nordpol  II  gen  Süden 

liegt.  —  Es  ergeben  sich  dann,  wenn  ich  ausser  den  von  Gauss  an- 
gewandten und  erklärten  Bezeichnungen 

2A*E*=a\     2AB*E  =  ß*,     2AC*E=y* 
setze,    für  die  Componenten  der  magnetischen  Kräfte,   die  auf  das  Ele- 
ment e(a,b,c)  wirken,  die  Gleichungen 

r  =  —  A    %M     %xM     4«»+12x»M-6/3»--6yai»?-6y»--6g2irj 

wo  in  den  Doppelzeichen  die  obengenannten  beiden  Fälle  angedeutet  sind. 

Zu  diesen  Kräften  kommt  nun  noch  die,  welche  von  der  Torsion 
des  Aufhängefadens  auf  die  schwingende  Nadel  ausgeübt  wird  und  die 
wir  als  ein  auf  das  feste  System  in  geeigneten  Punkten  wirkendes  Kräfte- 
paar auffassen  können. 

Der  schwingende  Stab  kann  nur  eine  Drehung  um  die  t-Axe  aus- 
führen. Bezeichnen  wir  den  variablen  Winkel  zwischen  seiner  Axe  und 
deren  Ruhelage  im  magnetischen  Meridian  mit  u,  nennen  den  Torsions- 
coefficienten  des  Fadens  6,  das  Trägheitsmoment  des  aufgehängten  Systems 
ft,  setzen  ferner  4a2s=,ß 

und  berücksichtigen,  dass  ß2  und  y2  sehr  klein  sind  gegen  a8,  so  erhal- 
ten wir  als  einzige  Differentialgleichung  der  Bewegung  nach  einigen  Um- 
formten  ^  »»  .  .«I 

Hieraas  folgt  aber  für  die  Schwingungsdauer  t 


ZzM     ttxzM 


\xzM\ 


r  -  b»  -  u6 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Schwingungsdauer  für  die  Fälle  1  und  2 
mit  dem  entsprechenden  Index,  so  ergiebt  sieb  hieraus 

Bedienen  wir  uns  zur  Bezeichnung  entsprechender  Grössen  für  beide 
Stäbe  derselben  Buchstaben  des  kleinen,  resp.  grossen  Alphabets,  so 
können  wir  für  den  Fall,  dass  umgekehrt  der  Stab  II  unter  dem  Einfluss 
von  I  schwingt,  sofort  die  Gleichungen  hinschreiben 

Für  den  Fall,  dass  I  oder  II  unbeeinflusst  von  einander  schwingen, 
ergeben  sich  hieraus,  indem  wir  ü  =  oo  setzen,  die  Gleichungen 

^-T+»,     ^-UTT  +  A 

Aus  diesen  Gleichungen  können  wir  nun  dadurch,  dass  wir  die  Trägheits- 
momente um  bestimmte,  selbstständig  messbare  Grössen  x  ändern  oderJS 
variiren,  beliebig  viele  neue  Gleichungen  herleiten,   deren  Repräsentant 

In  allen  diesen  Gleichungen  kommen  die  8  Unbekannten 

p,  M,  m,  Uf,  o>,  &,  6,  T 
in  den  7  Complexen 

wT+e,  uTT  +  0,  mjä\  mSly  Jim,  p,  M 
vor,  so  dass  —  wenn  wir  diese  Complexe  als  einheitliche  Unbekannte 
auffassen  —  unser  System  von  Gleichungen  deren  nur  7  enthält.  Zur 
Bestimmung  von  7  Unbekannten  gehören  aber  7  und  nur  7  unabhängige 
Gleichungen.  Wenn  es  uns  als  gelingt,  mit  Hilfe  von  7  unserer  Gleich- 
ungen diese  Unbekannten  zu  bestimmen,  so  sind  nur  die  beiden  Fälle 
denkbar,  dass  entweder  alle  übrigen  Gleichungen  nach  Einsetzung  jener 
Lösungen  identisch  erfüllt  werden,  oder  dass  sie  den  benutzten  wider- 
sprechen. Der  letztere  Fall  ist  aber  hier  ausgeschlossen,  da  alle  unsere 
Gleichungen  Lösungen  ein  und  derselben  Differentialgleichung  und  als 
solche  gleichberechtigt  sind  zur  Lösung  des  physikalischen  Problems; 
dieselben  müssen  also  —  die  Beobachtungen  als  absolut  genau  und  unsere 
Voraussetzungen  als  vollständig  erfüllt  angesehen  —  durch  die  Lösungen 
der  7  gewählten  Gleichungen  erfüllt  werden,  d.  h.:  sie  sind  eine  Folge 
.derselben.  Wir  haben  somit  unter  allen  aufgestellten  Gleichungen  höch- 
stens 7  unabhängige  und  diese  reichen  zur  Bestimmung  der  8  Unbekann- 
ten, insbesondere  von  T  nicht  hin,  folglich  lässt  sich  mit  Hilfe  der  bis- 
her angegebenen  Anordnungen  des  Versuchs  unser  Problem  überhaupt 
nicht  lösen. 
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Es  fragt  sich  nun,  ob  die  beschriebenen  alle  möglichen  oder  alle 
brauchbaren  Anordnungen  sind?  Wir  haben  die  Stäbe  I  und  II  unbeein- 
flusst,  hierauf  I  unter  Einwirkung  von  II,  und  JI  unter  Einwirkung  von 
I,  sowohl  bei  natürlicher,  als  umgekehrter  Lage  des  beeinflussenden 
Stabes  schwingen  lassen.  Es  bleibt  daher  nur  noch  die  Anordnung  des 
Versuches  übrig,  dass  man  den  schwingenden  Stab  umkehrt  und  seine 
Lage  durch  den  Einfluss  des  andern  Stabes  zu  einer  stabilen  Gleich- 
gewichtslage macht.  Dieser  Anordnung  entsprechend ,  würde  man  Gleich- 
ungen erhalten,  in  denen  noch  die  Combinationen  — mT+  &  und  — JtT  +  0 
vorkommen.  Aber  der  praktischen  Verwerthung  dieser  Anordnung  stellen 
sich  grosse  Schwierigkeiten  entgegen;  denn  um  zu  bewirken,  dass  die 
umgekehrte  Lage  des  aufgehängten  Stabes  eine  stabile  Gleichgewichtslage 
werde  —  was  unbedingt  erforderlich  ist,  wenn  man  denselben  Schwing- 
ungen will  ausführen  lassen  — ,  müsste  man  den  beeinflussenden  Magnetstab 
so  nahe  heranbringen ,  dass  man  den  Abstand  B  ihrer  Mittelpunkte  nicht 
mehr  als  sehr  gross  gegen  die  Dimensionen  der  Nadeln  ansehen  könnte; 
man  müsste  dann  von  vornherein  aach  solche  Glieder  mit  in  Rechnung 
ziehen,  die  höhere  als  die  fünfte  Potenz  von  M  im  Nenner  enthalten, 
und  man  würde  dann  gar  nicht  auf  eine  Gleichung  kommen,  die  den 
von  uns  aufgestellten  entspräche;  es  würde  vielmehr  die  Differential- 
gleichung der  Bewegung  so  complicirt  werden,  dass  wir  sie  für  unsern 
Zweck  gar  nicht  brauchen  können.  Diese  Anordnung  des  Versuches  ist 
demnach  als  eine  unbrauchbare  auszuschliessen ,  und  wir  haben  somit  in 
den  vorher  aufgestellten  Gleichungen  wirklich  alle ,  die  wir  überhaupt  für 
die  Schwingungsdauer  mit  Nutzen  aufstellen  können.  Da  wir  nun  ge- 
sehen haben,  dass  wir  mit  diesen  das  Problem  noch  nicht  lösen  können, 
so  dürfen  wir  daraus  nunmehr  den  Schluss  ziehen:  Bei  Anwendung  von 
nur  zwei  -  Magnetstäben  reicht  die  Beobachtung  der  Schwingungsdauer 
allein  nicht  aus,  um  die  unbekannten  Grössen,  insbesondere  T  zu 
bestimmen. 

Wenden  wir  dagegen  statt  zweier  drei  Magnetstäbe  an,  so  gelangen 
wir  zum  Ziele.  Haben  wir  drei  Magnetnadeln  I,  II,  III  und  wir  machen 
mit  je  zweien  dieselben  Operationen,  die  wir  bisher  angegeben  haben, 
so  erhalten  wir  jetzt  eine  hinreichend  grosse  Anzahl  von  Combinationen 
der  Unbekannten,  um  diese  daraus  selbst  zu  finden.  Bezeichnen  wir 
jede  dieser  Grössen  mit  der  Nummer  des  Stabes,  auf  den  sie  sich  bezieht, 
als  Index,  so  sind  die  elf  Unbekannten  des  Problems: 

Pn  ***>  f*8»  mi'  OT*>  ***>  wi>   w«i  ws>  ö  und  T 
und    es    liefern    uns    unsere   Gleichungen    die   Werthe  der  zwölf  Com- 
plexe: 
(ii^mg),  (m^j),  (ro2ro8),  (m^),  (m^),  (m,»,),  (m8»3),  (ro^),  (m3w$), 

«r  +  e),  «r  +  e),  (m3T  +  e) 
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und  der  Unbekannten  PifigPg.  Hieraus  aber  ergeben  sich  alle  Unbekann- 
ten selbst  und  wir  erkennen  somit  die  Möglichkeit  der  Lösung  unseres 
Problems. 

Um  wirklich  zu  derselben  zu  gelangen ,  schlagen  wir  folgenden  Weg 
ein:  Nachdem  wir  die  Trägheitsmomente  auf  die  von  Gauss  angegebene 
Weise  berechnet  haben,  stellen  wir  die  Gleichungen  auf: 

'l  r2  '3 

aus  denen  wir  leicht  finden 

_JB5(^-«,)-JB,i(^-a,)_ 
1    *  2  (*»-*'*)  ~    "  * 

Auf  ebendieselbe  Weise  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Stube  I  nnd  II  durch 
I  nnd  III,  resp.  III  und  II  ersetzen, 

ffl  m  _  ■B5(4a-",)--R'5(-'',s-V   _  p 
m,B,s 2(Ä>-2J") P«" 

Hieraus  folgt  aber 

mi  +  r    />23  '  m»-+//    />l3  >  *-+/'    Pii  • 

Ferner  erhalten  wir  ohne  Weiteres  aus  unseren  Gleichungen 

ai  ~  "2  =  (mi  —  mi) T»     öi  —  "s  =  (OTi  ~  ms) T»     rt*  —  "3  =  (ws  —  ws) T 
und  daher  ist 

T=  al  —  a*  =al  —  n:\  _  q2"-fl3 
fWj  —  IW  j        Wt  j  —  JWjj        IWg  —  W3 

Meine  nach  dieser  Methode  in  der  magnetischen  Warte  zu  Leipzig 
angestellten  Beobachtungen  ergaben  nun  für  die  auf  unendlich  kleine 
Schwingungen  jreducirten  Schwingungszeiten  der  Stäbe: 


I  unter  Einfluss 

von  II  in  einer 

Entfernung  E  =  1 500  mm 

J12  =  22,088 8, 

I      „ 

?» 

77       Hl     77             «» 

. 

12  =  1500 

T18  =22,015, 

III      „ 

» 

„        H    ..     .    v 

7 

U  =  1500 

r82- 17,346; 

I      „ 

» 

„        Um          „ 

1 

Ä=1700 

ri8=22,ll2, 

I      „ 

» 

»       111     »»             7t 

7 

#  =  1800 

2^5=22,087, 

III      „ 

>i 

77          **     «           V 

, 

£'=1779 

7^=17,434; 

I  unbeeinflusst 

f,  =  22,226, 

'  II 

<2=  19,449, 

III        .     „ 

*8  =  17,564. 

Ferner  war 
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^  =  4989928000,    ^  =  5723196526,    p,  =  5576576390, 
und  hieraus  folgt 

</,=   99680739,        a2  =  149328240,       as=  171410782; 
Au  =  100945279,      An  =  101616779,      Jn  =  175928380;    ' 
^'12  =  100726000,     J\3  =  100954395,     ^32  =  174084333. 
Nach  Einsetzung  dieser  Werthe  in  unsere  Formeln  ergiebt  sieb  aber 

m,  =  51534782,     iw2=  79411373,     mz  =  91771000 
und    hieraus   erhalten  wir  endlich  gemäss  unseren  drei  obigen  Formeln: 

(1,2):   T  =  1,78115;     (1,3):  T  =  l,7839;     (2,3):   T  =  l,786; 
Werthe,  denen  zu  Grunde  liegen  als 

Einheit  der  Masse:   das  Milligramm, 
„  „     Länge:  das  Millimeter, 

„  „     Zeit:  die  Secunde  mittlerer  Zeit. 

Will  man  nun  mit  zwei  Magneten  auskommen,  so  bleibt  Nichts  Übrig, 
als  das  Verhältniss  der  Torsionskraft  0  zu  den  magnetischen  Kräften 
durch  einen  Ablenkungsversuch  zu  bestimmen.  Es  ist  aber  nach  der 
Gauss' sehen  Bezeichnung  _ 

Füge  ich  diese  Gleichung  noch  unserem  früher  besprochenen  System  von 
sieben  Gleichungen  hinzu,  so  kann  ich  nunmehr  die  acht  Unbekannten 
ft...T  bestimmen. 

Bei  meinen  nach  dieser  Methode  angestellten  Beobachtungen  habe 
ich  es  nichtsdestoweniger  vorgezogen,  auch  hier  drei  Magnetstäbe  anzu- 
wenden, jedoch  lediglich,  um  eine  intensivere  Einwirkung  auf  den 
schwingenden  Stab  zu  erhalten.  Ich  beeinflusste  den  schwingenden  Stab 
gleichzeitig  durch  zwei  Stäbe  II  und  III,  von  denen  ich  den  einen  nörd- 
lich, den  andern  südlich  in  der  früher  angegebenen  Weise  anbrachte, 
und  die  dann  zusammen  wie  Ein  Magnet  von  grösserer  magnetischer 
Kraft  wirkten.     Für  diese  Anordnung  des  Versuches  besteht  dann  (wenn 

u 

ich   allgemein   =  a  und    1  +  a,  =  cx ,    1  +  or2  =  c% ,    1  +  a8  =  cs    setze, 

t>  —  u 

ausserdem    beide   Stäbe    in   gleichem  Abstände  R  auf  die  schwingende 

Nadel  wirken  lasse)  die  Gleichung 


erändertem  R 

1  aus  den  Gleichungen  für  die  unbeeinflusst  schwing 

"*   ^  DigitizedbyG 
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und  nach  verändertem  E 


23 

Hieraus  und  aus  den  Gleichungen  für  die  unbeeinflusst  schwingende  Nadel 
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also 

Ferner  ist 
folglich 


"t(«,  +  »J=     — ■       2{Ii*-B'*)  =(' 

,  C 

*  '     s      ml 

K  +  ms)T=   8  *^  3  », 


«* 


Da  nun  Twj  =  —  ist,  so  erhalten  wir  hieraus  endlich 


+  V         C.c1ete%      * 


Bezeichnen  wir  mit  rf  und  rf*  die  Entfernung  derjenigen  Th  eilst  riebe 

der  Scala,    deren  Spiegelbilder  bei  den  veränderten  Gleichgewichtslagen 

der   magnetischen  Axe  im  Fadenkreuz  erscheinen  (je  nachdem  man  den 

Torsionskreis  um  +  ©°  oder  — 1>°  gedreht  hat)  von  dem ,  welcher  bei  der 

ursprünglichen   darin   stand,   und  mit  r  den  Abstand  der  Scala  von  der 

u 

Drehungsaxe ,  so  erhalten  wir  die  Grössen  et  = aas  der  Formel 

v  —  u 

(d+<f  )1S0° 
a""4r«p°-((/+(f)l800. 
Es  war  nun  die  Schwingungsdauer  von  I  unter  dem  Einflüsse  der  Nadeln 
II  und  III  bei  einer  Mittelpunktsentfernung 

Är=1500mm  755  =  21,783«, 
2*'=  1300       7"^  =  21,385. 
Die  Ablenkungsversuche  ergaben  für  r  =  10°  und  r  =  2H3mm" 
rfJ  =  226mm,     d,1  =  228mm, 
^  =  205,  <f8  =  2l5, 

d8  =  187,         €f8=197. 
Hieraus  folgt  aber 

q  =  2,0552,     cs=  1,90445,     c8=  1,7646, 
A^  =  103981580,     a'^  =  107690000, 
also  endlich 

T=  1,8067. 

Dieser  Werth  weicht  von  den  oben  gefundenen  allerdings  etwas  mehr  ab, 
als  jene  von  einander.  Es  finden  sich  aber  unter  den  von  Gauss  an- 
gegebenen Beobachtungsresultaten  —  die  er  nach  seiner  Methode  gefun- 
den —  Abweichungen ,  die  der  ansrigen  gleich  kommen ,  ja  dieselbe  noch 
tibertreffen ,  und  hieraus  scheint  mir  hervorangehen ,  dass  die  soeben  aus- 
einandergesetzten Methoden  jener  gegenüber  durchaus  nicht  als  unbrauch- 
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bar  zu  verwerfen,  vielmehr  derselben  als  gleichberechtigt,  ja  die  erstere 
sogar  nach  dem  anf  S.  272  Gesagten  —  vielleicht  als  zu  genaueren  Re- 
sultaten befähigt  an  die  Seite  zu  setzen  sind. 

Weidebrunn.  Dr.  A.  Pfannstirl. 


XXTT.    Ueber  die  Aehnlichkeitspunkte  der  Kugeln  einer  Dupin'schen 

Kugelschaar. 

Untersuchungen  über  die  Lage  der  Aehnlichkeitspunkte  von  drei  und 
vier  beliebigen  Kugeln  sind  in  allgemeinster  Weise  durchgeführt;  man 
findet  sie  in  Geisels  „Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie'4,  V  §  17 
und  in  Reye's  „Synthetischer  Geometrie  der  Kugeln'4  §  13. 

Die  Configuration  der  Aehnlichkeitspunkte  von  mehr  als  vier  belie- 
bigen Kugeln  bietet  wenig  Interesse;  dagegen  scheint  mir  die  Anordnung 
der  Aehnlichkeitspunkte  der  Kugeln  irgend  einer  Kugelschaar  einer  Unter- 
suchung werth  zu  sein.  Im  Folgenden  soll  eine  Dupin'sche  Kugelschaar 
untersucht  werden,  d.  h.  die  Schaar  der  Kugeln,  welche  drei  gegebeue 
Kugeln  berühren.  (S.  Dupin's  „Applications  de  geomelrie  etc.",  Paris  1822, 
S.  200.) 

Alle  Kugeln  einer  Dupin'schen  Schaar  haben  eine  gemeinschaft- 
liche Durchmesserebene;  wir  werden  also  die  uns  vorgesetzte  Aufgabe 
folgendermassen  fassen:  Es  sind  zwei  Kreise  in  einer  Ebene  gegeben  und 
alle  sie  berührenden  Kreise  einer  Schaar;  die  Anordnung  ihrer  Aehnlich- 
keitspunkte soll  untersucht  werden. 

Wir  beschränken  uns  auf  folgenden  Fall: 

Die  beiden  gegebenen  Kreise  schliessen  einander  ein  und  die  be- 
rührenden Kreise  schliessen  den  innern  Kreis  aus.  Die  Berührungspunkte 
eines  veränderlichen  Kreises  mit  den  beiden  festen  Kreisen  liegen  mit 
dem  innern  Aehnlichkeitspunkte  der  festen  Kreise  stets  in  gerader  Linie 
(wie  bekannt) ;  denn  jeder  äussere  Aehnlichkeitspunkt  dreier  Kreise  liegt 
mit  den  beiden  ihm  nicht  zugehörigen  inneren  in  einer  Geraden. 

Die  Indices  1,  2,  3,  4  mögen  sich  beziehen  resp.  auf  die  beiden 
festen  Kreise  und  zwei  dieselben  berührende  Kreise;  A  bezeichne  einen 
äussern,  J  einen  innern  Aehnlichkeitspunkt. 

Die  vier  Berührungspunkte  je  zweier  Kreise  mit  den  festen  Kreisen 
sind,  wie  bekannt,  Punkte  eines  Kreises;  also  ist  ^13^14/M/M  ein  Kreis- 
viereck. 

Die  Verbindungslinien  AIZ  Au  und  Jn  Ju  schneiden  sich  in  einem 
Pnnkte  der  Potenzaxe  der  beiden  festen  Kreise ,  denn  Au  Au  X  Au  Al3 
=  ^34^84  X  ^84^83  drückt  die  Gleichheit  der  Potenzen  des  gedachten  Schnitt- 
punktes in  Bezug  auf  die  festen  Kreise  aus.     (Heye  a.  a.  0.  §  15,  139.) 

Dieser  Schnittpunkt  ist  aber  äusserer  Aehnlichkeitspunkt  der  be- 
rührenden Kreise  3  und  4;  denn  Au  muss  erstens  mit  A1Z  und  Au  in  einer 
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Geraden  liegen,  weil  die  äusseren  Aehnlichkeitspnnkte  dreier  Kreise  in 
gerader  Linie  liegen;  zweitens  mnss  Au  mit /23  und  724,  nämlich  mit  den 
beiden  nicht  zugehörigen  inneren  Aehnlichkeitspunkten  in  gerader  Linie 
liegen. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Die  äusseren  Aehnlichkeitspnnkte  je  zweier  Kreise,  welche  zwei 
gegebene,  sich  einschliessende  Kreise  so  berühren,  dass  der  innere 
Kreis  ausgeschlossen  wird,  liegen  auf  der  Potenzaxe  der  beiden  festen 
Kreise. 

Um  nun  über  die  Lage  der  inneren  Aehnlichkeitspnnkte  Anfschlass 
zu  erlangen,  halten  wir  einen  der  berührenden  Kreise  fest  und  sehen 
zu,  was  für  eine  Linie  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  für  diesen  festen 
und  einen  veränderlichen  Kreis  beschreibt. 

Der  sich  fortbewegende  Mittelpunkt  CA  beschreibt  eine  Ellipse,  deren 
Brennpunkte  Ct  und  C2  sind  und  deren  grosse  Axe  gleich  ist  der  Summe 
der  Radien  der  festen  Kreise.  Nun  sind,  nach  der  Definition  der  Aehn- 
lichkeitspnnkte, C8,  C4,  JUi  Au  vier  harmonische  Punkte.  Da  nun  £'3  ein 
fester  Punkt  einer  Ellipse,  C4  ein  variabler  derselben  ist  und  Au  eine 
Gerade  beschreibt,  so  mnss  der  variable  Punkt  J84  auf  der  Polare  des 
variablen  Punktes  Ju  in  Bezug  auf  die  genannte  Ellipse  liegen.  JM  ist 
also  der  Schnitt  zweier  entsprechender  Strahlen  projectivischer  Strahlen- 
büschel, von  denen  der  eine  Cz  zum  Mittelpunkte  hat  und  der  andere 
den  Pol  der  Potenzaxe  der  festen  Kreise  in  Bezug  auf  die  Ellipse.  (Vergl 
einen  allgemeinen  Satz  in  Reye's  „Geometrie  der  Lage",  I  S.  84.) 
C3  selbst  ist  einer  der  inneren  Aehnlichkeitspnnkte. 
Wir  können  also  folgenden  Satz  aussprechen: 

Die  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  je  zweier  Erzeugungskugeln  der 
ersten  Art  einer  Dupin' sehen  Ringcyciide*  liegen  auf  der  äusseren 
Potenzaxe  derselben,  und  die  inneren  Aehnlichkeitspnnkte  erzeugen 
eine  Schaar  von  Ellipsen,  welche  in  der  einen  Symmetrieebene  der 
Cyclide  liegen,  alle  durch  einen  Pnnkt  gehen  und  die  Ellipse  der 
Kugelmittelpunkte  in  je  einem  Punkte  berühren. 

Für  den  Fall  der  Ringfläche  erhält  man  eine  Schaar  congruenter 
Kreise,  welche  sich  im  Mittelpunkte  der  Fläche  schneiden. 


*  Die  Cyclide  ohne  Knotenpunkte  und  ohne  Cuepidalpunkt. 
Strassburg  i.  E.  Dr.  Kröbbb. 
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XIV. 
Ueber  einige  Eigenschaften  des  Cylindroid». 

Von 

Dr.  J.  B.  Goebel. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  1—7. 


In  meiner  Dissertation  „Die  wichtigsten  Sätze  der  neueren  Statik"* 
sind  einige  Anwendungen  mechanischer  Principien  anf  geometrische  Pro- 
bleme enthalten,  die  sich  auf  eine  gewisse  Fläche  dritter  Ordnung,  das 
Cylindroid,  beziehen.  Im  gegenwärtigen  Aufsatze  sollen  —  theilweise 
nach  derselben  Methode,  die  jenen  Ent Wickelungen  zu  Grunde  gelegen  — 
einige  Beziehungen  abgeleitet  werden,  die  einestheils  für  die  Curven 
zweiter  und  dritter  Ordnung,  welche  auf  dem  Cylindroid  liegen,  anderer- 
seits für  manche  Aufgaben  der  Statik  von  Wichtigkeit  sind. 

Damit  die  Arbeit  als  unabhängiges  Ganzes  erscheine,  dürfte  es  sich 
empfehlen,  eine  kurze  Erläuterung  einiger  der  vorkommen  den,  glicht  all  er- 
warte gebräuchlichen  Begriffe  vorauszuschicken.  Namentlich,  wird  es  auf 
die  Definitionen  ankommen,  welche  S.  10  der  citirten  Schrift  gegeben  sind. 

„Wir    nennen    die    Vereinigung  ««Wir    nennen    die    Vereinigung 

einer  Einzelkraft  von  der  Richtungs-  einer  gleichförmigen  Rotationsbewe- 
linie  «  und  eines  Kräftepaares  in  gung  um  eine  feste  Gerade  l  mit 
der  Normalebene  dieser  Richtungs-  einer  gleichförmigen  Translations- 
linie einen  Wind  er.  bewegung    parallel  dieser  Geraden 

eine  Windung. 

Die  Richtungslinie  et  der  Einzel-  Die  feste  Gerade  1,   um  welche 

kraft  heisst  die  Axe  des  Winders.      die  Rotationsbewegung  erfolgt,  heisst 

die  Axe  der  Windung. 

Das  Verhältnis»  p  des  Moments  Das    Verhältniss    q    der    Trans« 

M  des  Kräftepaares  zu  der  Inten-  lationsgeschwindigkeit  u  zur  Rota* 
sität  a  der  Kraft  nennt  man  den  tionsgeschwindigkeit**  /  nennt  man 
Pfeil  des  Winders.  den  Pfeil  der  Windung. 


*  Verlag  von  Meyer  &  Zeller,  Zürich. 

**  Die  Rotationsgeschwindigkeit  ist  in  Theilen  eines  Kreisbogens  vom  Radius 
Eins  auszudrücken. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Physik  XXV,  5.  19 
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M  u 

Denkt  man  sich  nur  die  Axe  und  Denkt  man  sich  nur  die  Axe  und 

das  charakteristische  Verhältniss  p  das  charakteristische  Verhältnißs  q 
des  Winders,  so  hat  man  den  Begriff  der  Windung,  so  hat  man  den  Begriff 
der  „Schraube"  des  Winders.4'        der   „Schraube"   der  Windung." 

Der  Pfeil  p  des  Winders  «r  soll  Der  Pfeil  q  der  Windung  A  soll 

positiv  oder  negativ  in  Rechnung  positiv  oder  negativ  eingeführt  wer- 
gebracht  werden,  je  nachdem  einem  den,  je  nachdem  einem  in  derRich- 
in  der  Richtung  der  Intensität  a  über  tung  der  Translationsgeschwindig- 
die  Axe  er  hinblickenden  Beobachter  keit  u  über  die  Axe  A  hinblickenden 
der  Drehungssinn  des  Momentes  M  Beobachter  der  Sinn  der  Rotations- 
dem  Drehungssinn  des  Uhrzeigers  geschwindigkeit  /  dem  Drehungssinn 
gleich  oder  entgegengesetzt  erscheint,  des  Uhrzeigers  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt erscheint. 
Für  die  mechanische  Arbeit,  welche  ein  Winder  «  gegenüber  einer 
Windung  A  leistet,  lässt  sich  leicht  ein  einfacher  Ausdruck  ableiten. 
Behält  man  nämlich  die  obige  Bezeichnungsweise  der  mechanischen 
Bestimmungselemente  von  Winder  und  Windung  bei  und  wird  ausserdem 
unter  3  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  Axen  o  und  A,  unter  «9  der 
Winkel  verstanden,  welchen  dieselben  miteinander  bilden,  so  ergieht  sich, 
dass  die  gesuchte  Arbeit 

1)  j4  =  al\(p  +  q)cos(o  +  d  $tnco\. 

Bei  Herleitung  dieses  Ausdruckes  wurden  zur  Bestimmung  des  Winkels 
00  als  massgebende  Richtungen  der  Axen  «  und  A  die  Richtung  der 
Intensität  d  und  die  Richtung  der  Translationsgeschwindigkeit  u  resp. 
angenommen.  Vorausgesetzt  ist  sodann ,  dass  ein  in  der  kürzesten  Ent- 
fernungslinie der  beiden  Axen  hinblickender  Beobachter,  welcher  beide 
Axen  vor  sich  hat,  bei  der  Zählung  des  fraglichen  Winkels  von  der  ent- 
fernteren der  massgebenden  Richtungslinien  im  Sinne  des  Uhrzeigers  zur 
näheren  übergeht.* 

Man  ersieht,  dass  jener  Ausdruck  für  die  mechanische  Arbeit  zunächst 
der  Intensität  und  Rotationsgeschwindigkeit  von  Winder  und  Windung 
proportional,  sodann  aber  von  einem  Factor  abhängig  ist,  der  sich  aus 
Elementen  zusammensetzt,  die  sich  nur  auf  die  zugehörigen  beiden 
Schrauben  beziehen.     Mit  Hinsicht  auf  den  Factor 

(p  +  q)  cos  (o  +  d  sin  co, 
den  man  gewöhnlich  als  den  virtuellen  Coefficienten  der  Schrauben 
a  und  A  bezeichnet,  ist  es  offenbar  gleichgiltig,  welche  der  beiden  Schrau- 
ben als  Winder  und  welche  als  Windung  aufgefasst  wird.     Schrauben, 

*  Bei  der  8.  20  der  Dissertation  gegebenen  Definition  ist  vorausgesetzt,  dass 
die  Schraube  des  Winders  die  dem  Beobachter  näher  liegende  jrt.£ 
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deren  virtueller  Coefficient  gleich  Null  igt,  heissen  einander 
reciprok.  Zwischen  solchen  zwei  Schrauben  kann  keine  mechanische 
Arbeit  geleistet  werden,  welche  Winder,  bez.  Windungen  auch  in  den- 
selben gedacht  werden. 

Wir  wollen  zwei  elementare  Fälle  der  Reciprocität  zweier  Schrauben 
hier  anführen. 

1.  Zwei  Schrauben,  deren  Axen  sich  rechtwinklig  schneiden  (od  =  90°, 
cf  =  0)  sind  reciprok,  und  zwar  findet  dies  unabhängig  von  den  Pfeilen 
p  und  q  statt. 

2.  Zwei  Schrauben  von  entgegengesetzten  Pfeilen  (q  =  —  p) ,  deren 
Axen  sich  schneiden  (d  =  0)  oder  einander  parallel  sind  (a>  =  0),  sind 
reciprok. 

Die  Zusammensetzung  zweier  Winder  von  variirendem  Intensitäten- 
verhältniss  führt  auf  eine  Unendlichkeit  von  Windern,  deren  Axen  in 
ihrer  Gesammtheit  die  bereits  erwähnte  Cylindroidfiäche  bilden.  Das 
Gleiche  gilt  von  der  Zusammensetzung  zweier  Windungen.* 

Am  einfachsten  gelangt  man  zur  Gleichung  der  Fläche,  indem  man 
von  zwei  Windern  cc  und  ß  ausgeht,  deren  Axen  sich  rechtwinklig 
schneiden.  Die  zugehörigen  Pfeile  seien  pa  und  pp.  Denkt  man  sich 
dann  die  Axe  a  als  ar-Axe,  die  Axe  ß  als  y-Axe  und  demnach  die 
diese  beiden  Axen  rechtwinklig  schneidende  Gerade  als  z -Axe,  so  zeigt 
man  leicht,  dass  die  Axe  jedes  aus  der  Zusammensetzung  der  Winder  or 
und  ß  resultirenden  Winders  die  z-Axe  jenes  Coordinatensystems  senk- 
recht schneiden  muss.  Wird  mit  q>  der  Winkel  bezeichnet,  welchen 
irgend  eine  resultirende  Axe  $  mit  der  or-Axe  einschliesst,  so  berechnet 
sich  der  zugehörige  Abstand  z  jener  Axe  q  von  der  xy-  Ebene  nach  der 
Formel 

2)  z=p  sin<pcosq>y 

worin  abkürzungsweise  p  für  die  Differenz  pa~Pf  gesetzt  ist.  Diese  Form 
zeigt,  dass  die  resultirenden  (d.  h.  die  Fläche  bildenden)  Axen  sich  in 
gleichen,  aber  entgegengesetzten  Abständen  +  z  symmetrisch 
zur  X-  und  «/-Axe  gruppiren  und  dass  im  Allgemeinen  jede  zur  xy- Ebene 
parallele  Ebene  zwei  Axen  enthält,  welche  symmetrisch  zu  den  (durch 
die  2 -Axe  gehenden)  45°- Ebenen  liegen.  Diese  Axenpaare  sind  jedoch 
nur  für  solche  jener  Parallelebenen  reell,   deren  Abstand  von  der  xy- 

Ebene  kleiner  als  +  -x-  ist.    Die  «-Axe  ist  eine  Doppelgerade  der  Fläche. 

y 

Eliminirt  man  zwischen  der  obigen  Gleichung  und  der  Beziehung  —  =  tg(p 

x 


*  Vermöge  der  resultirenden  Windung  nimmt  ein  beliebiger  Punkt  des  Rau- 
mes in  jedem  Momente,  nach  Grösse  and  Richtung,  die  Resultirende  seiner  Ge- 
schwindigkeiten an,  welche  der  betreffende  Punkt  vermöge  der  componirenden 
Windungen  haben  würde. 
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den  Winkel  qp,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Cylindroids  in  der 
Form 

3)  z(x*  +  y*)=pa:y.* 

Für  den  Pfeil  p9%  welcher  einer  Axe  q  der  Fläche  entspricht,  ergiebt 
sich  die  Relation 

4)  p9  =  pa  cos2  <p+Pß  sin2  <p , 

welche  u.  A.  ersehen  lässt,  dass  je  zwei  Axen,  die  symmetrisch  (also  in 
gleichen  Abständen  +  z)  zur  x-  und  y-Axe  liegen,  der  gleiche  Pfeil  zu- 
geschrieben werden  muss. 

Die  Axen  der  beiden  Winder  et  und  ß  nennen  wir  die  Haupt- 
axen  der  Flüche.  Dass  wirklich  die  Zusammensetzung  je  zweier  Win- 
der auf  ein  Cylindroid  führt,  zeigt  man  dadurch,  dass  man  für  solche 
zwei  Winder  die  Existenz  jener  beiden  Hauptaxen,  d.  h.  der  Fläche 
nachweist. 

Das  Princip  der  Mechanik ,  dass  die  Arbeit  der  Resultirenden  gleich 
der  Summe  der  Arbeiten  der  Componenten  ist,  führt  zu  dem  wichtigen 
Satze : 

„tiine  Schraube  A,  welche  zu  zwei  anderen  Schrauben  at  und  oy 
reeiprok  ist,  ist  zu  allen  Schrauben  des  durch  a,  und  or2  bestimmten 
Cylindroids  reeiprok.** 

Die  Axe  einer  solchen  „zum  Cylindroid  reeiproken*1  Schraube  A,  die 
den  Pfeil  p  haben  möge,  wird  die  Fläche  im  Allgemeinen  in  drei  Punk- 
ten —  d.  h.  drei  Cylindroidaxen  —  schneiden.  Wird  der  Pfeil  einer 
solchen  Axe  a  mit  q,  der  Winkel,  unter  welchem  dieselbe  gegen  die  Axe 
A  geneigt  ist,  mit  o  bezeichnet,  so  kann  die  Reciprocitätsbedingung  hin- 
sichtlich der  beiden  Schrauben  a  und  A  geschrieben  werden 

(p  +  q)  cos  G)  =  0. 
Die  Gleichung   lässt   ersehen,   dass   die  Axe  jeder  zum  Cylindroid  reei- 
proken Schraube  stets  eine  Axe  der  Fläche  rechtwinklig  und  ausserdem 
—  im  Falle  dreier  reellen  Schnittpunkte  —  zwei  Axen  gleichen  Pfeils 
schneidet. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  wollen  wir  zunächst  zur  Betrachtung 
der  auf  dem  Cylindroid  liegenden  Curven  zweiter  Ordnung  über- 
gehen. 

Da  das  Cylindroid  eine  Fläche  dritter  Ordnung  ist,  so  muss  jede 
Ebene,  welche  die  Fläche  in  einem  Kegelschnitte  schneidet,  auch  eiue 
Erzeugende  (Axe)  des  Cylindroids  enthalten.  Denken  wir  uns  nun  durch 
die  Erzeugende   a**   eines   gegebenen  Cylindroids  eine  Ebene  E  gelegt, 

*  Der  Factor  p  kann,  wie  es  im  Ferneren  geschieht,  ohne  dass  die  Allgemein- 
heit der  Betrachtungen  beeinträchtigt  wird,  stets  als  positiv  vorausgesetzt  werden. 
**  Wir*  wollen  im  Ferneren  diejenige  Erzeugende,  welche  mit  der  x-  Axe  den 
Winkel  a,  resp.  180  +  a  bildet,  kurz  als  „Erzeugende  a"  bezeichnen;  nur  dann, 
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so  berührt  dieselbe  die  Fläche  in  einem  leicht  angebbaren  Punkte  der 
Geraden  ct.  Schneidet  nämlich  die  Ebene  E  die  Erzeagende  180— a 
(gleichen  Pfeils)  im  Punkte  AJ9  und  legt  man  durch  diesen  Punkt  eine 
Normalebene  N  zur  Erzeugenden  a,  so  schneidet  die  Ebene  iV  die  Er- 
zeugende a  im  Berührungspunkte  A  der  Ebene  E* 

Der  Neigungswinkel  der  Ebene  E  gegen  die  z-Axe  sei  mit  fi  be- 
zeichnet. Ueber  den  Sinn  desselben  wollen  wir  später  Festsetzung  treffen. 
Vorläufig  möge  unter  fi  einfach  der  spitze  Winkel  gedacht  sein,  unter 
welchem  die  Ebene  E  gegen  die  z-Axe  geneigt  ist.  Berücksichtigt  man 
nun,  dass  die  (in  der  z-Axe  gemessene)  Distanz  der  Erzengenden  a  und 
180  — a  (Fig.  1)  zufolge  Gleichung  2)  durch  p  sin  2  et  ausgedrückt  werden 
kann,  so  ist  ersichtlich,  dass  das  (im  Grundriss  gemessene)  Stück  AAX 
zwei  Werthen  gleichgesetzt  werden  darf: 

AAX  =  ÖJl$in2a=p  sin2ct  lg^t 
woraus  folgt 

0Jl=p(g(i. 

Nun  muss  jede  Gerade,  welche  den  Punkt  Ax  der  Erzeugenden 
180  —  a  mit  irgend  einem  Punkte  der  Erzeugenden  a  verbindet,  offenbar 
auch  einen  Punkt  der  Schnittcurve  der  Ebene  E  mit  dem  Cylindroid  ent- 
halten. Erinnert  man  sich  aber,  dass  jede  solche  Gerade  —  da  sie  zwei 
Axen  gleichen  Pfeils  schneidet  —  als  Axe  einer  zum  Cylindroid  reeipro- 
ken  Schraube  betrachtet  werden  kann  und  also  noch  eine  weitere  Cylin- 
droid erzeugen  de  (in  einem  Punkte  der  gesuchten  Schnittcurve)  recht- 
winklig schneiden  muss,  so  sieht  man  sofort,  dass  der  Grundriss  jener 
Schnittcurve  ein  über  der  Strecke  0AX%  als  Durchmesser,  stehen- 
der Kreis  ist. 

Unseren  Zwecken  dienlich  ist  es,  hier  die  Bemerkung  zu  machen, 
dass  der  Winkel  AO Ax  höchstens  gleich  90°  sein  kann. 

I.  Es  werden  demnach  die  Grundrisse  der  Punkte  A  und  Ax  durch 
die  x-  oder  die  y-Axe  getrennt  sein,  je  nachdem  die  Erzeugende 
a  (also  auch  die  Erzeugende  180— a)  mit  der  x-  oder  mit  der 
y-Axe  den  kleineren  Winkel  bildet. 

Wir  wollen,  ehe  wir  die  Polargleichung  jenes  Kreises  anschreiben, 
noch  die  bezüglich  des  Sinnes  des  Neigungswinkels  p  nöthige  Unterschei- 
dung treffen. 

Es  ist  nützlich ,  zunächst  mit  Hinsicht  auf  den  Neigungswinkel  einer 
beliebigen  Geraden  gegen  die  z-Axe  die  entsprechende  Unterscheidung 
festzustellen. 


wenn  eine  Unterscheidung  geboten  erscheint,  soll  von  „Radien  vectoren  a  und 
180 +  a"  die  Rede  sein. 

*  Man  weist  nämlich  leicht  nach  —  indem  man  die  Gerade  AAX  als  Axe 
einer  zum  Cylindroid  reeiproken  Schraube  betrachtet  — ,  dass  diese  Gerade  die 
Fläche  im  Punkte  A  taugirt.    Vergl.  S  41  der  Dissertat 
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Vorläufig  genügt  es,  den  Betrag  des  spitzen  Neigungswinkels  der 
betreffenden  Geraden  gegen  die  z-Axe,  nach  Massgabe  folgender  Ent- 
scheidung, positiv  oder  negativ  in  die  Rechnung  einzuführen. 

Um  einen  Anhaltspunkt  zu  haben,  fassen  wir  denjenigen  Sinn  der 
Geraden  ins  Auge,  in  welchem  dieselbe  durch  eine  im  positiven  (in  Fig.  1 
angedeuteten)  Sinne  um  die  z-Axe  sich  drehende  Ebene  beschrieben  wird. 
Je  nachdem  nun  in  der  Geraden  dieser  Sinn  mit  dem  Sinne  der  wach- 
senden positiven  z-Coordinaten  übereinstimmt  oder  demselben  entgegen- 
gesetzt ist,  soll  die  Gerade  positiv  oder  negativ  gegen  die 
z-Axe  geneigt  heissen. 

Als  leicht  zu  beweisende  Folge  dieser  Feststellung  führen  wir  u.  A.  an: 

Eine  Gerade,  welche  zwei  Punkte  der  Fläche  verbindet,  deren 
Grundrisse  durch  die  x-Axe  getrennt  sind,  ist  positiv;  eine  Gerade 
dagegen,  welche  durch  zwei  Flächen  punkte  geht,  deren  Grundrisse  durch 
die  y-Axe  getrennt  sind,  ist  negativ  gegen  die  z-Axe  geneigt, 

und  als  wichtige  Specialisirung  hiervon: 
II.  Geraden,    welche   Punkte   von   Axen    gleichen  Pfeils    verbinden, 
haben  positive  oder  negative  Neigung  gegen  die  z-Axe,  je  nach- 
dem die  Grundrisse  der  betreffenden  beiden  Punkte  durch  die  x- 
oder  durch  die  y- Axe  getrennt  sind.     (Vergl.  Anmerk.  *  3.  284.) 

Es  ist  also  z.  B.  die  Gerade  AAl  (vergl.  I,  S.  285)  positiv  oder 
negativ  gegen  die  2 -Axe  geneigt,  je  nachdem  die  Axe  er  mit  der  x-  oder 
mit  der  y-Axe  den  kleineren  Winkel  bildet. 

Im  Anschluss  hieran  läset  sich  auch  für  den  Neigungswinkel  p  der 
Schnittebene  E  die  erforderliche  Unterscheidung  des  Sinnes  leicht  angeben. 

Da  nämlich,  wie  man  leicht  erkennt,  alle  in  einer  solchen  Schnitt- 
ebene liegenden  Geraden,  welche  den  gleichen  Radius  vector  a  (also 
nicht  180  +  *)*  schneiden,  in  gleichem  Sinne  gegen  die  z-Axe  geneigt 
sind,  so  kann  man  die  in  Rede  stehende  Festsetzung  folgendennassen 
treffen : 

Die  Schnittebene  E  soll  mit  Bezug  auf  den  Radius  vector  et 
ihres  Berührungspunktes  A  positiv  oder  negativ  gegen  die  z-Axe 
geneigt  heissen,  je  nachdem  irgend  eine  in  der  Ebene  liegende,  den 
Radius  vector  a  schneidende  Gerade  positiv  oder  negativ  gegen  die  z-Axe 
geneigt  ist. 

Eine  solche  Gerade  ist  z.  B.  AAt.  Mit  Berücksichtigung  der  oben 
angeführten,  für  deren  Neigung  massgebenden  Unterscheidung  gelangt 
man  zu  dem  Resultat: 

Die  Schnittebene  E  ist  mit  Bezug  auf  den  Radius  vector 
a  ihres   Berührungspunktes   positiv  oder   negativ  gegen   die 


*  Die  Geraden  der  Ebene  E,  welche  den  Radius  vector  180 +«  schneiden, 
sind  in  entgegengesetztem  Sinne  gegen  die  z-Axe  geneigt 
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z  Are  geneigt,  je  nachdem  die  Axe  o  mit  der  x-  oder  mitder 
y-Axe  den  kleineren  Winkel  bildet. 

Die  Polargleichung  des  oben  erwähnten  Grund  risskreises  ermittelt 
man  leicht  als 

5)  r*=ptgncos(v  +  a)} 

worin  r  der  Radius  vector  (0  als  Ursprung  angenommen)  eines  beliebigen 
Kreispunktes  und  <p  der  Winkel  ist,  welchen  jener  Radius  vector  mit 
der  positiven  a-Axe  einschliesst. 

Nur  für  die  Werthe  0  und  oo  für  tg\n  findet  ein  Zerfallen  der  Schnitt- 
curve  statt;  im  ersteren  Falle  vertritt  die  Doppelgerade  des  Cylindroids 
deren  Stelle,  im  andern  Falle  kommen  die  Erzeugende  90 — «  und  die 
unendlich  ferne  Gerade  des  Cylindroids  in  Betracht. 

Dem  gewonnenen  Resultate  lässt  sich  folgende  allgemeinere  Fassung 
geben : 

Die  auf  dem  Cylindroid  liegenden  Kegelschnitte  sind 
Ellipsen.  Jeder  Kreiscylinder,  welcher  die  Doppelgerade 
des  Cylindroids  als  Er  Beugende  enthält,  schneidet  die  Fliehe 
in  einer  solchen  Ellipse. 

Wir  werden  im  Ferneren  die  zu  irgend  einer  auf  dem  Cylindroid 
liegenden  Ellipse  x  gehörige  Schnittebene  E  kurz  als  „Ebene  *"  und 
den  zugehörigen  Grundrisskreis  als  „Kreis  %"  bezeichnen. 

Da  jede  Gerade  g  mit  dem  Cylindroid  mindestens  einen  reellen 
Punkt  gemein  hat  (der  etwa  in  der  Erzengenden  9  Hege),  so  ist  es  eine 
8tet6  anwendbare  Methode,  die  Gerade  g  in  Bezug  auf  das  Cylindroid 
festzulegen ,  wenn  ausser  dem  Grundries  derselben  noch  diejenige  Ebene 
x  gegeben  wird,  welche  durch  die  Gerade  g  und  die  Erzeugende  <p  geht. 
Diese  Ebene  ist  aber  dureh  den  zugehörigen  Kreis  x  vollkommen  bestimmt. 

Eine  Gerade  g  ist  demnach  al6  gegeben  zu  betrachten  durch  ihren 
Grundries  und  einen  Kreis  x. 

Wenn  der  Kreis  x  mit  dem  Grundriss  der  Geraden  g  zwei  reelle 
Punkte  gemein  bat,  so  entsprechen  diesen  offenbar  zwei  reelle  Schnitt- 
punkte der  Geraden  g  mit  dem  Cylindroid.  Die  Gerade  schneidet  also 
in  diesem  Falle  die  Fläche  in  drei  reellen  Punkten. 

Die  den  beiden  Kr  eis  punkten  entsprechenden  Flächenpunkte  seien 
(Fig.  2)  mit  Pl  und  P%y  der  dritte  Punkt  (in  welchem  die  Gerade  g  die 
in  der  Ebene  x  gelegene  Cylindroiderzeugende  schneidet)  sei  nunmehr 
mit  P8  bezeichnet.  Die  Erzeugenden,  auf  welchen  die  Punkte  P,,  P%%  P$ 
liegen,  seien  resp.  qpt,  <pt,  a?8.  Denkt  man  sich  nun,  die  Gerade  g 
bewege  sich  in  der  Ebene  x  parallel  sich  selbst,  so  wird  sie  innerhalb 
der  Grenzlagen  m  und  «,  wo  ihr  Grundriss  den  Kreis  x  beziehungsweise 
in  den  Punkten  M  und  N  berührt,  stets  die  Fläche  in  drei  reellen  Punk- 
ten schneiden.  Für  jede  dieser  parallelen  Lagen  der  Geraden  sind  offen- 
bar (im  Grundriss)   die  Kreisbogen   MPX  and  MPt  oder  auch  NPX  und 


288  Ueber  einige  Eigenschaften  des  Oylindroids. 

NP2  einander  gleich.  Es  sind  demnach  anch  z.  B.  die  Winkel  MOf\ 
und  MOP%  einander  gleich.  Sollen  diese  Gleichheiten  durch  die  Winkel 
<pY  und  <p2  ausgedrückt  werden,  so  muss  insbesondere  die  specielle  Lage 
o  der  Geraden  in  Betracht  gezogen  werden ,  wo  der  Grundriss  derselben 
durch  den  Ursprung  0  geht.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  innerhalb  des 
Bereiches  mo  LVl  +  <pt  =  2X0M 

und  innerhalb  des  Bereiches  on 

L  Vi  +  92  =  ixo  A'  =  2 X0M  -  180 
ist.     Es   ist   also   die  Summe   g^  +  p*  im  Allgemeinen  constant;   dieselbe 
differirt  jedoch  fttr  solche  Geraden  g,  welche  durch  die  Gerade  o  getrennt 
sind,  um  180°. 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  für  ebensolche  Geraden  auch  der  dem 
Punkte  P&  entsprechende  Winkel  q>9  um  180°  differirt,  so  ersieht  man, 
dass  die  Summe 

<Pi  +  <JP«  +  <P8 
für  alle  Geraden  g  constant  ist.  Diese  Summe  kann  aber  leicht  bestimmt 
werden.  Wir  wollen  zu  diesem  Zwecke  die  Lage  gr  der  Geraden  (Schnitt- 
punkte: Pf,  Pfy  Pf)  betrachten,  in  welcher  der  Grundriss  derselben 
durch  den  Endpunkt  Pf  des  Durchmessers  geht,  über  welchem  der  Kreis 
x  steht.  Der  Winkel  qp2  ist  in  diesem  Falle  gleich  180  — a?s,  der  Radius 
vector  g>t  Mit  mit  der  kürzesten  Entfernnngslinie  der  z-Axe  und  der 
Geraden  gr  zusammen.  Bezeichnen  wir  demnach  etwa  den  Winkel,  wel- 
chen die  der  Geraden  gr  zugekehrte  Normale*  mit  der  positiven  a;-Axe 
bildet,  mit  er,  so  besteht  die  Relation 

?l  +  Vl  +  Vs  =  180+a. 

Die  Summe  <p,  +  <p8  +  <p3  ist  also  in  diesem  Falle  durch  den  Betrag  des 
Winkels  dargestellt,  welchen  die  der  Geraden  gr  abgekehrte  Normale 
mit  der  positiven  x  •  Axe  bildet.  Offenbar  ist  in  analogen  Fällen  die  der 
Geraden  gr  zu-  oder  abgekehrte  Normale  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Grund- 
risse der  Punkte  Pf  und  Pf  durch  die  x-  oder  durch  die  y-Axe  getrennt 
sind,  d.  h.  (vergl.  II,  S.  286)  je  nachdem  die  Gerade  gr  positiv  oder  ne- 
gativ gegen  die  z-Axe  geneigt  ist.  Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  der 
Geraden  gr  zugekehrte  Normale  für  irgend  eine  der  Geraden  g  zu-  oder 
abgekehrte  Normale  ist,  je  nachdem  diese  Gerade  mit  der  Geraden  gr 
gleiche  oder  entgegengesetzte  Neigung  gegen  die  2 -Axe  hat,  so  folgt 
ganz  allgemein: 

Als  der  Winkelsumme  q>x  +  <p2  +  q>s  entsprechender  Radius 
vector   kommt  die  der  betrachteten    Geraden    g  zu-  oder  ab- 


*  Wird  mit  d  die  kürzeste  Eotfernungslmie  der  Geraden  g  und  der  s-Axe 
bezeichnet,  so  wollen  wir  fernerhin  unter  der  „der  Geraden  g  augekehrten  Nor- 
malen44 den  der  Geraden  g  zugekehrten  Radius  vector  d  verstehen. 
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gekehrte  Normale  in  Betracht,  je  nachdem  die  Gerade  g 
positiv  oder  negativ  gegen  die  z-Axe  geneigt  ist. 

Wir  wollen  nun  (Fig.  3)  mit  rx,  r8,  r8  die  den  drei  Funkten  Pn  P2,  P3 
entsprechenden  Radien  vectoren,  mit  d  den  kürzesten  Abstand  der  Ge- 
raden g  von  der  2- Axe  und  mit  s  den  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen 
die  z-Axe  bezeichnen.  Wird  nunmehr  allgemein  unter  0  der  Winkel 
verstanden,  welchen  die  der  Geraden  g  zugekehrte  Normale  mit  der  posi- 
tiven 2: -Axe  bildet,  so  ergeben  sich  sofort  die  Relationen 

6)  d  =  r1  cos(o  —  q>x)  =  r%cos  (0—  g>9)  =  r3  cos  (0  —  g>3) , 

worin  0  gleich  «Fi+Va  +  qr-g  oder  <p1  +  9a  +  qp3  — 180  zu  setzen  ist,  je 
nachdem  der  Neigungswinkel  $  positiv  oder  negativ  ist.  In  dieser  Gleich- 
ungsreihe ist  beispielsweise  die  Relation  enthalten 

rt       cos(a  —  q>^) 

r2       cos\o  —  q>d' 
worin   offenbar   von   dem  Doppelwerth   der  Grösse  0  abgesehen   werden 
kann.     Es  ergeben  sich  demnach  (wenn  0  etwa  gleich  <Pi  +  78+qp3  gesetzt 
wird)  die  allgemeinen  Beziehungen 

rx  _cos{<Ps  +  q>x)        r3  _ros(ipi+(ps)        r2  ^cosdp^^) 
r%       cos(q>t  +  <p3y      rt       cos(<px  +<pj  *      rs       cos(<p3  +  <pxy 

Wird  nun  etwa  mit  dl2  der  Abstand  der  beiden  Erzeugenden  q>x  und 
98   bezeichnet,   so   kann    z.  B.    das  im  Grundriss  gemessene  Stück  PlPt 
(Fig.  3)  auf  zweierlei  Art  ausgedrückt  werden: 
_   „  sin  (cp.  —  (p9) 

1    *        *  co${o  —  98)         "  * 

=  p  sin  (9,  -  <p2)  cos  (<px  +  <p8)  tg  i ,  * 
woraus  folgt 

A)  rx=pigi  cos(<px  +  <p2)  ro$(0— 9«).** 

Hierin   ist  cos(o  —  98)  =  +  cos(g>x  +  (p3)   zu  setzen,  je  nachdem  *  positiv 
oder  negativ  ist.     Man  kann  demnach  zur  Berechnung  der  Radien  vec- 
toren die  drei  gleichgebauten  Ausdrücke  benützen: 
rx—ptgt  cos  (<px  +  98)  cos  (<p8  +  <px) , 
r9  =  ptg$  cos  (q>2  +  <pz)  cos  (g>x  +  <p2) , 
rs  =P  ig  *  co*  (qpg  +  9^  cos  (<p2  +  <p8) , 
worin  jedoch  s  in  allen  Fällen  positiv  zu  nehmen  ist. 

Setzt  man  in  Gleichung  A)  für  rx  den  aus  der  betreffenden  Gleich- 
ung 6)   hervorgehenden  Werth  ein,   so  entsteht  die  allgemeine  Relation 


*  Es  ergiebt  sich  nämlich,  wie  man  leicht  mittelst  Gleichung  2)  herleitet,  für 
dit  der  Werth  p  sin  9,  -  <pt)  cos (9,  4- <ptV 

**  Offenbar  existirt  auch  die  gleichbedeutende  Relation  r,  =  ptgt  cos  (71  +  91) 
coö(a-9,). 
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7)  d^ptgicosfa  +  yjcosivs+yjcosfa  +  vt), 

worin  natürlich  c  wieder  mit  dem  entsprechenden  Zeichen  einzuführen  ist 
Ein  besonderes  Interesse  hat  die  durch  Gleichung  A)  dargestellte 
Beziehung  dadurch,  dass  mittelst  derselben  die  Gleichung  gewisser,  auf 
dem  Cylindroid  liegender  Curven  dritter  Ordnung  leicht  abgeleitet  wer- 
den kann. 

'  Denkt  man  sich  nämlich  zu  den  beiden  Erzeugenden  a  und  ß  des 
Cylindroids  diejenigen  Transversalen,  welche  einer  gewissen  Ebene  x 
parallel  sind,  so  bilden  diese  Transversalen  die  Erzeugenden  eines  Para- 
boloids,  welches  mit  dem  Cylindroid  die  Erzeugenden  «  und  ß  und  eine 
unendlich  ferne  Gerade,  und  folglich  im  Allgemeinen  noch  eine  Curve 
dritter  Ordnung  gemein  hat. 

Der  dem  Berührungspunkte  der  Ebene  x  entsprechende  Radius 
vector  bilde  mit  der  positiven  a>Axe  den  Winkel  y,  der  Neigungswinkel 
der  Ebene  x  gegen  die  z-Axe  sei  p.  Man  zeigt  nun  leicht)  dass  für 
irgend  eine  zur  Ebene  x  parallele  Gerade  g>  welche  gegen  die  z-Axe 
um  den  Winkel  s  geneigt  sei,  die  Beziehung  gilt 

«< ?S. 

cos(a— y) 
worin,  wie  oben,  0  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  der  Geraden  g 
zugekehrte  Normale  mit  der  positiven  x-Axe  bildet.  In  der  Gleichung 
A)  ist  für  den  Fall  der  erwähnten  Transversalen,  als  der  das  Cylindroid 
schneidenden  Geraden ,  q>%  etwa  gleich  a  t  <ps  gleich  ß  zu  setzen.  Lassen 
wir  noch  überall  die  Indices  Eins  weg,  so  entsteht  —  bei  Berücksichti- 
gung des  obigen  Werthes  für  tge  —  die  Gleichung 

,  .cos{o  —  a) 

r^ptg^cos^  +  a)^—^. 

Hierin   kann,   unbeschadet  der  Doppelwerthigkeit  von   ö,   diese  Grösse 
gleich  <*+ß+q>  gesetzt  werden  und  es  ergiebt  sich 

8)  rcos(a  +  ß  —  y  +  tp)  =  p  lg (i  cos(<p  +  ct)  cos (ip  +  ß). 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  in  Bede  stehende  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  in  den  Erzeugenden  90—  a  und  90  —  ß  die  Doppelgerade  des 
Cylindroids  schneidet  —  im  Grundriss  also  den  Punkt  0  zum  Doppel- 
punkt hat  — ,  vollkommen  bestimmt.  Der  unendlich  ferne  Punkt  dersel- 
ben liegt  in  der  Erzeugenden  <p  =  90  — a  — 0— y.  Wir  werden  später  auf 
die  auf  dem  Cylindroid  liegenden  Curven  dritter  Ordnung  zurückkommen. 
Bevor  wir  zur  Entwickelung  weiterer  Beziehungen  übergehen ,  wird  es 
zweckmässig  sein,  einige  Feststellungen  zu  treffen,  welche  zur  Bestim- 
mung des  Sinnes  des  Winkels  nothwendig  sind,  unter  welchem  irgend 
eine  Gerade  g  des  Raumes  gegen  irgend  eine  Erzeugeode  9  des  Cylin- 
droids  geneigt  «t. 
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Jedem  der  Radien  vectoren,  in  welche  die  Cylindroiderzeugenden, 
wie  überhaupt  alle  die  z-Axe  senkrecht  schneidenden  Geraden,  dnrch 
diese  Axe  getheilt  werden,  schreiben  wir  denjenigen  Drehungssinn  — 
den  betreffenden  Radios  vector  als  Drehungsaxe  angenommen  —  als 
positiven  zu,  welchen  ein  in  der  positiven  Richtung  des  Radius  vector 
hinblickender  Beobachter  als  Drehungssinn  des  Uhrzeigers  erkennen 
würde. 

Unter  den  Erzeugenden  der  Fläche  ist  mit  Hinsicht  auf  eine  gegebene 
Gerade  g  diejenige  von  besonderer  Wichtigkeit,  welche  mit  der  Geraden 
g  einen  rechten  Winkel  bildet.  Dieselbe  soll  im  Ferneren  als  „Erzeu- 
gende 0"  unterschieden  werden,  wobei  0  den  Winkel  bezeichne,  welchen 
derjenige  Radius  vector  (der  Erzeugenden  0)  mit  der  positiven  a-Axe 
bildet,  der  von  der  kürzesten  Entfernungslinie  der  Geraden  g  und  0  ge- 
schnitten wird. 

Wir  legen  einer  Geraden  g  denjenigen  Sinn  als  positiven  bei, 
welchen  eine  in  derselben  gedachte  Kraft  haben  müsste,  um  hinsichtlich 
des  zugehörigen  Radius  vector  0  —  dem  oben  definirten  Drehungssinne 
gemäss  —  ein  positives  Moment  zu  erzeugen. 

Es  sollen  nun  einige  Relationen  zwischen  den  Bestimmungsstücken 
einer  Geraden  g  abgeleitet  werden,  welche  das  Cylindroid  in  den  drjei 
Erzeugenden  <px,  q>%  und  <p8  durchdringe,  und  zwar  zunächst,  indem  die 
Winkel  6ly  <5a,  ö9  eingeführt  werden,  unter  welchen  die  Gerade  g  bezieh- 
lieh  jene  drei  Erzeugenden  schneide. 

Als  positiven  Sinn  einer  Erzeugenden  q>,  die  im  Punkte  P 
von  der  Geraden  g  geschnitten  werden  möge,  nehmen  wir  den  positiven 
Sinn  des  Radius  vector  an,  auf  welchem  der  Punkt  P  liegt. 

Der  Winkel  d,  unter  welchem  die  Gerade  g  die  Erzeugende  <p 
schneide,  kann  nunmehr  ausreichend  als  derjenige  Winkel  definirt  wer- 
den, welchen  die  positiven  Richtungen  der  Geraden  g  und  q>  mit  ein- 
ander bilden. 

Diese  Definition  überträgt  man  auch  leicht  auf  den  Winkel  d',  wel- 
chen die  Grundrisse  der  beiden  Geraden  g  und  (p  einschli essen. 

So  ist  z.  B.  in  Fig.  4  der  positive  Sinn  der  Geraden  g  (und  ihres 
Grundrisses)  als  derjenige  angenommen,  in  welchem  die  Gerade  g  (und 
ihr  Grundriss)  von  einer  im  positiven  Sinne  um  die  2 -Axe  sich  drehen- 
den Ebene  beschrieben  werden.  Wird  wieder  mit  0  der  Winkel  bezeich- 
net, welchen  die  der  Geraden  g  zugekehrte  Normale  mit  der  positiven 
o: -Axe  bildet,  so  erhält  man  in  unserem  Falle  beispielsweise  für  den 
Winkel  ö\  den  Zusammenhang 

0^  =  90  +  0-^. 

Weiter  besteht,  wie  leicht  ersichtlich,  die  Relation 

cost,  »  cosd't  sine  =  -  sin  (0-^)  *«i,lzed  b. 
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worin  wieder  s  den  Neigungswinkel  der  Geraden  g  gegen  die  z-Axe 
bedeutet,  der  jedoch  in  der  vorstehenden  Beziehung  stets  positiv  zu 
nehmen  ist. 

Wird  der  Geraden  g  der  dem  angenommenen  entgegengesetzte  Sinn 
als  positiver  beigelegt,  so  wird  die  vorige  Beziehung  offenbar  geschrieben 
werden  müssen 

cos  ö1  =  sin  (ö  —  cpj)  sin  «. 

Es  ist  also  cosöl=  +  sin(a — q>t)sine  zu  setzen,  je  nachdem  der  positive 
Sinn  der  Geraden  g  mit  dem  Sinne,  in  welchem  die  Gerade  von  einer 
im  positiven  Sinne  um  die  z-Axe  sich  drehenden  Ebene  beschrieben 
wird,  übereinstimmt  oder  demselben  entgegengesetzt  ist. 

An  dieser  Stelle  erscheint  es  zweckmässig,  die  frühere  Definition  des 
Winkels  s  (S.  286)  durch  eine  schärfere,  die  Uebersicht  erleichternde  zu 
ersetzen. 

Es  sei  wieder  die  Linie  der  kürzesten  Entfernung  der  Geraden  g 
von  der  z-Axe  mit  d  bezeichnet.  Wir  denken  uns  nun  die  Gerade  g 
aus  einer  Anfangslage  g*>  die  parallel  der  z-Axe  sei  und  mit  der  Ge- 
raden g  einen  und  denselben  Punkt  der  Linie  d  gemein  haben  möge,  um 
die  kürzeste  Entfernungslinie  d  in  die  wirkliche  Lage  herausgedreht.  Der 
positive  Sinn  jener  Anfangslage  stimme  mit  dem  Sinne  der  wachsenden 
positiven  z  überein. 

Das  Maass  des  Winkels  s  sei  nun  der  Betrag  desjenigen  Drehungs- 
winkels, welcher  beschrieben  werden  muss,  damit  die  Anfangsgerade  g* 
nach  Sinn  und  Richtung  mit  der  Geraden  g  zur  Deckung  kommt.  Die 
Drehung  der  Geraden  muss  hierbei  in  dem  der  kürzesten  Entfernungs- 
strecke d  entsprechenden  positiven  Drehungssinne  erfolgen. 

Wird  der  Winkel  $  dieser  Art  gezählt,  so  können  die  beiden  obi- 
gen, durch  das  Vorzeichen  sich  unterscheidenden  Formeln  zusammen- 
gefasst  werden  in  der  Gleichung 

9)  cos  6t  =  —  sin  (a  —  9»,)  sin  «. 

Bei  Berücksichtigung  der  analogen  Ausdrücke  für  cos  6^  und  cosöz 
ergiebt  sich  hier  auch  die  allgemein  giltige  Gleichungsreihe 

cp8Öl  __  sin  (q>s  +  <pa)       cos  ö9      sin  (<p2  +  <p, )       cosö%__  sin  (<p,  +  q>3) 

cos  ö9      sin  ( 9j  +  y3) '     cos  öx "~  sin  ( <j»3  +  <p2) '     cos  ö3      s in  (q>%  +  <p, ) 

Nunmehr  kann  in  sehr  einfacher  Weise  für  die  kürzeste  Entfernung 
e  der  Geraden  g  von  der  erwähnten,  zu  ihr  normalen  „Erzengenden  ö41 
ein  Ausdruck  abgeleitet  werden,  welcher  durch  eine  gewisse  Analogie 
mit  dem  Ausdrucke  für  die  Distanz  d  (Gleichung  7)  charakteristisch  ist. 
Zu  diesem  Zwecke  mögen  die  Erzeugenden  a,  <p,,  q>t  als  Axen  dreier 
Win  der  angesehen  werden.  Als  solchen  können  denselben  immer  gewisse 
Intensitäten  a,  a,,  a2  beigelegt  werden,  zwischen  welchen  jedoch  —  für 
den  Fall   des   Gleichgewichts   —   die  bekannte,    durch   das  Gesetz  des 
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Parallelogramms  der  Intensitäten  begründete  Relation  bestehen  muss.  Wir 
denken  (Fig.  5)  den  Winder  ö  als  den  resnltirenden  der  beiden 
Winder  q>t  nnd  q>9.  Wie  man  leicht  erkennt,  können  in  jedem  Falle 
für  zwei  der  drei  Winder,  also  z.  B.  für  0  nnd  q>ly  positive*  Intensitä- 
ten gewählt  werden.  Wird  nnn  auch,  wie  in  unserer  Figur,  die  Inten- 
sität <r2  negativ,  so  besteht  doch  immer  die  Relation 

at  ^  wi(g  —  <pt) 

a  ^smfa  —  VtY 

Die  Pfeile  der  Winder  <pt  und  q>%  seien  resp.  pl  und  p2. 

Die  Gerade  g  betrachten  wir  als  Axe  einer  Windung  und  legen 
derselben  den  Pfeil  —  p%  und  eine  (sonst  beliebige)  Translationsgeschwin- 
digkeit bei,  deren  Sinn  mit  dem  positiven  Sinne  der  Geraden  g  über- 
einstimme. 

Setzen  wir  nnn  die  mechanische  Arbeit,  welche  der  Winder  0  gegen- 
über der  Windung  g  verrichtet,  gleich  der  Summe  der  Arbeiten  der 
Winder  qpt  nnd  <pg  derselben  Windung  gegenüber,  so  entsteht  die  Relation 

ae  =  ff,  (pt  —  p2)  cosd1 . ** 
Mit  Berücksichtigung  der  hier  direct   anwendbaren  Formeln   9)  und  B) 
geht  diese  Gleichung  über  in 

e  =  -(p1-pi)-^L—)sir,(a-^)sin(c-<pt), 

worin  natürlich  der  Betrag  des  Winkels  c  der  neuen  Definition  zufolge 
bestimmt  werden  muss  und ,  wie  leicht  ersichtlich ,  tf  =*  <pt  +  <p8  +  Vs  gesetzt 
werden  darf. 

Mit  Hinsicht  auf  Formel  4)  weist  man  leicht  die  Beziehung  nach 
px  —  p2  ==  -  p  sin  (qpj  +  qp,)  sin  ( q>x  —  q>%) , 
vermöge  welcher  der  Ausdruck   für  die  Entfernung  e  geschrieben  wer- 
den kann: 
10)  e  =  p  sin  e  sin  (Vl  +  <p8)  sin  (cp3  +  <pt)  sin  (Vg  +  y8). 

Eine  weitere  Anwendung  des  Princips  der  Summation  der  mecha- 
nischen Arbeiten  wollen  wir  zum  Zwecke  der  Lösung  der  für  die  Statik 
wichtigen  Aufgabe  machen: 

Zu  einer  beliebigen  Schraube  X  vom  Pfeil  k  die  auf  einem  gegebenen 
Cylindroid  liegende  reciproke  Schraube  zu  finden. 

Es  sei  auch  hier  diejenige  Cylindroidaxe,  welche  zur  Axe  X  recht- 
winklig ist,  mit  6  bezeichnet.  Der  Pfeil  derselben  sei  p.  Ferner  sei  6 
diejenige   Axe   des   Cylindroids,   welche   zur   Axe   6   rechtwinklig   (d.  h. 


*  D.  h.  Kräfte,  welche  ihre  in  der  *- Axe  zu  denkenden  Angriffspunkte  nach 
der  Geraden  g  hin  zubewegen  trachten. 

**  Es  sind  nämlich  die  virtuellen  CoefBcienten  für  die  Schraubenpaare  (#,  *), 
(?'9i)>  (0i  9»)  beziehungsweise  gleich  1,  (pt  -pt)  cos8t  und  Null  (vergl.  S.  282). 
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parallel  zum  Grund  risse  der  Geraden  X)  ist,  und  p  der  Pfeil  derselben. 
Denken  wir  die  Schrauben  0  und  0'  als  Winder  von  den  Intensitäten 
cosfff  and  siny,  den  resnltirenden  Winder  0  (dessen  Axe  also  mit  der 
Axe  0  den  —  im  Sinne  positiver  Drehung  um  die  z-Axe  zu  zahlenden 
—  Winkel  ^  bilden  wird)  daher  von  der  Intensität  Eins,  ferner  die 
Schraube  A,  deren  Axe  um  den  Winkel  c  gegen  die  z-Axe  geneigt  seif 
als  Windung  (vom  Pfeil  Ar),  bezüglich  welcher  sonst  wieder  dieselben 
Voraussetzungen  gemacht  werden,  wie  oben  für  die  Windung  g,  so  ergiebt 
sich  bei  der  Annahme,  dass  die  Schraube  jenes  resnltirenden  Winders  0 
zur  Schraube  X  reciprok  sein  soll,  durch  eine  der  vorigen  analoge  An- 
wendung des  Arbeitsprincips  die  Bedingungsgleichung 

cosy.e  +  sinii; \(p'+k)  sine  +  dcost\s=  0, 
wenn  hierin ,  wie  früher,  e  und  d  die  kürzesten  Entfernungen  der  Axe  X 
von  den  Axen  0  und  0  resp.  bezeichnen  Der  Winkel  e  ist,  wie  man 
leicht  erkennt,  der  Definition  S.  292  gemäss  anzunehmen.  Der  Winkel 
t\)  und  hiermit  die  zur  Schraube  X  reciproke  Cylindroidschraube  ist  dem- 
nach bestimmt  vermittelst  der  Formel 

11)  fotf  = ; —  . 

{p  +  k)sin$  +  dco8E 

Hat  die  Schraube  l  den  Pfeil  Ar  =  —  />',  so  wird 


tgri)  = 

d  cos  t 

oder  auch,  wenn  wir  aus  den  Formeln  7)  und  10)  die  betreffenden  Werthe 

für  e  und  d  entnehmen, 

ig  *  =  -  tg  {vt  +  V2)  tg  (<p,  +  (pj  tg(tp%  +  *>8). 

Für  den  speciellen  Fall  einer  Schraube  X  vom  Pfeil  —  p'  lässt  sich 
übrigens  das  Resultat  einfacher  in  folgender  Weise  direct  ableiten. 

Wir  wollen  diejenige  Parallelebene  zur  xy-  Ebene,  welche  durch  die 
(zur  Axe  X  gehörige)  Erzeugende  0  geht,  kurzweg  als  „Höhenebene  0", 
den  Punkt  sodann,  in  welchem  die  Axe  X  diese  Ebene  schneidet,  mit  Q 
bezeichnen.  Offenbar  könnte  die  Axe  X  auch  dadurch  gegeben  sein ,  dass 
die  ihr  entsprechende  Erzeugende  0,  der  Neigungswinkel  e  und  der  Punkt 
Q  als  bestimmende  Elemente  bekannt  wären. 

Die  Windung  X  vom  Pfeil  — p  denken  wir  uns  zerlegt  nach  zwei 
Windungen  Xx  und  X%  von  demselben  Pfeil  — //,  deren  Axen  mit  der 
Axe  X  durch  denselben  Punkt  Q  gehen  —  derart,  dass  etwa  die  Axe  Xx 
zur  z -Axe,  die  Axe  X%  zum  Grundrisse  der  Axe  X  parallel  ist.  Die 
Schraube  der  Windung  X^  ist  zu  zweien  (0  und  0')  und  daher  zu  allen 
Cylindroidsch rauben  reciprok.  Es  muss  demnach  die  zur  Schraube  X 
reciproke  Cylindroidschraube  auch  zur  Schraube  Xv  (als  der  Schraube  der 
andern  componirenden  Windung)  reciprok  sein.  Erwägt  man  nun,  dass 
die  Axe  Xx ,  da  sie  zur  z -Axe  parallel  ist,  eine  gewisse  Cylindroidschraube 
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$  rechtwinklig  schneidet,  d.  h.  daas  die  Schraube  Xt  zur  Cylindroid- 
sehraube  p  reciprok  ißt,  so  erkennt  man  sofort  die  Richtigkeit  der  Fol- 
gerung: 

Der  Grundriss  des  Punktes  Q  ist  ein  Punkt  des  Grundrisses  der 
Axe  der  zur  Schraube  X  reciproken  Cylindroidschraube.  —  Alle  zur  sel- 
ben Erzeugenden  c  gehörigen  Schrauben  vom  Pfeil  —  p\  deren  Axen 
durch  denselben  Punkt  Q  der  Höhenebene  6  gehen,  haben  dieselbe  Cy- 
lindroidschraube zur  reciproken. 

Leicht  kann  der  allgemeine  Fall  auf  den  behandelten  speciellen 
zurückgeführt  werden.  Es  handelt  sich  nämlich  nur  darum,  für  die 
Schraube  X  des  (beliebigen)  Pfeils  k  irgend  eine  andere  Schraube  Xx  des 
Pfeils  —  p  zu  eubstituiren,  welche  mit  der  Schraube  X  die  gleiche  Cylin- 
droidschraube zur  reciproken  hat.  Die  Axe  der  Schraube  Xt  schneidet 
die  Höhenebene  o  in  einem  Punkte  2?,  dessen  Grundriss  offenbar  ein 
Punkt  des  Grundrisses  der  gesuchten  Cylindroidaxe  ist.* 

Schliesslich  soll  es  noch  unsere  Aufgabe  sein,  zu  zeigen,  wie  mit 
Benutzung  einiger  der  vorgekommenen  Sätze  und  Begriffe  die  Curven 
dritter  Ordnung,  welche  auf  dem  Cylindroid  liegen ,  allgemein  constructiv 
bestimmt  werden  können.  An  der  Hand  der  allgemeinen  Theorie  weist 
man  leicht  nach: 

1.  Die  Doppelgerade  («-Axe)  ist  eine  Secante  zu  allen  auf  der 
Fläche  liegenden  Raumcurven  dritter  Ordnung. 

2.  Jede  solche  Raumcurve  C3  hat  nur  einen  unendlich  fernen  Punkt. 

3.  Durch  die  unendlich  ferne  Gerade,  welche  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  Curve  Cz  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Dop- 
pelgeraden verbindet,  lässt  sich  ein  Paraboloid  legen,  dessen 
eine  Regelschaar  aus  lauter  Secanten  der  Curve  C3  (darunter 
auch  die  Doppelgerade  des  Cylindroids)  besteht.  Unter  den  Er- 
zeugenden der  andern  Regelschaar  wird  also  noch  eine  Cylin- 
droid  erzeugen  de  sein. 

Wir  wollen  dies  für  die  Curve  Cs  charakteristische  Paraboloid  dem 
Cylindroid  gegenüber  durch  entsprechende  Bestimmungselemente  des 
Näheren  fixiren. 

Es  sei  zunächst  die  Axe  er  des  Cylindroids  als  die  den  beiden 
Flächen   gemeinschaftliche   Erzeugende  gegeben.     Diese   Erzeugende  — 


*  Die  Substitution  ist  auf  unendlich  viele  Arten  möglich.  Wir  wollen  ein 
Beispiel  für  dieselbe  hier  andeuten.  8ei  wieder  Q  der  Schnittpunkt  der  Axe  X  mit 
der  Höhenebene  <*.  Wir  suchen  zu  einer  gewissen  Schraube  Xt  vom  Pfeil  —p, 
deren  Axe  durch  den  Punkt  Q  geht  und  zum  Grundriss  der  Axe  X  parallel  ist,  auf 
dem  durch  die  Schrauben  X  und  X%  bestimmten  Cylindroid  die  andere  Schraube  Xt 
des  Pfeils  —  p\  Dieselbe  hat  die  verlangte  Eigenschaft.  Die  Entfernung  des 
Punktes  B,  in  welchem  die  Axe  derselben  die  Höhenebene  0  schneidet,  vom  Punkte 
Q  berechnet  sich  aus  der  Gleichung  QB={p'+k)tge.    [Vergl  Gl.  17)  der  Dissert.] 
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sowie  sämmtliche  mit  ihr  zur  selben  Regelschaar  gehörigen  Paraboloid- 
erzengenden  —  werden  von  sämmtlichen  Erzeugenden  der  andern  (ans 
lauter  Secanten  der  Curve  C8  bestehenden)  Schaar  geschnitten. 

Von  vornherein  gegeben  ist  als  Erzeugende  der  letzteren  Schaar  die 
Doppelgerade  des  Cylindroids.  Werden  demnach  etwa  noch  zwei  andere 
Erzeugende  derselben  (Secanten  -)  Schaar  gegeben,  so  ist  das  Paraboloid 
vollständig  bestimmt.  Als  die  eine  dieser  beiden  Erzeugenden  wählen 
wir  diejenige,  die  der  Grundrissebene  parallel  ist,  und  bezeichnen  die- 
selbe mit  A;  die  andere  sei  durch  die  unendlich  ferne  Gerade  einer 
gewissen  (durch  die  Axe  a  gehenden)  Ebene  x  (S.  287)  repräsentirt.  Die- 
jenigen Transversalen  zur  r-Axe  und  zur  Geraden  A,  welche  zur  Ebene 
x  parallel  sind,  werden  demnach  die  Cylindroidfläche  in  den  Punkten  der 
gesuchten  Curve  Cs  schneiden. 

Um  den  auf  irgend  einer  Erzeugenden  q>  liegenden  Curvenpunkt  P 
zu  construiren,  kann  man  folgendermassen  verfahren. 

Es  seien  mit  M  (Fig.  6)  der  in  der  Doppelgeraden ,  also  in  der  Axe  a, 
mit  P*  der  in  der  Erzeugenden  qp  liegende  Punkt  der  Ellipse  x  bezeich- 
net. Wir  ziehen  nun  (in  der  Höhenebene  a)  durch  den  Punkt  M  eine 
Parallele  zur  Axe  qp  und  verlängern  dieselbe  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte 
Px  mit  der  Geraden  A.  Legt  man  dann  durch  den  Punkt  J\  eine  Paral- 
lele (P1P)  zum  Strahl  M  Px,  so  ist  dies,  wie  leicht  ersichtlich,  diejenige 
der  in  Hede  stehenden  Transversalen,  welche  die  Erzeugende  q>  in  dem 
gesuchten  Curvenpunkte  P  schneidet. 

Als  Folge  der  Gleichheit  der  Parallelogrammseiten  M Pm  und  PXP 
ergiebt  sich  auch  die  Gleichheit  der  entsprechenden,  im  Grundriss  gemesse- 
nen Strecken  und  hieraus  leitet  sich  eine  sehr  einfache  Construction  des 
Grundrisses   C'z  der  Curve  C9  ab. 

Als  gegeben  mögen  etwa  vorausgesetzt  werden  der  Grundriss  der 
Ellipse  x  —  als  durch  den  Ursprung  gehender  Kreis  x  —  und  der  Grund- 
riss ti  der  Geraden  h  (Fig.  7). 

Ist  <p'  der  Grundriss  der  Erzeugenden  <p,  für  welche  ein  Curven- 
punkt P  bestimmt  werden  soll,  und  sind  Af,  P'9%  P\,  P'  die  Grundrisse 
der  in  Betracht  kommenden  Punkte  M,  />«,  Px  und  />,  so  braucht  man 
nur  in  der  Geraden  q>'  die  Strecke  des  Radius  vector  M'P'%  des  Kreises 
x  vom  Punkte  P\  aus  —  in  dem  durch  den  Radius  vector  M'P'n  reprä- 
sentirten  positiven  Sinne  —  aufzutragen ,  um  den  betreffenden  Punkt  Pf 
als  Endpunkt  jener  derart  verschobenen  Strecke  zu  erhalten. 

Wir  wollen  den  Punkt  P'  der  Curve  C\  und  den  Kreispunkt  /**, 
welche  auf  einer  und  derselben  durch  0  gehenden  Geraden  qp' liegen,  als 
„entsprechende  Punkte"  bezeichnen. 

Legt  man  durch  den  Punkt  0  eine  zur  Geraden  h'  parallele  Gerade 
/**,  so  ersieht  man  sofort,  dass  die  senkrechten  Abstände  der  Punkte  der 
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Curve  C\  vou  der  Geraden  /*'  gleich  sind  den  senkrechten  Abständen 
der  entsprechenden  Punkte  des  Kreises  x  von  der  Geraden  h*. 

Es  sollen  weiterhin  auch  solche  zwei  zn  h'  parallele  Geraden  g  und 
g*  als  entsprechende  bezeichnet  werden,  welche  beziehungsweise  von  den 
Geraden  Ji  und  h*  in  gleichem  Sinne  gleichweit  abstehen.  Dann  kann 
man  allgemein  sagen: 

Die  senkrechten  Abstände  entsprechender  Punkte  von  entsprechen- 
den Geraden  sind  gleich. 

Es  sei  nun  der  zur  Geraden  h'  parallele  Durchmesser  des  Kreises 
x  mit  «*,  die  demselben  mit  Hinsicht  auf  die  Curve  C'a  entsprechende 
Gerade  mit  a  bezeichnet.     Man  findet  dann  weiter: 

Je  zwei  Punkte  der  Grundrisscurve  C\,  welche  aus  dem  Punkte  0 
unter  einem  rechten  Winkel  projicirt  werden,  haben  gleiche,  aber 
entgegengesetzte  Abstände  von  der  Geraden  a.  Da  nun  die  zu  solchen 
zwei  Grün drissp unkten  gehörigen  Cylindroidpunkte  auch  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Abstände  von  der  xy- Ebene  haben,  so  ist  ersichtlich ,  dass 
die  (in  der  xy- Ebene  liegende)  Gerade  a  die  Axe  des  elliptischen  Cylin- 
ders  ist,  durch  welchen  die  Curve  C3  aus  ihrem  unendlich  fernen  Punkte 
projicirt  wird. 

Wird  mit  v  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  P'  der  Curve  C\  von 
der  Geraden  «,  mit  v*  der  Abstand  des  entsprechenden  Punktes  P'x  von 
der  Geraden  «*  bezeichnet,  so  ist  also 

v  =  v*. 

Sind  (Fig.  7)  A  und  B  die  Endpunkte  des  Durchmessers  a*  und  ist 
C  der  Mittelpunkt  des  Kreises  x,  so  kann  offenbar  gesetzt  werden 

v  =  CP'MsinACP'K. 

Der  Sinn ,  in  welchem  die  positiven  Abstände  v  von  der  Geraden  a 
aus  aufzutragen  sind,  ist  durch  den  positiven  Sinn  des  der  Geraden  a* 
zugewandten  und  zu  derselben  normalen  Radius  vector  dargestellt.  Es 
ist  hiernach  in  der  letzten  Gleichung  der  Radius  CP'U  immer  als  positive 
Grösse  einzuführen. 

Die  Ebene  x  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  etwa  festgesetzt  wird, 
dass  der  Berührungspunkt  derselben  (mit  dem  Cylindroid)  auf  dem 
Radius  vector  er  liege  und  dass  mit  Hinsicht  auf  diesen  Radius  vector  der 
Neigungswinkel  der  Ebene  gegen  die  z -Axe  gleich  p  sei.  Werden  ferner 
mit  |  und  90+t  die  Winkel  XOA  und  XOB,  mit  a  derjenige  Winkel 
bezeichnet,  welchen  die  dem  Durchmesser  a*  zugekehrte  Normale  mit  der 
positiven  x-Axe  bildet,  so  besteht  die  Relation 

90  +  2£  +  «  =  ff, 

worin  (da  et  constant  gedacht  wird)  c'  gleich  6  oder  180 +  <J  zu  setzen 
ist,  je  nachdem  der  Neigungswinkel  p  (in  Bezug  auf  den  Radius  vector  a) 
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positiv  oder  negativ  ist.  Berücksichtigt  man  nun ,  dass ,  wenn ,  wie  oben, 
der  Winkel  XQP'  mit  q>  bezeichnet  wird, 

LACP\  =  2(<p-£) 

gesetzt  werden  kann,  so  ergiebt  sich  schliesslich,  als  zur  Substitution 
geeignet,  das  Resultat 

L  ACP'X  =  90  -  («'-«  —  2<p). 

Erinnert  man  sich  dann  noch  der  Relation  CP'K  =  ^ptgp  (8.285),  so 
gelangt  man  zu  der  Gleichung 

v  =  ±plgncos(o'—  a  —  2  qp ) . 

worin  jedoch  der  Winkel  p  stets  positiv  einzuführen  wäre.  Soll  auf  das 
Zeichen  von  jx  Rücksicht  genommen  werden,  so  hat  man  in  der  Formel 
einfach  die  Grösse  a  durch  die  Grösse  a  zu  ersetzen.  Wie  man  leicht 
erkennt,  kann  in  der  nunmehr  allgemeinen  Formel 

12)  v  =  ±ptgticos(a  —  a  —  2qp) 

der  Winkel  *  auch  als  derjenige  aufgefasst  werden,  welchen  die  der 
Geraden  a  zugekehrte  Normale  mit  der  positiven  or-Axe  bildet.  Dann 
ist  aber  vorausgesetzt,  dass  der  Sinn,  in  welchem  die.  positiven  Abstünde 
e  —  von  der  Geraden  a  aus  —  aufzutragen  sind,  durch  den  positiven 
Sinn  des  der  Geraden  a  zugewandten  und  zu  derselben  normalen  Radius 
vector  repräsentirt  ist. 

Für.  die  beiden  Punkte  Pt  und  P2,  welche  auf  den  Radien  vectoren 
<*>!  und  g>t  liegen,  erhält  man  die  Abstände 

©,  =  4/>ty|*™$(<f—  «-2<p,),     t>2  =  ±p  tg fi  co*(a - a -  2<p2). 

Wir  berechnen  hieraus 

vl  —  v2  =  pigpL  sin  (<j  —  a  —  <px  —  <p%)  sinfa  —  tp%). 

Der  parallel  der  z-Axe  gemessene  Abstand  der  beiden  Cylindroidpunkte 

Pj  und  P2  ist 

dls  =  p  cos  (<jp,  +  <p2)  sin  {tpt  —  qp8). 

Die  Tangente  des  Neigungswinkels  v  (gegen  die  z-Axe)  derjenigen 
Ebene,  welche  die  beiden  Punkte  Px  und  Ps  aus  dem  unendlich  fernen 
Punkte  der  Curve  6'3  projicirt,  ist 

Um  den  früheren  Regeln  gemäss  den  Sinn  des  Winkels  v  zu  best  im  - 
men ,  denken  wir  uns  zu  der  fraglichen  Ebene  die  Parallelebene  x.  Die 
Cylindroiderzeugende,  welche  in  dieser  Ebene  x  liegt,  wird  durch  die 
z-Axe  in  die  Halbstrahlen  0  —  90  und  (7  +  90  getheilt.     Wir  wählen  etwa 

<f-9O  =  0 
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als  Radius  vector,  in  Bezug  auf  welchen  der  Winkel  v  berechnet  werden 
soll.     Dann  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

cosfa  +  vs) 

Setzen  wir  (pt  =  qp2  =  <p,  so  gilt  der  Ausdruck  für  die  Parallelebene 
x  zu  derjenigen  Ebene,  welche  den  die  Curve  C3  projicirenden  ellipti- 
schen Cylinder  in  der  Erzeugenden  desselben,  welche  durch  den  auf  der 
Cylindroidaxe  q>  liegenden  Curvenpunkt  geht,  berührt  — 

cos2q> 

Für  den  Neigungswinkel  v  der  Schmiegungsebene  der  Curve  Cs 
im  unendlich  fernen  Punkte  derselben  ergiebt  sich  die  Gleichung 

y         y*       co$2ß 
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XV. 

Beziehung  zwischen  den  Krümmungsradien  reciproker, 
collinearer  und  inverser  ebener  Curven. 

Von 

Dr.  L.  Geisenheimer 

in  Tarnowitz. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  8-  12. 


Durch  mehrere  in  dieser  Zeitschrift  erschienene  Veröffentlichungen 
wurde  der  Nachweis  geliefert,  dass  die  Untersuchung  der  Bewegung  ähn- 
lich-veränderlicher Systeme  sich  für  die  Erkenntniss  der  bei  dieser  Be- 
wegung auftretenden  Curven  fruchtbar  zeigt.  Besonders  wurden  für  die 
Krümmung  der  bei  dieser  Bewegung  auftretenden  Curven  Gesetze  und 
Constructionen  gefunden;  so  eine  einfache  Construction  für  den  Krüm- 
mungsmittelpunkt der  centralen  Kegelschnitte;  ferner  eine  allgemeine, 
durch  Construction  leicht  darstellbare  Beziehung  zwischen  dem  Krümmungs- 
radius in  einem  Punkte  einer  Curve  und  dem  Krümmungsradius  im  ent- 
sprechenden Punkte  der  zugehörigen  Fusspunktcurve;  endlich  eine  Be- 
ziehung zwischen  den  Krümmungsradien  entsprechender  Punkte  in  affinen 
Curven,  welche  später  für  collineare  Curven  erweitert  wurde.* 

Von  derselben  Grundlage  ausgehend ,  also  mit  Hilfe  der  Betrachtung 
ähnlich -veränderlicher  Systeme,  werden  im  Folgenden  die  Beziehungen 
zwischen  den  Krümmungsradien  reciproker,  collinearer  und  inverser  ebe- 
ner Curven  hergeleitet  werden. 


§1. 

Die  Bewegung  einer  ähnlich  -  veränderlichen  -ebenen  Figur  in  ihrer 
Ebene  besteht  in  der  gleichzeitigen  Aenderung  der  Lage  und  Grösse  der 
Polcurvenebene  gegen  die  feste  Polbahnebene.  Eine  beliebige  feste  Strecke 
der   Polbahnebene   nimmt   während   der  Bewegung   von    der  Bewegungs- 


*  Vergl.:  Die  Bildung  affiner  Figuren  durch  ähnlich  veränderliche  Systeme, 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Thys.,  Bd.  XXIV  S.  357.    Ferner:  A.  a.  0.,  Bd.  XXV  S.  214. 
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phase  abhängige  Lagen  and  Grössen  Verhältnisse  gegen  irgend  eine 
Systemgerade  der  Polcnrvenebene  an.  Denkt  man  sich  diese  Ebene  der 
Polcurve  in  irgend  einer  Phase  erstarrt  und  nun  die  Ebene  der  Polbahn 
gleichzeitig  so  bewegt  und  geändert,  dass  1.  die  sich  jetzt  bewegende  und 
ändernde  Strecke  der  Polbahnebene  gleiche  Lagen  und  Grössenverhält- 
nisse  gegen  die  jetzt  feste  Strecke  in  der  Polcurvenebene  annimmt  wie 
vorhin,  2.  sich  die  Dimensionen  der  Polbahnebene  proportional  der 
Strecke  in  dieser  Ebene  ändern,  so  besitzen  jetzt  die  Punkte  der  Pol- 
bahnebene eine  ähnlich -veränderliche  Bewegung,  welche  wir  die  Um- 
kehrung der  erst  betrachteten  Bewegung  nennen  wollen.  Die 
als  erstarrt  gewählte  Phase  der  Polcurvenebene  heisse  die  Ausgangs - 
phase  der  Umkehrung. 

Man  ersieht  sofort,  dass  nur  die  Dimensionen,  nicht  die  Form  der 
bei  der  umgekehrten  Bewegung  beschriebenen  Bahnen  von  der  Ausgangs- 
phase der  Umkehrung  abhängt.  Bei  starren  Systemen  sind  diese  Bahnen 
für  beliebige  Ausgangsphasen  einander  congruent. 

Die  Polcurve  einer  Bewegung  ist  der  geometrische  Ort  derjenigen 
Systempunkte,  deren  Geschwindigkeit  einmal  verschwindet.  Demnach 
wird  bei  Umkehrung  der  Bewegung  die  Polbahn  zur  Polcurve;  bei  Um- 
kehrung der  Bewegung  vertauschen  sich  also  Polbahn  und 
Polcurve.  Wird  die  momentane  Drehung  d&  bei  der  umgekehrten 
Bewegung  um  den  momentanen  Pol  nach  gleicher  Richtung  w.ie  bei  der 
directen  Bewegung  ausgeführt,  so  müssen  sich  die  Dimeusionen  in  um- 
gekehrter Weise  wie  vorhin  ändern.  Ist  <p  der  augenblickliche  Geschwin- 
digkeitswinkel,  so  beträgt  bei  der  directen  Bewegung  die  momentane 
Vergrößerung  der  Längeneinheit  —  cotgtp.dd.  Für  die  Umkehrung  der 
Bewegung  ist  daher  statt  q>  180  — <^  und,  wie  auch  schon  die  Anschau- 
ung ergiebt,  statt  der  auf  der  Polcurve  abgerollten  Strecke  du  —  dut 
demnach  auch  statt  des  Winkels  rfx,  unter  welchem  du  vom  bewegten 
Systempunkte  aus  erscheint,  —  d%  zu  setzen.  Hieraus  folgt  mit  Hilfe 
der  für  die  Durchmesser  des  Wende-  und  Rückkehrkreises  gefundenen 
Ausdrücke  der  bereits  in  einer  früheren  Arbeit  erwähnte  Satz*: 

Wird    die   Bewegung  eines   ähnlich-veränderlichen 
Systems  umgekehrt,  so  dass  die  ähnlich-veränderliche 
Polbahn  auf  der  fest  bleibenden  Polcurve  rollt,   ver- 
tauschen   sich    Wende-    und    Rückkehrkreis;    der    aus- 
gezeichnete Kreis  bleibt  ungeändert. 
Im  Folgenden  fassen  wir  den  Fall  ins  Auge,  bei  welchem  die  Punkte 
des  ähnlich  -  veränderlichen  Systems  affine  Trajectorien  beschreiben.    Der 
Wendekreis  ist  dann  ein  Systemkreis  des  ähnlich -veränderlichen  Systems. 


*  Vergl.:  UnterBuchung  der  Bewegung  ähnlich- veränderlicher  Systeme.  Zeitschr. 
f.  Math  u.  Phys.,  Bd.  XXIV  S.  154. 
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Der  Rüekkehrkreis  der  umgekehrten  Bewegung  wird  demnach  ein  für  alle 
Phasen  der  Bewegung  fester  Kreis.  Die  bei  der  directen  Bewegung  Ton 
den  Punkten  des  Wendekreises  beschriebenen  geraden  Linien,  welche  in 
dem  Affinitätspole  S  der  affinen  Trajectorien  convergiren,  drehen  sich 
bei  der  Umkehrung  der  Bewegung  alle  mit  gleicher  Winkelgeschwindig- 
keit um  ihren  zweiten  Schnittpunkt  mit  dem  festen  Rückkehrkreise  r, 
während  der  frühere  Afönitätspol  S  selbst  den  Umfang  des  Rückkehr- 
kreises durchläuft.  Die  Punkte  dieses  Kreises  besitzen  Geschwindigkei- 
ten, welche  momentan  stets  durch  S  gehen;  denn  im  Gleitpunkte  kann 
eine  Gerade  nur  eine  in  Richtung  dieser  Geraden  fallende  Geschwindig- 
keit 'haben. 

Es  seien  (Fig.  8)  gt  und  g2  zwei  beliebige  bewegte  Geraden  einer 
derartigen  umgekehrten  Bewegung.  Aus  dem  Punkte  S  legen  wir  Paral- 
lelen zu  denselben,  welche  den  Rüekkehrkreis  zum  zweiten  Male  in  Rx 
und  R%  schneiden.  Die  von  Rx  und  R%  auf  gv  bezüglich  g%  gefällten 
Senkrechten  treffen  diese  Linien  in  Qt  und  £>8.  T>&  R1Ql  und  ÄgO,  Ab- 
stände paralleler  Geraden  des  bewegten  Systems,  ist  das  Verhältniss 
RlQ1:RiQ9  constant;  und  da  ferner  RlQ1  mit  Äa02  einen  unveränder- 
lichen Winkel  bildet  und  diese  Linien  durch  die  festen  Punkte  Rl  und 
Rt  gehen,  sind  die  von  Qx  und  Q%  beschriebenen  Curven,  also  die  Fußs 
punktcurven  der  zu  gx  und  g2  gehörigen  Enveloppen,  und  daher  diese 
Enveloppen  selbst  einander  ähnlich.  Um  den  Aehnlichkeitspol  Pp  der 
beiden  Enveloppen  zu  erhalten,  verbinde  man  den  Schnittpunkt  G  von  gt 
und  g%  mit  S\  der  Schnittpunkt  Ph  der  Verbindungslinie  GS  mit  dem 
Rückkehrkreise  r  ist  der  gesuchte  Aehnlichkeitspunkt.  Denn  die  von  PM 
auf  gx  und  g%  gefällten  Senkrechten  stehen  in  dem  festen  Verhältniss 
Rx  Q1 :  R9Qtf  und  Pp  bleibt  während  der  Bewegung  in  unveränderter  Lage. 

Die  Trajectorie  des  von  gx  und  g2  gebildeten  Schnittpunktes  G  ist 
eine  Curve,  welche  zu  der  Fusspunktcurve  von  gx  oder  g2  in  Bezug  auf 
den  Aehnlichkeitspol  Ph  ähnlich  ist.*  Die  Enveloppen  aller  ein  Strahl- 
büschel G  bildenden  Geraden  besitzen  einen  gemeinschaftlichen  Aehnlich- 
keitspol /*„,  und  die  Fusspunktcurve  einer  beliebigen  dieser  Enveloppen 
in  Bezug  auf  den  Punkt  Ph  ist  zur  Trajectorie  des  Punktes  G  ähnlich. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Trajectorie  eines  beliebigen  Punktes  zur  Fuss- 
punktcurve der  Enveloppe  einer  beliebigen  Geraden  in  Bezug  auf  einen 
bestimmten  Punkt  der  Ebene  ähnlich  ist. 

Demnach  gilt  folgender  Satz: 

1)  Wird  die  Bewegung  eines  ähnlich  -  veränderlichen 
Systems,  dessen  Punkte  affine  Curven  beschreiben, 
umgekehrt,    so    beschreibt    der  frühere  Affinitätspol 


*  VergL:  Untersuchung  der  Bewegung  ähnlich- veränderlicher  Systeme.  Zeitschr. 
f.Math.u.Phy,.,Bd.XXIVS.1M. 
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den    festen,    mit    der    Polbahn    der    umgekehrten    Be- 
wegung ausammenfallenden  Bückkehrkreis.    Die  durch 
den  früheren  Affinitätspol  laufenden  geraden  Linien 
drehen   sich  am  Punkte  dieses  Bückkehrkreises;    alle 
anderen    geraden    Linien    beschreiben    ähnliche    En- 
veloppen, deren  Aehnlichkeitspol  auf  dem  Bückkehr- 
kreise   liegt.      Jeder    Punkt    durchläuft    eine   Trajec- 
torie,    welche   au    einer  Fusspunktcurve   einer  belie- 
bigen dieser  Enveloppen  gleichwendig  ähnlich  ist. 
Die  im  Vorstehenden  betrachtete  Bewegung  ist  durch  drei  Geraden, 
welche  ähnliche  Enveloppen  umhüllen ,  bestimmt.    Denn  werden  die  Ecken 
des  durch  diese  Geraden  in  irgendeiner  Phase  gebildeten  Dreiecks  mit 
den  entsprechenden   Aehnlichkeitspolen   der  Enveloppen   verbunden,   so 
schneiden   sich   diese  Verbindungslinien    in  einem  Punkte  (S)  des  durch 
die  Aehnlichkeitspole  gelegten  Kreises.  *    Demnach  drehen  sich  drei  durch 
S  laufende   Geraden   um   feste  Punkte,    ist  also   der  Bückkehrkreis  der 
Bewegung  fest. 

Schneidet  eine  vierte  Gerade  g4  das  aus  den  bestimmenden  Geraden 
gl9  g%  und  gs  gebildete  Dreieck  bezüglich  in  £,,  £s,  £s,  so  hängt  der 
Winkel  der  Geraden  SGiy  SGa,  SGQ  mit  gly  £s,  g3  und  g4,  und  hiermit 
auch  die  Dimension  der  von  g4  umhüllten  Enveloppe,  nur  von  der  Lage 
ab,  welche  g4  gegen  gly  g%,  gs  einnimmt.     Hiermit  folgt: 

2)  Umhüllen  drei  Geraden  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems    ähnliche    Curven,    so    sind    die   Enveloppen 
aller    Geraden    einander    ähnlich.      Werden    die    drei 
bestimmenden    Curven    eines    derartigen   Systems    so 
verschoben  oder  gedreht,  dass  die  gegenseitigen  Win- 
kel ungeändert  bleiben,  so  wird  die  Enveloppe  einer 
andern  Geraden  nicht  geändert,  sondern  nur  um  den- 
selben  Winkel,   wie   die   bestimmenden   Geraden,   ge- 
dreht.    Bei  Umkehrung  der  Bewegung  beschreiben  die 
Systempunkte  affine  Trajectorien. 
In  Fig.  9  seien  k  und  kt  die  beiden  affinen  Grundcurven  eines  ähn- 
lich-veränderlichen Systems,  in  welchen  sich  die  Punkte  A,  B%  ...   und 
AiyBly...  entsprechen.     Die  Bewegung  werde  umgekehrt  und  diejenige 
Phase,  in  welcher  die  Verbindungslinie  zwischen  den  homologen  Punkten 
auf  k   und   kx   die  Lage  AAX  annimmt,   sei  die  Ausgangsphase  der  Um- 
kehrung.    Um   die  Enveloppe  f,   welche   eine  Gerade  a  bei  Umkehrung 
der  Bewegung   umhüllt,   zu   construiren,   stellen  wir  die  Gerade  AAX  in 
einer  beliebigen  Phase  B  Bt  der  directen  Bewegung  dar.     Eine  Phase  ax 


*  VergL:  Untersuchung  der  Bewegung  ähnlich -veränderlicher  Systeme.  Zeitschr. 
f.Math.u.Phy*,Bd.XXIVS.136. 
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von  a  bei  der  umgekehrten  Bewegung  muss  dann  gegen  A  Ax  gleiche  Lage 
haben ,  wie  a  gegen  B  Bx .     Es  ist  also  B  Bx  a  oj  A  Ax  &x . 

Es  werde  a  als  die  A'-Axe  eines  die  Grundcurven  k  und  kx  bestim- 
menden rechtwinkligen  Coordinatensystems  betrachtet;  die  Coordinaten 
von  k  seien  xf  y,  von  kx  xxi  yx.  Die  Lage  der  Geraden  ax  werde  durch 
den  reeiproken  Werth  |  des  von  at  auf  A  Ax  gebildeten  Abschnittes  A  M, 
und  durch  den  reeiproken  Werth  n  des  Abschnittes  AN%  welchen  ax  auf 
einer  zu  AAX  in  A  errichteten  Senkrechten  abschneidet,  bestimmt. 

Da  k  affin  zu  kti  finden  die  Gleichungen  statt: 

xx  =  axx  +  bxy  +  cx,     yx  =  a2x  +  b2y  +  c2, 
wo   die  Constanten   an  bx>  cn  <i2,  b2y  c%   durch   die  Lage   der  selbstent- 
sprechenden Geraden   gegen   das  Coordinatensystem  und  durch  die  Ver- 
hältnisse bestimmt  sind ,  nach  welchen  die  Ausgangsphase  A  Ax  durch  diese 
Geraden  getheilt  wird. 

Aus  der  Figur  ergiebt  sich: 

i  _  y—yi       1  _  x— x{ 

AM      AAx.y'    AN      A Ax  .  y 
oder 

—  q8g  +  (l  — 6g)y-c2  ^(i„fl|)g  —  bly^el 

§  AAx.y  '    V  AAx.y 

Nach  diesen  Gleichungen  ist  die  Enveloppe  l  zur  Trajectorie  k  reci- 
prok,  und  zwar  derart,  dass  die  einander  entsprechenden  Elemente  A 
und  a  involutorißch  liegen.  Denn  wird  A  zum  System  der  Curve  !  ge- 
rechnet, so  folgt  £  =  oo,  17  =  00,  und  hiermit  als  entsprechende  Gerade 
im  System  der  Curve  k  die  i%Axe  a  (y  =  0). 

Wird  £  =  0,  i?  =  0,  so  folgt  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  *=x,, 
y  =  yx.  Demnach  fällt  der  Affinitätspol  der  Cnrven  k  und  kx  mit  dem 
Pol  der  unendlich  fernen,  zu  (  gerechneten  Linie  im  System  der  k  zu- 
sammen. 

Die  für  |  und  r\  gefundenen  Gleichungen  stellen  die  allgemeinste 
Art  reeiproker  Verwandtschaft  dar.  Denn  in  zwei  reeiproken  Systemen 
k  und  (  findet  sich  stets  mindestens  ein  Paar  involutorisch  liegender 
Elemente  A  und  a.  Wird  A  zum  Anfangspunkte  der  die  Geraden  des 
Systems  (  bestimmenden  Coordinaten  £if,  a  zur  «T-Axe  des  die  entspre- 
chenden Punkte  in  k  bestimmenden  Coordinatensystems  xy  gewählt,  so 
nehmen  die  (  und  k  verbindenden  Gleichungen  die  obige  Form  an. 
Hiermit  sind  folgende  Sätze  gefunden: 

3)  Wird  die  Bewegung  eines  ähnlich  -  veränderlichen 
Systems,  in  welchem  die  Systempunkte  affine  Tra- 
jeetorien  beschreiben,  umgekehrt,  so  umhüllen  die 
Systemgeraden  ein  ander  ähnliche  Enveloppen,  welche 
den  Trajectorien  der  directen  Bewegung  reeiprok 
sind.     Und  umgekehrt: 
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4)  Wird  die  Bewegung  eines  ähnlichen  Systems,  dessen 
Systemgeraden  ähnliche  Enveloppen  umhüllen,  um- 
gekehrt, so  beschreiben  die  Systempunkte  einander 
affine  Trajectorien,  welche  den  Enveloppen  der  dir ec- 
ten  Bewegung  reciprok  sind. 

5)  Zu  zwei  einander  reciproken  Curven  lässt  sich  stets 
die  Bewegung  eines  ähnlich-veränderlichen  Systems 
finden,  welche  eine  Ourve  (k)  als  Trajectorie  eines 
Systempunktes  bestimmt  nnd  deren  durch  die  anderen 
Systempunktebeschriebenen  Trajectorien  hierzu  affin 
sind,  während  die  andere  Curve  (()  der  umgekehrten 
Bewegung  als  Enveloppe  einer  Geraden  angehört. 

Falls  die  reciproken  Curven  k  und  t  die  involutorischen  Elemente  A 
und  a  nicht  enthalten,  kann  man  k  durch  eine  beliebige  gerade  oder 
krumme  Linie  mit  A  in  Verbindung  setzen  und  so  diesen  Punkt  in  sich 
aufnehmen  lassen. 

Die  im  letzten  Satze  hervorgehobene  Bewegung  ist  bestimmt,  sobald 
aus  k  und  t  die  zu  k  affine  Curve  kt  gefunden  ist.  Zu  dem  Zwecke 
wählen  wir  im  System  der  k  ausser  dem  involutorisch  liegenden  Punkte 
A  zwei  weitere  B  und  C,  welchen  im  System  der  reciproken  (  die  Geraden 
b  und  c  entsprechen  mögen;  nehmen  weiter  Punkt  Ax  beliebig  an  und 
bestimmen  die  Punkte  Bx  und  C\  derart,  dass 

AAxbco  B  öja,     AAlcrx.  CCta. 

Indem  das  so  erhaltene  ^AlB1C1  dem  &ABC  affin  zugeordnet 
wird,  ist  kx  bestimmt. 

Der  Wendekreis  der  durch  k  und  kx  gegebenen  Bewegung  geht  durch 
die  Aehnlichkeitspole  zwischen  A Ax  und  BBl%  A Ax  und  CCly  also  durch 
die  Aehnlichkeitspole  der  einander  als  ähnlich  zugeordneten  Systeme  A  b 
und  B  a ,  A  c  und  C  a.  Da  der  Wendekreis  auch  den  Affinitätspol  S 
enthält,  folgt: 

6)  Haben  in  zwei  beliebig  gelegenen  reciproken  Syste- 
men k  und  !  die  Elemente  A  und  a  involutorische 
Lage,  so  liegen  die  Aehnlichkeitspole  der  einander 
als  ähnlich  zugeordneten  Systeme  Ay  b  und  #,  a  auf 
einem  Kreise,  der  durch  den  Pol  (&)  der  zum  System  l 
gerechneten  unendlich  fernen  Linie  geht. 

Die  bisherigen  Entwickelungen  gelten  für  beliebige  reciproke  Systeme; 
im  Folgenden  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Curven  k  und  f  involuto- 
rische Lage  haben,  so  dass  für  den  Punkt  A  ein  beliebiger  Punkt  in  k 
gewählt  werden  darf.  Die  Tangente  von  k  (Fig.  10)  in  diesem  Punkte  A 
sei  «,  der  Schnittpunkt  zwischen  a  und  a  sei  £,  der  Berührungspunkt 
vou  a  auf  t  sei  %  Da  A  Al  Ausgangsphase  der  Umkehrung,  so  enthält 
der   durch  Ay  G   und  91  gelegte  Kreis   ausser  dem  Aehnlichkeitspole  Pu 
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der  von  a  and  a  bei  Umkehruug  der  Bewegung  beschriebenen  ähnlicheu 
Enveloppen  noch  den  Geschwindigkeitspol  F.  Diese  Punkte  F  nnd  Ph 
fallen  hiernach  in  die  Schnittpunkte  des  durch  A,  G,  91  gelegten  Kreises 
und  des  Wendekreises. 

Diese  Construction  lässt  sich  vereinfachen.  Ph  liegt  nach  Satz  1)  in 
der  Verbindungsgeraden  von  G  mit  dem  Affinitätspole  S,  welcher  mit  dem 
Mittelpunkte  der  Involution  zusammenfällt.  Den  Bewegungspol  F  gewin- 
nen wir  als  Aehnlichkeitspol  der  an  die  affinen  Curven  k  und  kx  in  A 
und  Ax  gelegten  entsprechenden  Tangentenstrecken.  Wir  wählen  daher 
B  auf  der  Tangente  <z,  so  ergiebt  sich  F. als  Aehnlichkeitspol  zwischen 
den  einander  als  ähnlich  zugeordneten  Systemen  A,  b  und  #,  a.  Das 
Strahlen büschel  aus  F  nach  den  auf  a  liegenden  Punkten  .4,  2?,  . ..,  also 
P(A,  £,...),  ist  hiernach  dem  Strahlenbtiscbel  der  durch  31  gehenden 
Polaren  a,  b,  ...  entgegengesetzt  ähnlich.*  Wird  für  B  der  un- 
endlich ferne  Punkt  Bm  auf  a  genommen,  so  tritt  an  Stelle  von  6  die 
durch  den  Gegenpunkt  /  der  auf  a  gebildeten  Involution  gehende  Ge- 
rade StyL  und  es  wird 

L  £«/  =  L  APB»  =  LPAG. 
Demnach  geht  die  Gerade  551/  durch  den  Bewegungspol  P. 
Zusammenfassend  ergiebt  sich: 

7)  Sind  k  und  f  zwei  entsprechende  Curven  einer  reci- 
proken  Involution,  deren  Mittelpunkt  nach  S  fällt, 
ferner^,  a  und  a,  31  einander  entsprechende  Elemente 
in  zwei  Punkten  dieser  Curven,  und  ist  G  der  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  a  und  a,  so  bildet  der  Schnitt- 
punkt des  durch  A,  31  und  G  gelegten  Kreises  mit  der 
Geraden  Styl  den  Bewegungspol  P  für  die  Bewegung 
eines  ähnlich- veränderlichen  Systems,  in  welchem 
Punkt  A  die  Curve  k  als  Trajectorie  beschreibt,  wäh- 
rend bei  Umkehrung  dieser  Bewegung  die  Gerade  a 
die  Curve  f,  Gerade  a  eine  hierzu  ähnliche  Enveloppe 
umhüllt.  Der  Aehnlichkeitspol/^  dieser  Enveloppen 
liegt  im  Schnittpunkte  der  Geraden  SG  mit  dem  eben 
erwähnten,  durch  A,  31  und  G  gehenden  Kreise. 

§2. 
Für   den   Krümmungsradius   o   der  von    einem   Systempunkte   eines 
ähnlich  -  veränderlichen  Systems  beschriebenen  Trajectorie  und  den  Krüm- 


*  Im  Vorstehenden  ist  der  Satz  enthalten:  Zu  jeder  involutorischen  Punkt- 
reihe (a)  lassen  sich  in  beliebig  vielen  Weisen  zwei  Punkte  P  und  2(  derart  bestim- 
men, das8  das  StrahlenbÜBchel  aus  P  demjenigen  aus  91  nach  den  involutorischen 
Punkten  entgegengesetzt  ähnlich  ist. 
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mungsradius  qe  der  Enveloppe,  welche  eine  aus  der  momentanen  Phase 
dieses  Punktes  unter  der  Gleitrichtung  gezogene  Gerade  beschreibt,  war 
gefunden  worden*: 

—  —  *  _fi*    (A  ,  dq>      dx\ 

d&      dO 
Die   von  jenem  Punkte  und   der  Geraden    bei  Urakehrung  der  Be- 
wegung   in    der    augenblicklichen   Phase    beschriebenen   Curvenelemente 
mögen   Krümmungsradien    haben,    welche    durch*  o'   und    g'e  dargestellt 
werden.     Da  statt  dq>  —  t/qp,  statt  du  —  d%  zu  setzen  ist,  folgt: 
,__ds  1  ,  __  ds    /        dq>      dx\ 

9~~d&'~     d^.d>['     9'~"d$m\       TÖ^dä)' 

+  d&  +  d& 
Daher  ist 


(ds\*         r* 


Diese  Formel  werde  auf  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen 
angewendet.  Nennen  wir  den  Krümmungsradius  von  k  q{>  von  (  Q2y  so 
folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Aehnlichkeit  der  vou  a  und  a  bei  Umkehrung 
der  Bewegung  umhüllten  Enveloppen,  und  dar  =  /^,   q>~L  PAG: 

__      PA*      £t^__^__  ^u» 
9l '  9*  ~~  sin* PAG'  Pp  A      sin*q>'  Pß  A' 

Es  ist  r~SA.    ,  . 

sm  AG% 

In    der  vorstehenden    Entwickelung  wurde  k  als  Trajectorie,   f  als 

Enveloppe  betrachtet.     Wird  umgekehrt  k  als  Enveloppe  der  Geraden  «, 

l  als  Trajectorie  des  Punktes  31  angesehen,  folgt: 

/>,%*        /W_     r,       ^£ 

*'  fc  ~  sin^P^G'  /yA     sin^i "  />»' 

wo  Pj   den    zweiten  Schnittpunkt   von  SA  mit   dem  Constructionskreise, 

5171 ,4  £91 

und  Ll\AG  den  Winkel  g>,  bedeutet.  Ferner  ist  r,  =  P. s&  =  SÄ  . — — -^=. 
1  ^l  1        l  stnAG% 

Aus  den  letzten  Gleichungen  folgt 

o\  r  rl  o  j     aar  Stn*ASyL 

8)  p, .  p9  = . — —  =  SA .  Sty. — s . 

1     a      sin <p  sin q>t  sin* AGA.sinqt. sin q>x 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  zunächst  eine  einfache,  den  Zusam- 
menhang zwischen  qx  und  q2  vermittelnde  Construction.  Um  die  letzte 
Formel  in  übersichtlicherer  Weise  auszudrücken,  setzen  wir 

so  dass  wird 


*  Vergl. :  Untersuchung  der  Bewegung  ähnlich -veränderlicher  Systeme,  S.  143 
ufid  161. 
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cj    cor  *'ni(0 

*l    s*  sin* ty .  sin  q> .  stnfpt 

Der  in  der  Directrix  der  Involution  (Fig.  10)  nach  Richtung  SA  fal- 
lende Halbmesser  sei  gleich  d^  der  zu  d  conjugirte,  also  mit  a  parallele 
Halbmesser  sei  dl-J  der  nach  StyL  fallende  e,  der  hierzu  conjugirte,  parallel 
mit  a  laufende  et .  Ferner  sei  L  (d,  a)  =  v,  L  (e ,  a)  =  vt ;  die  halben  Haupt- 
axen  der  Directrix  seien  a0  und  bQ. 

Die  auf  SA  und  StyL  durch  die  involutorische  Reciprocität  hervor- 
gerufenen Involutionen  liefern  die  Gleichungen 

SJ.S%.°-^  =  d>  und    SJ.S*.^«  =  A 
stn  v  stn  v, 

Weiter   ist  nach  den  Gesetzen  conjugirter  Halbmesser,   einmal  ddlt 

dann  eex  als  conjugirte  Axen  betrachtend: 

sin (p.    sin oi      d.2  sine*    sin qp      <?.2 

-t— 7.- — =  -i   und .- —  =  -t- 

$tny    6irt<p       o*  atnqpl   smty       tr 

Die  letzten  Gleichungen  multiplicirend  und  dividireud,  kommt 
sin  cd      dlel       sinq>      det 
sin  ty       de  '     sin q>t      di e  ' 


Endlich  ist 


smv  =  -7— f  ,     sin  v.  =  — — - . 
rf.rfj  '       e.el 


Werden  die  für  SA. Sä,  A-^,    A-^-  und  sinv%  bezüglich  sinv.  ge- 

smtfT   stnq)t  °  *  ° 

fundenen  Ausdrücke  in  den  für  ^.^  erhaltenen  Werth  eingesetzt,  so  folgt: 

9)       *,.ps=«o.*o.f-4!-y=«0.6,(T^— y.  * 

Diese  zwei  Gleichungen  für  q1.q3  multiplicirend,  wird 

..«„.»  (*ih)%        1      ,.  =°jlV 1 . 

1      *         °  °\  de  /     (sin <p  sin  <p, )J/=        </3 e3     (51V/  (p . sin  qp, .  s/j 


sinv  .sin  Vi)*'*  ' 


Die   normalen  Entfernungen    der  an  k  und  f  gelegten  Tangenten  a 
und  a  seien  nx  und  n2;  so  folgt: 

10)  '••ft-5^- 

Das  Prodnct   aus   den  Krümmungsradien    entspre- 
chender Punkte  zweier  in volutorisch-reeiproken  Cur- 
ven  ist  zum  Cubu*  des  Products  aus  den  Entfernungen 
der  entsprechenden  Tangenten  vom  Mittelpunkte  der 
Involution  umgekehrt  proportional. 
Was  die  Richtungen  von  qx  und  £2  betrifft,  so  ist  der  vorstehenden 
Herleitung  zu  entnehmen,. dass  k  und  f  gegen  Pß  gleichzeitig  convex  oder 
concav  »ind.  ^ 


Von  Dr.  L.  Geisbnhrimbr.  309 

Fall 8  die  Directrix  der  Involution  ein  Kreis  oder  eine  gleich- 
seitige Hyperbel,  erhalten  wir  ans  Formel  9) 

daher  in  beiden  Fällen 

V  +  Vi  — «. 

Um  die  entsprechenden  Formeln  fflr  eine  parabolische  Directrix  zn 
gewinnen,  formen  wir  10)  um.  Werden  die  Krümmungsradien  der  Direc- 
trix in  den  Endpunkten  der  Halbmesser  d  und  e  mit  q01  und  o^  bezeich- 
net, so  ersieht  sich 

6  /SA   S«\3 

Qi  •  P*  =  (  -J  •  — )  •  Coi  •  ?02> 

demnach  für  eine  Parabel  als  Directrix 

Das   Product   aus   den   Krümmungsradien   entspre- 
chender  Punkte   zweier   p  arabolisch-reciproken  Cur- 
ven  ist  gleich  dem  Product  aus  den  Krümmungsradien 
derjenigen  Punkte  der  Directrix,  welche  mit  den  Cur- 
venpunkten  in  einen  Durchmesser  fallen*. 
Aus  den  Formeln,  durch  welche  sich  die  Krümmungen  der  in  einem 
Ähnlich -veränderlichen  System  beschriebenen  Bahnen  bestimmen,  ergiebt 
sieb    auch  eine  Beziehung   zwischen   den   entsprechenden    Bogendifferen 
tialien  ds%  und  ds2  der  Curven  k  und  f.     Das  Bogendifferential  der   von 
a  bei  Umkehrung  der  Bewegung  beschriebenen  Enveloppe  ds    nennend, 
folgt:  _ 


~d&      </# 


demnach 


*  Werden  in  der  Formel  10)  für  die  reeiproken  Curven  Kegelschnitte  genom- 
men und  deren  Krümmungsradien  mit  Hilfe  der  bekannten  Formeln  ausgedrückt, 
so  ergiebt  sich  folgende  Beziehung:  Sind  3f, ,  a, ,  bt  und  3f2,  a2,  ft«  die  Mittel- 
punkte und  Halbaxen  zweier  reciprok-involntorischen  Kegelschnitte,  Af0,  a^,  b0 
der  Mittelpunkt  und  die  Halbaxen  ihrer  Directrix,  G  und  ©  die  Schnittpunkte  ent- 
sprechender Tangenten  der  reeiproken  Curven  mit  der  Centrale  M0Mn  bezüglich 

MQM2%  so  ist  $£.üM=ft     >6Y6°»V-    Als0:  Das  Product  der  Theilungsver- 

h&ltnisae,  nach  welchem  zwei  entsprechende  Tangenten  reeiprok-involutorischer 
Kegelschnitte  die  Verbindungslinien  des  Mittelpunkts  der  Directrix  mit  denen  der 
reeiproken  Cur?en  schneiden,  ist  eine  Constante,  deren  Werth  sich  durch  die 
Hauptaxen  dieser  drei  Curven  bestimmt.  —  Degenerirt  eine  dieser  drei 
Curven  in  eine  Parabel,  ergiebt  sich  der  entsprechende  Satz  durch  einfache  Grenz- 
betrachtung. 
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t^     Pu  A      SA  ,  sin  cp.      n, 

Da  7r~^=rr^ : — 1  =  -   »   kommt  für  das  Verhaltniss  entspre- 

chender  Bogeneleme nte  involutorisch-reciproker  Curven: 


12)  pi^j/h^i. 

dst      /      (i,.w8 


Falls   k  in   einen  Pnnkt  degenerirt  oder  die  Tangente  a  durch  den 

ds 
Mittelpunkt  der  Directrix  geht,   ist  ^-1  =  ö.     Im  ersten  Falle  ist  dsx  =  Qt 

im  zweiten  d*2  =  oo.  — 

Für  die  parabolische  Involution  wird 

13)  dsx^^/Qx.sintpx 

rf  s2     f     ()j .  5t  n  <jp 
In  dieser  Gleichung  bedeuten  die  Glieder  des  radicirten  Verhältnisses  die 
Projeotionen   der  Krümmungsradien   auf  den  Durchmesser  der  Directrix. 

§3. 

Aus  dem  Gesetze  über  die  Krümmungsradien  reciproker  folgt  die 
Beziehung  für  collineare  Curven. 

Es  sei  Curve  f  reciprok  und  in  involutorischer  Lage  gegen  kx  und  k%\ 
die  Directrix  zu  f  und  kx  habe  den  Mittelpunkt  0lt  die  Halbaxen  ax  und 
A,;  die  von  Ox  auf  die  Tangente  t  von  t  gefällte  Senkrechte  sei  vlf  die 
von  Ox  auf  die  entsprechende  Tangente  tx  von  kx  gefällte  Senkrechte  nx . 
Die  entsprechenden,  sich  auf  die  zweite  zu  I  und  k%  gehörige  Directrix 
beziehenden  Grössen  seien  Ö2,  a%1  6S,  v2  und  w2.  Die  Krümmungsradien 
von  f ,  kx  und  kt  q,  qx  und  q2  nennend,  folgt  nach  10) 

daher 

Es  ist  Ar,  stets  collinear  zu  /<r2.  Wählt  man  die  Directrix  zwischen 
f  und  kx  ähnlich  und  ähnlich  liegend  zur  Directrix  zwischen  t  und 

Xrs,  so  dass  das  Verhaltniss  homologer  Linien  (-i  =  -M   gleich  k  wird, 

folgt ,  dass  man  kx  und  k9  in  perspectivische  Lage  bringen  kann,  indem 
man  0X  als  Collineationscentruin  wählt  und  Ar3  so  lange  verschiebt,  bis 
0%  auf  Ox  fällt.  Denn  jedem  unendlich  fernen  Punkte  in  t  entsprechen 
in  kx  und  kt  parallele  Durchmesser.  Die  Collineationsaxe  wird  alsdann 
der  zur  Centralen  0X  0t  conjugirten  Richtung  parallel.  Die  Gegenaxe  in 
kx  ist  die  Polare  von  02  in  Bezug  auf  das  System  {lkx)y  die  Gegenaxe 
in  kr  ist  die  Polare  von  0X  in  Bezug  auf  das  System  (tk%).  Hiernach 
kommt  für  das  Verhaltniss  der  Entfernungen  der  beiden  Gegenaxen  vom 
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Collineationscentrum,  and  auch  für  daß  constante  Doppelschnittsverhält- 
niss  der  in  perspectivische  Lage  gebrachten  Systeme  kx  und  k%  je  nach 
der  perspectivischen  Lage,  wenn  Ä  den  Schnitt  deß  Strahles  OxAxA%  mit 
der  Collineationsaxe  bedeutet: 

°jA   ^s^  +  l» 
4*' 4«        - 

Da  ausser  v,  und  v2  auch  OxAx  und  02A2  parallel  Bind,    folgt  nach 

den  Sätzen  über  die  involutorische  Theilung  des  Durchmessers  durch  Pol 

und  Polare: 

£4^W,   nnd  wird  daher  £l-l«.(S    SitY 

Oa  A% .  vs  Q%  \nx     Ot  A%  / 

x  Aus  Betrachtung  der  Fig.  11,  in  welcher  die  Systeme  kx  und  k2  in 
perspectivischer  Lage  dargestellt  sind,  folgt: 

AOxAlf$)_l11n1_OlAl 

&OxAt<S)~!^n%'~  0XA% 
oder,  da  0t  At  ~  03A9, 

n%  ,  0XAX tx 

«,  .0%A%       t%  ' 
wo   tx   und   t2  die  bis  zur  Collineationsaxe  verlängerten   Tangenten  der 
perspectivischen  Ourven   Ar,   und  k2  in   den  entsprechenden  Punkten  Ax 
und  A%  bedeuten.     Demnach  ist 


o2       -        \i^) 


Das    Verhältniss    der    Krümmungsradien    entspre- 
chender Punkte  in  perspectivischen  Ourven  ist  gleich 
dem   Cubus   aus   dem  Verhältnisse  der  bis  zur  Colli- 
neationsaxe   verlängerten    Tangentenstrecken,    mul- 
tiplicirt    mit    einem    für    alle   Punkte    der    durch    die 
Curven   bestimmten  Collineation  constanten  Doppel- 
schnittsverhältnisse.* 
Wählt  man  als  perspectivische  Curven  zwei  Kegelschnitte  mit  den 
Halbaxen   axbx   und  <i262;  werden  ferner  die  Abstände  der  Tangenten  tx 
und  t%  von  den  bezüglichen  Curvenmittelpunkten  mit  px  und  p3  bezeichnet, 

80  wird                            _öiV         _«tfV 
daher  Q 

'2p*    V  W-i±*i)' 

15)  Die  Dreiecke,  gebildet  je  aus  dem  Curvenmittelpunkte 
und  der  bis  zur  Collineationsaxe  verlängerten  Tan- 
gentenstrecke zweier  perspectivischen  Kegelschnitte, 

*  Vergl.  Bd.  XXV  S.  214  die«*  Zeitechrift. 
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haben   ein  constantes  Verhältnis«,   dessen  Werth  sich 
durch    das  Product  der  Hanptaxen  nnd  das  constante 
Doppelschnittsverhältniss   der  durch   die  Curven  ge- 
gebenen Collineation  bestimmt.* 
Degenerirt  der  zweite  Kegelschnitt  in  eine  Parabel,   so   wird  Hmp2 

=  /»/H(/»2.siwß),  wo  et  den  Winkel  der  Parabeltangente  t2  mit  üvr  Parabel - 

axe  bedeutet.     Daher  wird 


Den  Parameter  der  Parabel  p  nennend,  kommt 


tt.si.,a       V    /i.(±i*)' 


§4. 

Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich -veränderlichen  ebenen  Systems 
ähnliche  krumme  Punktreihen,  so  bleibt  ein  Systempunkt,  der  Aehnlich- 
keitspol  aller  Systemphasen,  unbeweglich;  alle  anderen  Systempunkte 
bewegen  sich  auf  ähnlichen  Curven  und  erzeugen  auf  diesen  ähnliche 
Punktreihen.  Diese  Bewegungsform  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems 
nennen  wir  mit  Burmester  die  einförmig-krummlinige  Bewegung 
desselben.**  Diese  lässt  sich  als  eine  specielle  Form  der  in  §  1  betrach- 
teten Bewegungsarten  ansehen,  da  bei  derselben  sowohl  die  von  den 
Syetempuukten  beschriebenen  Trajectorien,  wie  die  von  den  Systemgera- 
den umhüllten  Enveloppen  einander  ähnlich  werden.  Ferner  sind  bei 
dieser  Bewegungsart  die  Trajectorien  der  Systempunkte  den  zum  Aehn- 
lichkeitspol  gehörigen  Fusspunktcurven  der  von  den  Geraden  umhüllten 
Enveloppen  ähnlich. 

Um  die  früheren  Resultate  dieser  besondern  Abart  anzupassen ,  werde 
zunächst  die  Trajectorie  der  umgekehrten  Bewegung  gesueht.  Es  seien 
(Fig.  12)  k  und  kt  zwei  Trajectorien  der  directen  Bewegung,  S  deren 
Aehnlicbkeitspol ,  AAX  und  B  Bt  je  zwei  homologe  Punkte  dieser  Curven, 
a,  h  deren  bezügliche  Verbindungsgeraden.  Die  Phase,  in  welcher  der 
die  Bahn  k  beschreibende  Punkt  nach  A  gelangt,  sei  die  Ausgangsphase 
der  Umkehrung.  Die  Trajectorie  k'  oder  PaPä---i  welche  bei  Umkehrung 
der  Bewegung  ein  Punkt  beschreibt,  welcher  sich  bei  der  Ausgangsphase 

*  Collineationsaxe  kann  jede  gemeinschaftliche  Secante  der  beiden  Curven 
sein.  Dass  die  Chordale  zweier  Kreise  der  Ort  für  die  Schnittpunkte  ihrer  gleichen 
Tangenten,  ist  ein  specieller  Fall  des  Satzes  15). 

**  Vergl.t  Burmester,  Kinematisch  -  geometrische  Untersuchungen  der  Bc 
wegung  ahnlich-veränderlicher  ebener  Systeme.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  XIX 
S.  161  flg. 
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in  Pa  befindet,  wird  erbalten,  indem  man  für  die  verschiedenen  Lagen 
von  B  stete  &(AAxPi)  ~  A(BßlPa)  construirt.  Hiernach  bleibt  auch 
bei  Umkehrtmg  der  ein  förmig -krummlinigen  Bewegung  der  Aehnlichkeita- 
pol  S  fest,  und  ist  die  umgekehrte  Bewegung  wieder  eine  solche  gleicher  Art. 

Setzt  man  S#  =  r,  L  ASB  =  ^t  so  lässt  sich,  wenn  SA  als  Anfangs- 
lage des  Radius  vector  betrachtet  wird,  die  Polargleichung  der  Curve  k 
in  der  Form  geben: 

*('.*)  =  0. 

SA  SP 
Aus  der  Proportion  SA:SB=SP>:SPa  folgt  SB=       '      a.     Weiter 

öPb 

ist  L  Pa  SPb  =  —  t/;,  daher  die  Polargleichung  der  vom  Punkte  Pa  bei 
Umkehrung  der  Bewegung  durchlaufenen  Trajectorie  k\  SPa  als  Anfangs- 
lage betrachtend: 

„(SA. SP*  \      . 

Die  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Curve  k'  ist  zu  einer  inversen 
Curve  von  k  in  Bezug  auf  S  symmetrisch. 

In  gleicherweise  findet  man,  dass  die  Enveloppe,  welche  eine  Ge- 
rade bei  der  Umkehrung  der  krummlinig- einförmigen  Bewegung  umhüllt^ 
zu  einer  mit  k  in  Bezug  auf  S  circular-reciproken  Curve  symmetrisch  ist. 
Da  aber  andererseits  die  Trajectorie  der  umgekehrten  Bewegung  auch 
zur  Fusspunktcurve  der  Enveloppe  der  umgekehrten  Bewegung  (stets  in 
Bezug  auf  denselben  Punkt  S)  ähnlich  ist,  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

16)  Die  Fusspunktcurve  einer  Curve  ist  der  circular-reci- 
proken Abbildung  dieser  Curve  invers. 

17)  Die  Einhüllende  zu  einer  Fusspunktcurve  ist  der  in- 
versen Abbildung  dieser  Fusspunktcurve  circular, 
reciprok. 

18)  Die  circular-reciproke  Abbildung  einer  Curve  ist  zur 
inversen  Curve,  diese  als  Fusspunktcurve  betrachtet- 
die  Einhüllende. 

19)  Die  inverse  Abbildung  einer  Curve  ist  zu  der  circu- 
lar-reciproken Abbildung  dieser  Curve  die  Fuss- 
punktcurve. 

Specielle  Fälle  dieser  Sätze  sind  folgende  Beziehungen: 

20)  Die  Fusspunktcurve  eines  Kegelschnitts  in  Bezug 
auf  einen  beliebigen  Punkt  fällt  mit  der  inversen 
Abbildung  des  circular-reciproken  Kegelschnitts  zu- 
sammen.    Und  umgekehrt: 

21)  Die  inverse  Abbildung  eines  Kegelschnittes  in  Bezug 
auf  einen  beliebigen  Punkt  fällt  mit  der  Fusspunkt- 

ZeUwhflft  f.  Mathomatik  u.  Physik  XXV,  6.  21 
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curve     des     circnlar  -  reciproken     Kegelschnitts     zu- 
sammen. 
Ans  dem  letzten  Satze  folgt: 

22)  Die  inverse  Abbildung   eines  Kegelschnitts  in  Bezug 
auf  einen  Brennpunkt  ist  eine  Pascal'sche  Curve. 

Aus  der  Construction  für  die  Trajectorie  der  Umkehrung  der  ein- 
förmig-krummlinigen Bewegung  ergiebt  sich,  dass  die  Tangenten  ent- 
sprechender Punkte  inverser  Curven  symmetrisch  gegen  den  die  Punkte 
verbindenden  Radius  vector  liegen.  Nennen  wir  den  Krümmungsradius 
der  bei  directer  Bewegung  von  Pa  beschriebenen  Bahn  Qly  den  der  bei 
umgekehrter  Bewegung  von  diesem  Punkte  beschriebenen  Bahn  p',  so 
folgt  aus  den  Gleichungen 

ds  1  ,      ds  1 


^i^wa*         w»      a~  *     Q       /JA 


de     da  +d&  +  d& 

wo  q>  den  Winkel  des  Radius  vector  SPa^rx  mit  der  Tangente  an  eine 
der  Curven  bedeutet. 

Falls  die  von  Pa  bei  directer  Bewegung  beschriebene  Trajectorie  k% 
mit  ihrer  symmetrisch  -  in versen  Abbildung  nicht  den  Punkt  Pa  als  einen 
entsprechenden  gemein  hat,  sondern  dem  Leitstrahl  rt  in  der  symmetrisch, 
inversen  Curve  der  Leitstrahl  r8  entspricht,  kommt,  den  Krümmungsradius 
dieser  Curve  os  nennend,  ft:fl's=rs:r19  daher 


Für  die  Krümmungsradien  o,  und  o2  einer  Curve  und  ihrer  inversen 
Abbildung  folgt  hiernach  die  Gleichung 


23)  *f1  +  a)' 


stnq>} 


wo  rt  und  r2  die  Leitstrahlen  der  entsprechenden  Punkte,  q>  den  Winkel 
der  bezüglichen  Tangenten  mit  diesen  Leitstrahlen  bedeutet. 

Bei  gleichem  Vorzeichen  von  ox  und  o8  fallen  diese  Krümmungs- 
radien auf  die  entsprechend  ungleichen  Seiten  der  Leitstrahlen; 
sie  sind  positiv  oder  negativ  zu  rechnen,  je  nachdem  die  zugehörigen 
Curven  concav  oder  convex  gegen  den  Pol  S  liegen. 

Ein  Beispiel  der  vorstehenden  Formel  bieten  zwei  in  Bezug  auf 
ihren  Aehnlichkeitspol  inverse  Kreise,  wodurch  sich  auch  eine  einfache 
Construction   für  die  durch  Gleichung  23)  ausgedrückte  Beziehung,   wie 
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der  Beweis   dafür  ergiebt,    dass    beide   Krümmungsmittelpunkte 
mit  S  in  eine  Gerade  fallen. 

Die  Umkehrung  der  kreislinigen  *  Bewegung  eines  ähnlich  -  veränder- 
lichen Systems  ist  somit  wieder  eine  kreislinige  Bewegung.  Ebenso  folgt 
für  die  Umkehrung  der  geradlinigen  Bewegung  eines  solchen  Systems 
eine  kreislinige  Bewegung  der  besondern  Art,  bei  welcher  jeder  von 
einem  Systempunkte  beschriebene  Kreis  durch  den  gemeinschaftlichen 
Aehnlichkeitspol  aller  Phasen  geht,  jede  Systemgerade  einen  Punkt  um- 
hüllt. Alle  Systemgeraden  und  Punkte  gehen  bei  der  umgekehrten 
Bewegung  gleichzeitig  durch  den  Aehnlichkeitspol,  und  zwar  in  einer 
Phase,  welche  der  unendlich  fernen  Phase  der  directen  Bewegung  ent- 
spricht. 


Vergl.  Burmester,  a.  a.  0.  8.  164. 
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XVI. 
Ueber  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Röhren. 

Von 

Dr.  L.  Graetz 

in  Strasburg  i.  E. 


Hierzu  Taf.  VI. 


Die  allgemeinen  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  von  Flüs- 
sigkeiten vereinfachen  sich  sehr  bedeutend,  wenn  man  die  Strömung  durch 
Bohren  von  überall  gleichem  Querschnitt  betrachtet.  Eine  einfache  Ueber- 
legung  zeigt  schon,  dass  bei  einer  Anordnung  des  Experiments,  bei  der  die 
Flüssigkeit  durch  einen  Ueberdruck  auf  einer  Seite  durch  eine  enge  Röhre 
getrieben  wird,  im  Allgemeinen  die  Flüssigkeitstheilchen  nur  eine  längs 
der  Axe  der  Röhre  fortschreitende  und  eine  wirbelnde  Bewegung  wer- 
den haben  können,  deren  Axe  in  dem  Querschnitte  liegt.  Ist  dieses 
Resultat  schon  von  vornherein  zu  erwarten,  so  wird  es  bestätigt  durch 
die  Versuche  Poiseuille's*,  welche  sich  theoretisch  vollständig  unter 
der  angeführten  Annahme  verfolgen  lassen.  Die  hauptsächlichste  Ver- 
einfachung bei  den  Strömungen  durch  Röhren  besteht  also  darin,  dass 
statt  der  drei  Geschwindigkeitscomponenten  w,  t>,  to  nur  eine  einzige 
betrachtet  werden  muss.  Und  aus  diesem  Resultat  folgt  sofort  au/  der 
Natur  der  Flüssigkeiten  das  andere,  dass  diese  eine  allein  zu  berech- 
nende Componente  nicht  von  allen  drei,  sondern  nur  von  zwei  Coordi- 
naten  abhängig  ist.  Auf  diese  Weise  wird  die  allgemeine  Differential- 
gleichung einfacher  und  ebenso  vereinfachen  sich  die  Grenzbedingungen, 
die  ebenfalls  von  dreien  auf  eine  reducirt  werden.  In  den  Grenz- 
bedingungen tritt  die  Constante  der  äusseren  Reibung  auf.  Diese  muss 
sich  aus  einem  Vergleich  der  theoretisch  und  experimentell  gefundenen 
Resultate  numerisch  bestimmen  lassen.  Nun*  zeigt  die  Vergleichung 
der  Po iseuille' sehen  Versuche  bei  Röhren  mit  kreisförmigem  Quer- 
schnitt mit  der  theoretischen  Entwickelung,  wie  sie  Jacob  söhn**  nach 


•  M&moires  des  savants  ärangers,  Bd.  IX  1846. 
**  Archiv  für  Physiologie  von  Reichert  und  Du  Bois-lie 
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F.  Neu  mann  giebt,  dass  für  benetzende  Flüssigkeiten ,  wie  Wasser, 
diese  Constante  der  äusseren  Reibung  unendlich  gross  angenommen  wer- 
den kann,  d.  b.  dass  die  Flüssigkeit  an  der  Wand  haftet.  Ebenso  wird  für 
nicht  benetzende  Flüssigkeiten  annähernd  der  andere  äusserste  Fall  eintreten, 
dass  nämlich  diese  Constante  sehr  klein  ist.*  Für  praktische  physikalische 
Zwecke  genügt  es  also  immer,  die  Differentialgleichung  aufzulösen  unter 
der  Annahme,  dass  die  Constante  der  äusseren  Reibung  einen  der  beiden 
extremen  Werthe  hat  und  es  wird  in  allen  Problemen,  die  uns  aufstossen 
werden,  möglich  sein,  den  Werth  von  u  unter  dieser  von  der  Beobach- 
tung gegebenen  Vereinfachung  vollständig  zu  bestimmen. 


§  1.  Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Röhren. 

Die  hydrodynamischen  Gleichungen  erlauben  ebenso,  wie  die  Gleich- 
ungen für  die  elastischen  festen  Körper,  zwei  Aufgaben  zu  lösen.  In  die 
Gleichungen  treten  nämlich  die  Geschwindigkeiten  ein ,  welche  an  einem 
.  Punkte  des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  während  der  Bewegung 
stattfinden,  und  zugleich  der  Druck  und  die  elastischen  Kräfte,  welche 
durch  diese  Bewegung  hervorgerufen  werden  und  sie  weiter  beeinflussen.* 
Sind  die  Geschwindigkeiten  und  der  Druck  vollständig  bekannt,  so  ist 
es  leicht,  die  elastischen  Kräfte  zu  finden,  welche  bei  der  Bewegung  ins 
Spiel  kommen.  Es  geschieht  dies  durch  einfache  Differentiation,  denn 
die  Componenten  der  elastischen  Kräfte  sind  bekanntlich 

*-#-«£.  r.-,-»£.  *-,-»»£. 

'-*--*£+£). 

Weit  schwieriger  ist  aber  die  andere  Aufgabe,  die  gewöhnlich  verlaugt 
wird,  nämlich  die  Bestimmung  der  Bewegung  der  Flüssigkeit,  wenn 
gegebene  Kräfte  auf  sie  wirken.  Diese  Aufgabe  wird  durch  die  drei 
Differentialgleichungen  gelöst 

(du    t     du   ,     du   ,      du\  v     dXx     dXy      dXz 

n\  (*"   .      dv  .      8»   .       dv\         v     dY*      dYv      dY* 

(dw  ,     dtv  ,      dw  ,      dtv\         „      dZx     dZy      dZx 

*  Stefan  in  Wiener  Sitzungsberichte  Bd.  46,  1860.   c 
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Zu  diesen  kommt  als  vierte  die  Continuitätsgleichung 
ox  du      dv     dw 

'  dx     dy      dz 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  aber  die  u,  0,  tvy  p  noch  nicht 
vollständig  bestimmen.  Zur  Vervollständigung  gehören  die  Grenzbeding- 
ungen. Man  stellt  nun  die  Hypothese  auf,  dass  zwei  Elemente  der 
Grenzfläche  einen  tangentialen  Druck  aufeinander  ausüben,  der  propor- 
tional ,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  ist  ihrer  relativen  Geschwindigkeit. 
Diese  Hypothese  stellt  sich  mathematisch  durch  folgende  Gleichungen  dar: 

9 Xn  —  (Xn  cos(nx)  +  Yn  cos(ny)  +  Zu cos(m))  cos(nx)  =  X (t^—  u), 
4)  F«—  (Xn cos (n x)  +  Fn  cos (n y)  +  Zn  cos(nz))  cos(ny)  =  X fo  — 0), 

Zn  —  ( Xu  cos  (n  x)  +  Vn  cos  (n  y)  +  Zn  cos  (n  z))  cos  (n  z)  =  k  {tvx  —  w). 
Darin  ist  Xn  =  Xx  cos{nx)  +  Xy  cos(ny)  +  Xx  cos(nz)  u.  s.  w.  und  X  ist  die 
Constante  der  äusseren  Reibung. 

Hat  man  aus  diesen  Gleichungen  m,  0,  w,  p  vollständig  bestimmt, 
so  sind  die  Probleme  alle,  die  in  Frage  kommen  können,  im  Wesent- 
lichen gelöst.  Grössere  Schwierigkeit  würde  nur  die  Bestimmung  der. 
Bahn  jedes  einzelnen  materiellen  Theilchens  machen,  ein  Problem,  das 
*auf  die  Auflösung  dreier  simultaner  Differentialgleichungen  hinauskommt. 
Aus  den  Werthen  von  u,  t>,  tvy  p  folgen  sofort,  wie  in  1)  angegeben, 
die  Werthe  der  elastischen  Druckcomponenten ,  sowohl  der  normalen  Xx> 
Yy,  Z%y  als  der  tangentialen  A9,  P»,  Zx.  Ferner  folgen  daraus  sofort 
durch  Differentiation  die  Werthe  der  Drebungsgeschwindigkeit  an  jedem 
einzelnen  Punkte.     Diese  ergeben  sich  nämlich  aus  den  Gleichungen 

.       ot  dw     dv      o    du     dw      of  dv      du 
'  dy      dz  dz     dx  dx     dy 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Special ieirung  der  Gleichungen  für  die 
Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Röhren.  Wir  betrachten  die  Axe  der 
Röhre  als  Axe  der  a;  und  nehmen  als  einzige  wirkende  äussere  Kraft 
die  Schwerkraft  an.  Für  den  Fall,  dass  die  Röhre  vertical  steht,  kön- 
nen wir  dann  unsere  in  der  Einleitung  erwähnte  Annahme,  dass  nämlich 
v  und  w  gleich  Null  sind,  ohne  Weiteres  immer  anwenden.  Ist  die 
Röhre  nicht  vertical,  sondern  horizontal  oder  geneigt,  so  wird  unsere 
Annahme  noch  immer  gerechtfertigt  sein,  wenn  der  Querschnitt  der 
Röhre  klein  ist.  Dies  beweisen  die  Po iseuil le' sehen  Versuche.  Wir 
wollen  uns  also  im  Folgenden  entweder  eine  verticale  Röhre 
von  beliebigem  Querschnitt  vorstellen,  bei  der  wir  die 
Schwerkraft  dann  mit  berücksichtigen,  oder  eine  nicht  ver- 
ticale Röhre,  bei  der  der  Querschnitt  nur  so  gross  ist,  dass 
man  die  Schwerkraft  vernachlässigen  kann. 

Unter  diesen  Annahmen  haben  wir  also 
0  =  0,     w  =  0 
und  daher  nach  Gleichung  3)  auch 

Digitized  by  VjOOQIC 
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Und  es  werden  die  normalen  elastischen  Druckcomponenten 

Xx=Y9=Zz=p 
und  die  tangentialen  werden 

6)  n=o,  *.—*£,   f.— *j£. 

Ferner  werden  die  Werthe  der  Drehungscomponenten 

').         «-•.  »»-£.  «— g. 

Wir  nehmen  ferner  an,  dass  die  Bewegung  stationär  ist,  das  heisst,  dass 
/  nicht  ezplicite  in  u  enthalten  ist.  Dann  erhalten  wir,  wenn  wir  in  2) 
die  Werthe  von  Xs  u.  s.  w.  eintragen,  die  Gleichungen 


8)  o-M-jj  +  ^  +  jpj, 


dy* 

9)  ^  =  0      ^  =  0 
Ferner  ist  cos  (n  x)  =  0 ,  also 

10)  JTn  =  JTy  cos(«y)  + A^co*^«),    yn  z=  P  cos  (n  y)  ^    Zn^pcos^nz). 

Die  zweite  und  dritte  Grenzbedingung  4)  werden  also  von  selbst  erfüllt. 
Die  erste  giebt 

Xy  cos(ny)  +  X%  cos(n z)=X {ut  —  ti). 

Nehmen  wir  also  w, ,  ^ ,  «^  gleich  Null ,  d.  h.  die  Röhrenwand  als  ruhend 
an,  so  ist,  weun  wir  die  Werthe  aus  6)  eintragen,  die  Grenzbedingung: 

Jl)  C(W(fiy)+—  C05(fl2)  =  ~M. 

Da  p   nach   9)    nur   eine  Function   von  x  sein  kann,   während  u  von  x 

unabhängig  ist,   so   muss   —  =const.,    d.   h.    der   Druck    muss   sich 

längs  der  Bohre  nach  dem  Gesetz  der  geraden  Linie  ändern. 
Ist  der  Druck  an  beiden  Enden  gegeben,  pi  und  p0>  so  ist  also 


Pi-Po  =  cl,   also  c*_  —  (, 


Setzen  wir  nun 


12)  -JkT^a> 


so  werden  die  Gleichungen  8)  und  9) 

Pu     a*M 
öy*  +  dz 

14)  ^  co*  (« y)  +  —  cos  (n  z)  =  T  m. 
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Die  Lösung  dieser  Gleichungen  wird  bedeutend  vereinfacht,  wenn  wir 
die  erste  von  ihnen  auf  die  bekannte  Form  bringen  —-y+r-j=0.  Dies 
geschieht,  indem  wir  setzen 

15)  Mc=-f  (y2+*2)  +  *. 

Dadurch  haben  wir  nun  die  beiden  Gleichungen 

für  alle  Punkte  innerhalb  der  Röhre  und 

17)     (^-ay)co,(ny)  +  (||-ar)Co,(Wz)  =  iv-^(y*+^ 

für  den  Rand  der  Röhre. 

In  den  beiden  extremen  Fällen,  von  denen  schon  oben  die  Rede 
war,  vereinfacht  sich  die  Grenzbedingung  17).  Für  den  Fall ,  dass  X  =  oo 
ist,  muss  an  der  Grenze 

tp  —  ^  (y* + z*)  *=  consl> 
sein  und  für  den  Fall,  dass  k  unendlich  klein  ist,  muss 

Gj  "  a  v  C0S(ny^ +  (ä? "" a  *) C0Ä  (w  ^  =  ° 

sein.  Die  Form  16)  und  17)  ist  zwar  bei  den  einfachen  Fällen,  nament- 
lich beim  Kreise,  vielleicht  etwas  umständlicher,  als  die  Form  13)  und 
14).  Dieser  Mangel  wird  aber  dadurch  aufgewogen,  dass  sich  aus  dieser 
Form  eine  Menge  von  Querschnitten  angeben  lassen,  für  die  das  Pro- 
blem lösbar  ist,  und  dass  zugleich  das  Strömungsproblem  in  engen  Zu- 
sammenhang gebracht  wird  mit  dem  St.  Ve*n an t' sehen  Problem  der  Tor- 
sion fester  Cylinder. 

§  2.   Röhren  mit  kreisförmigem  Querschnitt 

Für  Röhren  mit  kreisförmigem  Querschnitt  ist  die  Aufgabe  schon 
mehrfach  behandelt.*  Ich  führe  sie  nur  der  Gleichförmigkeit  halber  an 
und  um  einige  allgemeine  Beziehungen  dabei  zu  erörtern. 

Der  Kreis  habe  die  Gleichung  y*  +  z*  =  R2. 

Es  ist  dann 

cosny  =  -^,   cosnz  =  —-. 

Die  Grenzbedingung  17)  wird  dann 

Wir  lösen  diese  Gleichung  und  zugleich  die  Gleichung  16)  durch  q>  =  const. 
und  es  ist 


*  Jacobsohn  a.  a.  0.    Stefan  a.  a.  0.    S.  Kirchhoff,  Vorles.,  S.  73. 
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18)  „  =  ±  («.+  »**_,.) 


Die  Geschwindigkeit  hängt  also  von  der  ersten  und  zweiten  Potenz  des 

P 

Radius  ab.     Die  normalen  Elasticitätscomponenten  sind  alle  gleich  —  #, 

während  die  tangentialen  die  Werthe  haben 

^»«0,  Xz  =  kaz,  Fs  =  kay. 
Diese  Werthe  enthalten  nur  scheinbar  die  Reibungsctfnstante  Ar.  Denn 
k  kommt  auch  im  Nenner  von  a  vor,  so  dass  also  die  tangentialen 
Elasticitätscomponenten  unabhängig  von  der  Natur  der  Flüs- 
sigkeit sind  und  nur  von  der  Grösse  und  Form  der  Quer- 
schnitte abhängen. 

Es  finden  bei   der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  durch  Röhren  auch 

Drehungen   der  Theilchen   statt.     Es   ist  2|  =  0,   2ij  =  — ,   2£  =  —  — . 

Man  ernennt  aus  der  Gleichung  13)  sofort,  dass  bei  allen  Röhren  z/^  =  0 
und  z/£  =  0  ist.  Dies  ist  aber,  wie  ich  anderweitig  nachgewiesen  habe*, 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  Wirbel- 
bewegung in  reibenden  Flüssigkeiten  den  Helmholtz 'sehen  Gesetzen** 
genügt.  Die  Wirbelbewegungen  in  Röhren  jeder  Art  befolgen 
also  die  Helmholtz'schen  Gesetze. 

In  dem  Falle  des  kreisförmigen  Querschnittes  ist  nun 
19)  i/  =  -fl2,     i=cty. 

Die  Drehungsaxe  jedes  Theilchens  steht  also  auf  seinem 
Radius  senkrecht  und  die  Drehungsgeschwindigkeit  ist  ao.  Je  weiter 
ein  Theilchen  von  der  Röhrenaxe  entfernt  ist,  um  so  schneller  wirbelt 
es.  Die  grösste  Drehungsgeschwindigkeit  findet  also  an  der 
Röhrenwand  statt  und  zwar  ganz  unabhängig  von  dem  Werthe 
der  äussern  Reibungsconstante  A,  also  auch  bei  A  =  oo,  während 
doch  dann  die  Theilchen  an  der  Wand  haften  sollen.  Dieses  merkwür- 
dige Verhalten  ist  schon  von  Stefan  (a.  a.  O.)  dargelegt  worden. 

Fassen  wir  u%  y,  z  als  die  Coordinaten  eines  Theilchens  auf,  so 
liegen  die  Theile,  welche  ursprünglich  auf  einem  Kreise  liegen,  nach 
einiger  Zeit  auf  einer  Fläche,  deren  Gleichung  ist 

u  =  m(y*+z*)  +  n. 
Das  ist  aber  die  Gleichung  eines  Rotati onsparaboloids,   dessen  Scheitel 
in  dem  ursprünglichen  Querschnitte  liegt.    Auf  dieser  Fläche  befinden  sich 

*  Schlömilch'8  Zeitschrift,  Bd.  XXIV  S.  242,  1879. 
**  Borchardt's  Journal,  Bd.  LV. 
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also  nach  der  Zeit  1  die  Theilchen,  welche  ursprünglich  auf  einem 
Querschnitte  der  Röhre  liegen. 

Die  Constante  a  besteht  aus  einer  Differenz  zweier  Tenne;  es  ist 
also  die  Möglichkeit  vorhanden,  dass  a  =  0  wird.  Dann  muss  nach  18) 
auch  u  =  0  werden.  Wir  haben  uns  die  Röhre  vertical  aufgestellt  gedacht. 
Flieset  das  Wasser  von  oben  nach  unten ,  so  muss  p0  >  pi  sein ,  dann 
ist  also  P  negativ,  die  Constante  a  ist  also  stets  positiv.  Findet  da- 
gegen der  Ueberdruck  an  der  tiefsten  Stelle  der  Röhre  statt,  so  ist  die 
Bewegung   des  Wassers  der  Schwerkraft  entgegengesetzt  gerichtet  und 

für  den  Fall,  dass  P<"~"Po  =  fig  ist,  bleibt  die  Flüssigkeit  in  Ruhe.     Ist 

f*0> — t— ^i  so  ißt  u  positiv,   das  heisst,   die  Flüssigkeit  in  der  Röhre 

strömt  doch  nach  unten;  ist  dagegen  — - — ->f*0,  so  wird  die  Flüssig- 
keit in  der  Röhre  hinaufgetrieben,  entgegengesetzt  der  Richtung  der 
Schwerkraft. 

Wir  berechnen  endlich   noch  die  Menge  der  aus  der  Röhre  in  der 

Zeiteinheit  ausfliessenden  Flüssigkeit.  Es  ist  diese  allgemein  ()=  I  /  dtjdzu, 

wo  die  Integration  sich  über  den  ganzen  Querschnitt  erstreckt.     Für  den 
kreisförmigen  Querschnitt  ist  also 
B 
20)  ö^^r^+yÄ-^^^^^  +  ^ßa). 

0 
Die  Ausflussmenge  ist  also  proportional  <z,  d.  h.  direct  pro- 
portional der  Differenz  pgl—  {pi~—pQ)  uud  umgekehrt  propor- 
tional der  Länge  der  Röhre  /  und  der  Reibungsconstaute  Ar. 
Ausserdem  ist  die  Ausflussmenge  noch  proportional  der  vier- 
ten und  dritten  Potenz  des  Radius. 

In  den  beiden  extremen  Fällen,  bei  A  =  oo  und  A  =  a  ist  die  Bewegung 
ganz  verschieden. 

Bei  l  =  oo,  also  bei  benetzenden  Flüssigkeiten  ist 

also  Q  einfach  proportional  der  vierten  Potenz  des  Radius.  Wenn  wir 
die  Fläche  R2n  mit  F  bezeichnen,  so  ist 

Ich  nenne  den  Coefflcienten  von  F*  den  reducirten  Ausflusscoe f fi- 
elen ten.  Diese  reducirten  Coefficienten  werden  sich  für  die  verschie- 
denen Querschnitte  vergleichen  lassen. 
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Dagegen  tat  für  A  =  b 

u  =  —  a/?, 
s 

also  u  constant,  aber  sehr  gross.    Die  Ausflussmenge  ist  mithin 

22)  Q  =  -anR\ 

B 

§  3.   Röhren  mit  elliptischem  Querschnitt. 
Wir  nehmen  als  Gleichung  der  Ellipse 

23)  &  +  ?-1' 
Es  ist  dann 

24)  cos(ny)  = -f    -,     co*(n*)  = -^    -  - 

*/£+?         'VW 

und  die  Grenzbedingung  17)  wird  daher 


5 — TüU*  dy^c*  dt)~*"k'P 


25)     -+-44(?+i)+«^+^ 

Dies  soll  gelten  für  y~  +  bl/  1 -  oder  *=  +  cl/l  —  fg. 

Wir  können  die  Gleichungen  16)  und  25)  nur  für  die  beiden  extre 
men  Fälle  integriren :  für  k  =  oo  und  A  =  e. 
Für  l  =  ao  wird  die  Greozbedingung 

für  

y  =  ±bj/l-£  oder  z=±cj/l-g. 

Wir  setzen 

26)  q>  =  A+J4l(y*-i*). 

Dieses  <p  genügt  der  Differentialgleichung 

und  es  wird  für  die  Grenze 

*'(j-4)+**(f  +  4)-<<  =  o. 

Daraus   folgt  zur  Bestimmung  von   Jly    wenn   wir  die   Rechnung  synv 
metrisch  durchführen: 
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also 


a   b*—c%        ,     M       *{%9{a         ä  \  ,     Q/a    ,     ^  \\  b*c* 


5  nnd  ^-*(Kt-^)+Kt+^))— i 


1      2  62+c8  *\     \2      "7^"  \2^    V/ V  +  c*' 

Es  ist  also 

27)  V  =  2(pW26,CS"K6,~C,,(yi~^*)], 

also 

Dieselbe  Formel  hat  schon  Mathieu*  abgeleitet. 

Für  die  Röhrenwand   ist   75-  +  -^  — 1  =  0,   also  p,   wie  es  sein  soll, 

gleich  Null.  Die  Geschwindigkeit  hängt  von  den  Quadraten 
der  grössten  und  kleinsten  Axe  ab. 

Während  die  normalen  Druckcomponenten ,  wie  bei  allen  diesen  Pro- 

p 
biemen,  den  Werth  -j x  haben,  sind  die  tangentialen  beziehlich: 

29)  rx  =  o,   -r.-jq^*,    **=■»+**• 

Die  Werthe  dieser  Componenten  wachsen  also  zum  Rande  zu. 
Ihren  grössten  und  kleinsten  Werth  erhalten  sie  am  Ende  der  beiden 
Hauptaxen.  Dass  die  Werthe  dieser  Componenten  von  k  unabhängig 
sind,  ist  schon  erwähnt. 

Die  Drehungsgeschwindigkeiten  dagegen  sind  von  k  abhängig.    Es  ist 

on\  >        a  i^M  ab*  t  i#M  aC% 

30)  g=o,   ^-»-—jc,   6  =  -*^=p+T,y, 

die  resultirende  Drehungsgeschwindigkeit  eines  Theilche&s^mit  den  Co- 
ordinaten  y,  2  ist  also 

31)  9„^fP?^.^j/T^ 

Die  grösste  Drehungsgeschwindigkeit  findet  wieder  an  der 
Röhrenwand  statt.  Für  ein  Theilchen  an  der  Wand  mit  der  Coordi- 
nate  z  ist 


_  ab*c*  7/l    ,;'/!        1\ 
*-&+€*?    b*+c*\c*      b*r 


ab*c 


Für  *  =  +  c,  also  am  Ende  der  z-Axe,   ist  also  y,=   g       g 


«Ac* 


,* 


Für  2  =  0,  also  am  Ende  der  y-Axe,  ist  yy=  a       g. 


*  Compt*  rmdus,  Bd.  LVII  8.  320. 
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Ist  c>6,  so  ist  <py><px*  Die  grösste  Drehungsgeschwindigkeit  findet 
also  am  Ende  der  kleinen  Axe  statt,  d.  h.  an  derjenigen  Stelle  des 
Randes,  welche  dem  Mittelpunkte  am  nächsten  liegt. 

Die  Winkel,  die  die  Coordinatenaxen  mit  den  Hauptdrehungsaxen 
bilden,  ergeben  sich  ans 

—  b*z  +  c*v 

32)  cos  (qp,  y)  =  — --  —  ,     cos  (g>,  z)  =  f_  . 

Daraus  folgt,  dass  die  Drehungsaxe  eines  Punktes  senkrecht 
auf  der  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt  steht. 

Fassen  wir  wieder  ti,  y,  z  als  Coordinaten  des  Theilchens  nach  der 
Zeiteinheit  auf,  das  ursprünglich  die  Coordinaten  y,  z  hatte,,  so  sehen 
wir,  dass  das  Theilchen  auf  einer  Fläche 

u  =  m  —  n  y2  —  p  *2, 
also  auf  einem  elliptischen  Paraboloid  liegt. 

Um  endlich  wieder  die  Ausflussmenge  zu  berechnen,  haben  wir 

die  Integration  über  die  Fläche  der  Ellipse  ausgedehnt. 
DmjfodF=*~    undjyz*dF  =  '^-  ist,  so  ist 

33^  0-   anhi* 

Die  Ausflussmenge  ist  also  dem  Prodnct  aus  den  dritten 
Potenzen  der  Halbaxen  direct  und  der  Summe  der  Quadrate 
dieser  in  direct  proportional.  Natürlich  ergiebt  sich  für  b  =  c  die 
Formel  21).  Der  Ausdruck  33)  ist  experimentell  durch  die  Versuche 
Victor  ▼.  Lang's  bestätigt  worden.* 

Wir  hatten  bis  jetzt  nur  den  Fall  einer  benetzenden  Flüssigkeit  ins 
Auge  gefasst. 

Um  auch  für  nicht  benetzende  Flüssigkeiten  das  Probblem  lösen  zu 
können,  müssen  wir  die  Orenzbedingung  25)  vereinfachen.  Für  den 
Fall,   dass   k  sehr  klein   ist,   begehen   wir  nur  einen  unendlich  kleinen 

Fehler,  wenn  wir  den  Nenner  1/  Ti+T  fortlassen.  Die  übrig  bleibende 
Orenzbedingung 

.   k  (y  dq>      z    dq>\.  k     /y*      z*\      a 

lösen  wir  wieder  durch 


*  Wiener  Sitzungsberichte,  Bd.  Llil,  1871. 
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34)  <P=J+MV*-**)- 

Dann  haben  wir  zur  Bestimmung  von  A  und  Jt  die  Gleichung 

»,[^.-)(?r+*)]-^sWiT+*)]+-'-0 

und  daraus 

<-»'.>(T+T)-fr+»4>M- 


also 

^,  =  -x- r-r   und    A  = 


[yV  +  c2)  +  ^+^] 


Daraus  folgt  nach  Formel  34)  und  15)  nach  einigen  Umformungen 


oder 

,   also  constant,  aber  sehr  gross, 


=  an-— bc. 


und  daraus  ergiebt  sich 

§  4.   Röhren  mit  rechteckigem  Querschnitt. 

Wenn  auch  praktisch  meistentheils  nur  kreisförmige  oder  elliptische 
Röhren  (in  Thermometern)  in  Anwendung  kommen,  so  ist  doch  eine 
Betrachtung  von  Röhren  mit  anderen  Querschnitten  von  einem  mehr- 
fachen Interesse.  Einmal  ist  es  immerhin  möglich,  dass  für  gewisse 
praktische  oder  wissenschaftliche  Zwecke  Röhren  mit  anderem,  als  ellip- 
tischem Querschnitt  zum  Zwecke  der  Durchströmung  von  Flüssigkeiten 
gebraucht  werden  und  es  ist  deshalb  wesentlich,  die  Gesetze  der  Be- 
wegung in  ihnen  zu  kennen.  Besonders  die  capillarelektrischen  Untersuch- 
ungen dürften  bei  Röhren  von  anderen  Querschnitten  wichtige  Resultate 
ergeben*.  Zweitens  giebt  aber  auch  jede  theoretische  Durchführung  eines 
speciellen  Problems  Anlass  und  Mittel  zu  einer  neuen  experimentellen  Be- 
stimmung der  in  dem  Problem  sich  vorfindenden  Cons tauten  (hier  der 
Reibungsconstante).     Endlich  drittens  giebt  die  theoretische  Ausarbeitung 


*  Helmholtz,  Wied.  Ann.,  Bd.  VIII,  1879. 
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der  verschiedenen  Fälle  auch  eine  Menge  von  allgemeinen  Beziehungen 
an,  die  man  von  vornherein  nicht  hätte  vermuthen  können.  Ans  diesem 
dreifachen  Grunde  ist  die  Durchführung  der  Lösung  für  die  folgenden 
Querschnitte  unternommen  worden. 

Wir  nehmen  als  Querschnitt  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  2  b  und 
2  c.  Für  alle  y  zwischen  —b  und  +b  ist  bei  z  =  +  c  co*(ny)  =  0, 
«>$(nz)  =  l,  während  für  alle  z  zwischen  —  c  und  +c  bei  y=  +  b 
cos(m)=zO  und  cos(ny)  =  l  ist.  Die  allgemeine  Grenzbedingungsgi  cich- 
ung  zerfällt  also  hier  von  selbst  in  zwei  Gleichungen,  nämlich 

35)  -7-  r-  + -r-c  =  9>— «-(y8+c2)   für  alle  y  zwischen  —  6  und  +b 

bei  z  =  +  c 
und  — 

36)  —  z^'+  —  b  =  q>  —-%■  (b*  +  z2)  für  alle  z   zwischen  —  c  und  +c 
1  dy        X  2  beiy=  +  6. 

In  jeder  Gleichung  gehören  die  oberen  und  die  unteren  Vorzeichen  zu- 
sammen. 

Wie  immer,  muss  q>  der  Gleichung  genügen 

Wir  können  die  beiden  Grenzziehungen  35)  und  36)  noch  verein- 
fachen, allerdings  auf  Kosten  der  Symmetrie.     Setzen  wir  nämlich 

38)  <P<=ty+A(y*-z*)+Bz  +  C, 

worin  A,  B,  C  noch  zu  bestimmende  Constanten  bedeuten,  so  muss  nach 

37)   zuerst  ^  der  Gleichung  r—g  +  ;r-y  =  0   genügen.     Ferner  wird   die 

erste  Grenzbedingung 
^v   *  d<üf  —  2k  A     ,   Bk  —  ak  9  9  a   9      a  9 

39)  -  07+y^  +  7  +  Tr==*  +  V-^c2+ßc+r--^--r2. 

Setzen  wir  nun   ^=«-,  so  wird  diese  Gleichung 

k   dty_2ak        Bk  •  .    »     .  „ 

2x 
Weiter  setzen  wir  B  =  — —  a.     Dadurch  kommt 

rä.-Tr—*— *■  +  «■ 

Hier  ist  schon  das  störende  doppelte  Vorzeichen  von  c  weggefallen.    End- 

2  k2 
lieh    machen   wir    noch   r=  ac* — — «,    dann     wird    die    erste    Grenz- 
bedingung 

40)  y  757""  *  =  0  bei  *  =  +  r  für  alle  y  zwischen  — *  und  +  b. 


=f= 


42)  ^  +  ^  =  0 
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\~      Die  Gleichung  38)  wird  bei  unserer  Constanten bestimmung 

41)  <p  =  H>  +  ^ (y*-*2)  —  —  az  +  ac*  -.  -^  a. 

Auch  die  zweite  Grenzbedingung  36)  vereinfacht  sich  durch  diese  Sub- 
stitution, indem  auch  bei  ihr  das  störende  doppelte  Vorzeichen  fortfällt. 
Sie  wird 

*  d*  •     2*       ,       9      2*2      .    .  .  t    „.,      ,, 

—  ^—  =  iü  —  az1 —  az  +  ac* -=■  a  bei  y=  +  o   für  alle  z  zwischen 

—  c  und  +  c. 

Unser  Problem   reducirt   sich   also   für  eine  rechtwinklige  Röhre  auf  die 

Bestimmung  von  ty  aus  der  Gleichung 

y»    a2» 

mit  den  Grenzbedingungen 

43)  —  ~ ^  =  0  für  alle  y  zwischen  —  b  und  +6  bei  z  =  +  c 

und 

..v    *  d*  9      2*        ,       9      2/<2     ^       lf 

44)  y  ^sa^  — «s* -fl2  +  aca--j-f/  für  alle  z  zwischen  — r  und 

*  dy  x  k  +c  bei  y  =  ±b. 

Durch  algebraische  Ausdrücke  lassen  sich  diese  Gleichungen  nicht  erfüllen. 

Ich   setze  deshalb  ty  gleich  einer  transcendenten  Function  von  y  und  r. 

Die  Differentialgleichung  42)  läset  sich  erfüllen,  wenn  man  iff  gleich  einer 

Summe  von  Termen  Acmv  en%  setzt.     Es  mnss  dann  sein 

,      .  ^(»i*  +  «2)^^*c"s  =  0, 

also  »  =  +  mi. 

Wir  wollen  setzen 

m=qe 

45)  ty=^  {a&*y  +  ße-my)(4msintnz  +  A'mcosmz). 

m=r  J 

Dieses  ty  genügt  der  Differentialgleichung  42),  denn  es  ist 

d^^^m^{aemy  +  ße-^){Amsinmz  +  Afmcosmz), 

^~~s=^l  —  m*{a0*y  +  ße-my)(Am  sinmz  +  Jtm  cosm z) , 

also  ihre  Summe  gleich  0. 

Wir  haben  nun  den  Werth  45)  von  rff  in  die  Grenzbedingungen  43), 

44)  einzutragen,   um  die  Oonstanten  a,  ß,  Ami  Am  zu  bestimmen.     Die 

erste  Grenzbedingung  wird 

#f  r  fr  ^mk  

>^  (a^w»y  +  ße~m*) \  —  mAm  cos mc  +  —  A*m sin mc  +  Am  sinmr 

—  A'm  cosm c  1  =  0. 

Damit  der  Ausdruck  in  der  Klammer  für  +c  und  —  c  gleichm&ssig, 
müssen  wir  erstens  setzen 
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%■ 


46)  4w  =  —  -rtnAm. 
Dann  wird  die  Gleichung 

'  jfm (ae*»*  +  ße-w)  (^ m*  +  lj  rosm c  =  0. 

Es  mnss  also  cosmc  =  0,  d.  li.       ft        , 

47)  "»^-äT"8 

sein,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ist.     Dadurch  wird  der  Ausdruck  45),  wenn 
wir  statt  A '„  schreiben  Am, 

2»-l 
48,       -x-  sT-ü-** 

'  k  2»-l       .  2»-l       \ 

Mit  diesem  Werthe  von  tf;  bilden  wir  die  zweite  Grenzbedingnng  44).  Diese 
wird 


^T  /       2"~!  Ä  —  2w~ J       \  / 

l  1 


'  /       2»-l  Ä   2n-l        .  2n-l        \ 

,      2/r  2A* 

Damit  dieser  Ausdruck  links  für  +fc  nnd  —h  denselben  Werth  habe,  mnss 

er  von  der  Form  sein  M(^mb+ e~mi) 

ju  (k  2n-i  \  0(k  2n-l  \      . 

d.  h.  es  mnss  a I ^ »r  — 11  =  —  P\T"  ~ ö n  '    }  8e,n '  » 

ein  Factor  in  Am  eingeht, 

k  2n-l  /*  2n-l  A 

Es  wird  also  ans  48) 

,      *T   .    \(k  2„-l  \   ^»y      /*  2»-1         A   -V"»l 

'  /      2»-l  k  2»-l       .  2m-1      \ 

xvC05-2T-ä:-t  -F*""ir'!} 

Wenn  wir  nun  zur  AbkOrzung  setzen 
_f.  Am(k  2n-l      ,  A/A  2»-l         Af^TT1"6.    -^f'«»)       , 

so  haben  wir  znr  Bestimmung  von  An  die  Gleichung 

"-€?  ,  (      2n-l  «k  2»-l    .  2«-l      \ 

*  *""       Digitized  b> 
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Es  ist  mir  nicht  gelungen,  aus  dieser  Gleichung  An  für  ein  beliebiges  X 
zu  finden.  Es  ist  überhaupt  fraglich,  ob  eine  solche  allgemeine  Bestim- 
mung möglich  ist.  Wohl  aber  ist  die  Bestimmung  von  An  ausführbar  für 
die  extremen  Fälle,  bei  denen  auch  die  grosse  Asymmetrie  in  dem  Aus- 
drucke verschwindet. 

Wir  nehmen  also  den  Fall  A  =  oo.     Für  X  =  oo  wird  aus  51.)  und  52) 

a     •  2*  — 1     .  2*  — 1     .\ 

a 
und 

53)  ^<        2W"1 


Au  cos  - 


2c 


lj|2  =  —  **  +  C*. 


Um  die  An  daraus  herzustellen,   haben  wir  bekanntlich  jeden  Term  mit 

2n'— 1 

nzdz   zu   multipliciren   und   von  0  bis  c  zu  integriren.     Zer- 


eoi    2c 

legen  wir 

2w-l 
cos- 


-nzcos- 


2n'-l 


■nz  in 


/„  +  ,,'- 1      \               fn-n'      \ 
±cosi nz J  +  ^cos I nz  I, 


2c  2 

so  giebt  die  Integration  von  0  bis  c 

r  c  .  n  +  n-1  c        .    w-n'      1« 

1 — ■ — t — r5wi rcz+i 7$*n nz\  . 

L4w  +  h  —  1  c  'n  — w  c  Jo 

Dieser  Ausdruck  ist  immer  gleich  0  (falls  n+ri>  1  ist),  ausser  für  ff =n\ 

c 
wo  er  gleich  -r-  ist.     Wir  haben  also 

c 
M)  A*  =  ~\fV     --     2c 


c*)  cos  — s nz  dz. 


Wir  können  ^»  einfach  berechnen.     Es  ist 

c  c 

2     , 

07  ö 


2     /*,       2*-l  ^0     /•     2«-1 

= I  **cos — - nz  dz  4-  2c  I  ro.v    - 

cj  2c  J  2c 

0 

2«— i    t      r      2w— i 

cos  — s n : 

2c 

72w-r~\»" 


n  z  dz 


z*  sm  - 


■nz 


2/)-l 
2c 


—  nz  dz 


also 


-^^'^,Ä+(t•+;^Ty-1)(Ä(-,|P*,)• 

Google 
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56)  An 


also 

2»— 1  In— 1 


(2»  ~\)*nAe~^nh  +  e-~''h) 

*7\     ,      ^(-l)"M«c*  g"^~*g-<-<!"'^",'g       /2»-l      \ 

e  **        +e      2c 
Da  für  A  =  oo  unsere  Gleichung  41)  wird 

V=  2"(yt-«2)  +  «c*  +  *, 
so  ist  nach  15) 

Setzen   wir  nach  der  Bezeichnung  von  Gudermann*  ^ — =»ihx9 

e*+e—* 

— s =scohx%  so  können  wir  dafür  schreiben 

r*  tj.     8l32aC»<T    (-1)»    e*f£jr%>)       /2»-l      \ 

coH-2^ä6J 

Dieser  Ausdruck  ist  nicht  symmetrisch  in  den  y  und  r;  wir  können  daher, 
wenn   wir  y%  b  mit  *,  c  vertauschen,  auch  schreiben 


ro\                  2.     *».  32«6><-7    (-1)« 
59)  «  =  — «y8+fl*  H — ~ 


^(^rr-O 


Soft»^    (-1)*  V    2ft        V       /2»-l      \ 

«»    V(2»-l)8     ,^2*-l      \"*l    2fc    *V 

T  ***lrir-"eJ 

Aus  der  Oleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  58)  und  59)  werden  sich 
eine  Anzahl  rein  analytischer  Beziehungen  ergeben  von  der  Art,  wie  sie 
Thomson  und  Tait**  charakterisiren :  „Der  Vergleich  der  Resultate 
liefert  bemerkenswerte  Sätze  der  reinen  Mathematik,  wie  sie  selten  den- 
jenigen Mathematikern  aufstossen,  die  sich  auf  die  reine  Analysis  oder 
Geometrie  beschränken,  statt  sich  in  die  reichen  und  schönen  Gebiete 
der  am  Wege  physikalischer  Forschungen  liegenden  mathematischen  Wahr- 
heiten zu  begeben.1' 

Wir  gehen  nun  zur  Prüfung  und  Verwerthnng  unserer  Ausdrücke 
für  «  über.  Für  die  Grenze  muss  ti  =  0  sein.  Für  z=-fcc  verschwin- 
det der  Ausdruck  58)  ohne  Weiteres,  ebenso  wie  der  Ausdruck  59)  für 


*  C rolle1  s  Journal,  Bd.  VI. 

**  Thomson  und  Tait,  Theoretische  Physik  I,  2,  S.  286 

giti^l^y  * 
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y  =  +  b  verschwindet.  Aber  auch  58)  verschwindet  für  y  =  +  b.  Es  wird 
dann  nämlich 

.  ,      .  .  32ac8^7    (-1)-  /2*-l      \ 

nnd  dies  ist  nach  53)  und  55)  gleich  Null.  Dasselbe  gilt  für  den  Aus- 
druck 59)  bei  z  =  +  c.  In  der  Axe  der  Röhre  herrscht  die  Geschwin- 
digkeit 

60)  {     oder 

,9  ,  64 <./>*<?    (-1)»  1 

^  «»(-sr"') 

Es  tritt  auch  hier,  wie  bei  allen  diesen  Problemen,  wieder  a  als  Factor 
heraus. 

Wir  haben  als  tangentiale  Druckcomponenten 


o*       .  16«**<1   (-1)«    "K~j7-»j   .  /2„-l      \ 

-r  «<*(-2ir  *fcJ 


61)  »f>-i    ^ 

lÖ«**^   (-1)»     ^V-^-**;       /2n-l       \ 


coh 
sih 


/2n-l       \ 

\-TT nc) 


62) 


ot      ^16«***!    (-1)-    CoA(-^Lw*)   .  /2»-l       \ 
=  2^  +  ^-2,^-^  -{-g —  «,). 

coAV-2T-wc) 

Auch  hieraus  ergeben  sich  analytische  Beziehungen. 

Die  Drehungscomponenten  berechnen  sich  einfach  aus  2^  =  —  -^r«, 

2£=  — A'y.     Wir  wollen  die  Discussion  dieser  Formeln  aber  erst  bei  den 
speciellen  Fällen  vornehmen. 

Wir  suchen   noch  den   allgemeinen  Ausdruck   für   die  ausfliessende 
Flttssigkeitsmenge.    Es  ist 
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-b    -c 


Q=i  I dydzu  =  \abi* 
-b—c 

(2n-l 


'&?••) 


=  Ja6c3- 


I28«e»^    /        1        C0h(^T*y) 


**     4>  I    (2»-l) 


M**?") 


<*y, 


512<ic*< 


-b 

63)    Q^aöc'-^^j^.a^n,,). 

Ebenso  ist  such 

ß.,     .      „    ..       512^6*^       L_     ,  J*»-1      \ 

Daraas  folgt  der  symmetrische  Aasdrnck 

0  =  |aec(A*+c*) 

Aus  den   beiden  Ausdrücken   63)   und   64)   folgt,   wenn   wir  durch 
<i6*c*  dividiren, 

also  wenn  wir  —  =/  setzen  und  mit  2^—1    multipliciren , 

u.  (-)'(,_  I) 

Wir  können  das  auch  so  aussprechen:    Der  Ausdruck 

«1!       —2.1            8—       —  — *  52£!       _**f  \ 

P2_e     2        1  gj»   -g     *  1  g2   -  e      »  \ 

nt         _«*  +  35    3*1         _3*l  «55    5««         _5**  ■   —  I 

ß2  +c      2               ß2    +e       2  e2    +e        2  J 

ändert  sich  an  Grösse  nicht,   wenn  man  /  mit  —  vertauscht.  ^ 

t 
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Wenn  wir  in  66)  1  =  1»  setaea,  so  wird 

«('Jf}.,)=.^('JL=l.,> 

Dm  nmn  ferner 

ist,  so  können  wir  fir  66)  mnch  schreiben:   Der  Ansdrnck 

6S)   /(r)-,  ^         + ^ + fs^— -  +  •  - 

ändert  sieh  an  Grösse  nicht,  wenn  nu  e  nut  —  Tertaaseht.* 

Dies  sind  Beispiele  Ton  den  ifhemisriirhem  Bemiehmngen,  die  sich 
ans  nnseren  Ausdrucken  ergeben.  Wir  werden  nnn  die  gefundenen 
Formeln  erst  specialisiren,  nm  dann  sllgenwtne  Resultate  sn  ersielen. 
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XXIII.    üeber  eine  Verwandte  der  Gammafunction. 

Die  Function  P(x)  sei  für  reelle  x  definirt  als  das  unendliche  Product 

w_(I+f)*(1+f)»(I+-y.... 

mitbin  ihr  Logarithmus  als  die  unendliche  Reihe 

2)    n.w-},(i+£)+:j-i(i+«)+f/(i+j)+...l 

aus  der  bekannten,  für  positive  $  geltenden  Ungleichung  0 </(!  +  £) <| 
ist  dann  leicht  zu  ersehen,  dass  bei  positiven  x  die  Reihe  convergirt, 
also  P(x)  nur  endliche  Werthe  hat.  Auch  von  x  =  0  bis  a:  =  —  2  blei- 
ben, wie  Nr.  1)  zeigt,  die  Werthe  von  P(x)  endlich  und  reell;  für  «<  — 2 
werden  sie  imaginär,  und  nur  an  den  Stellen  #  =  —  3,  —  4  etc.  entstehen 
isolirte  Nullpunkte.  Zur  Berechnung  von  lP(x)  können,  je  nachdem  x 
klein  oder  gross  ist,  sehr  verschiedene  Mittel  angewendet  werden,  die 
wir  im  Folgenden  angeben  wollen. 

A.  Unter   der  Voraussetzung  —  1  <  x  •>  + 1    erhält  man  aus  Nr.  2) 
durch  Entwickclung  der  einzelnen  Logarithmen 

3)  //>(*)  =  lS2*-i^  +  |S4*3--  •> 

worin  Sm  durch  die  Gleichung 

S    -1   +1  4-1    4- 

bestimmt  ist.  Die  Formel  3)  gewährt  jedoch  nur  bei  kleinen  x  eiue 
bequeme  Rechnung. 

B.  Statt  Nr.  2  kann  geschrieben  werden 
x 


4) 


lPW-J    jl(l+a:)  +  2(2  +  *)  +  3(3  +  .«)  + 


dx 


0  0 


wie  sich  durch  die  Entwicklung  von 
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leicht  bestätigt  Substituirt  man  /  =  1  —  u  und  macht  von  der  Binomial- 
reihe  Gebrauch,  so  erhält  man 

,m-fcf ■=*=*» 

0  0 

X 

o 
d.  i. 

1     x       1    x  —  lx*      1     ix  —  ix'  +  ix3 

Obschon  diese  Gleichung  für  alle  positiven  a>  gilt,  ist  sie  doch  bei  einiger- 
massen  grossen  *  nicht  mehr  brauchbar. 

C.  Wegen  einer  späteren  Anwendung  denken  wir  uns  die  Reihe  2) 
in  zwei  Tbeile  zerlegt,  von  denen  der  erste  n  Glieder  enthalt  und  der 
zweite  den  Rest  bildet,  nämlich 

6)  lP{x)  =  Qn(x)  +  Rn(x), 

7)  fcW.l,(1+-)  +  Jl(1+-)  +  ...  +  I,(1+i)1 

8)     jt(,)-sli,(i+siI)+--^,(i+jr£1)  +  ... 

Bei  massigen  n  (z.  B.  für  w  =  10)  lässt  sich  Q»{x)  mit  wenig  Mühe  direct 
berechnen;  es  kommt  also  noch  auf  eine  rasche  Ermittelung  des  Restes 
Rn(x)  an.  Hierzu  dient  der  folgende  bekannte  Satz*:  Wenn  die  Func- 
tionen f(u)t  f\u),  f"(u)  etc.  innerhalb  des  Intervalles  «■=«  bis  u  =  b 
endlich  und  stetig  bleiben,  ohne  Vorzeichenwechsel  zu  erleiden,  wenn 
ferner  die  Vorzeichen  von  /^(u)  und  /t2P+2>(w)  gleich  sind,  und  wenn 
endlich  bei  ganzen  positiven  q 

b—a 

=A   oder   b  =  a  +  qh 

gesetzt  wird,  so  ist  ^ 

A|/r(«)  +  /(a  +  A)+A«  +  2Ä)  +  ...  +  /(a  +  [?-l]Ä)| 
b 


=jf(u)du-±h\f{b)-f(a)\ 


+ ££  \rw  -  /"wi  -  r§^1  ir»  -  r\a)\ + . . ., 


*  Compendium  der  höheren  Analysis;  Thl.  II,  Formel  39)  des  Atochn.  „Die 
Bernoulli'schen  Functionen  etcu. 
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und  zwar  beträgt  der  Rest  dieser  halbconvergenten  Reihe  einen  Bruch- 
theil  des  zuletzt  gerechneten  Terms,  mit  entgegengesetzten  Zeichen  ge- 
nommen, so  dass  die  wahre  Summe  immer  zwischen  den  Summen  von  m 
und  m  +  1  Termen  liegt.  Für  A  =  l,  g«Qo  und  unter  der  Voraussetz- 
ung, dass /"("),  f\u)%  f"(u)  etc.  für  ti  =  a>  rersch winden ,  wird  einfacher 


0 
Den  erwähnten  Bedingungen  genügt  die  Function 


u    \        u  /  u  u 


falls  w>fl>0  genommen  wird;  dabei  ist 

(-!)»/(»)(»)_     1      /        e\        1/1 1_\ 

1.2.3...X       «*+»    V  "rtt/"rlu«\M      u+c/ 

+  _i_(l 1_\  +  ..+1(1 L_) 

und   bei   positiven   c    bleiben  /*(«),  /*"(«),  •••  constant  negativ,   /""(**)> 
fIV(u),  ...  constant  positiv.     Man  hat  demnach 

i'(1+7)+.-il'0+.-iT)+.-Ti'0+.-+T)  +  - 
_ÄliiCi  +  £U— fi M 

4    to4   V'^a/^laAa       a+c/      . 

+  1(1 U)+l(l__l_\j 

T  2  a*  Va»      (a+  c)V  ^  3  a  \a»      (« + c)V( 
+ , 

wobei    noch    bemerkt    werden  möge,    dass    das    rechter  Hand  stehende 
Integral  für  u  =  -j  in 


/ 


V+o 


dt 


übergeht.     Schreibt  man  n  für  <z,  x  für  c,  so  gelangt  man  zu  folgender 
Entwickelung  von  Bn(x): 
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120  |/i*  \   T»/rl»8ln       n  +  xJ 

T2wi!\n*      (n  +  x)*J^3n\t,s      (tt  +  x)3/\ 

+ 

Da  sich  der  Werth  des  liier  vorkommenden  Integrales  leicht  berechnen 
lässt  nnd  die  folgende  Reihe  anfangs  rasch  fällt,  so  ist  die  Formel  recht 
gut  zu  gebrauchen. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  dieselbe  im  Falle  x  =  u.     Eis  wird  dann 
1 


/ 


t       "»=!*     28"r31(      12' 


mithiB  **      /2         i  1  1 

"-W-,2     2»^  12«*     120«<^252n«     "•• 

worin  die  Coefficienten  Aj,  1, ,4g  etc.  durch  folgende  Formeln  bestimmt  sind: 
Al  =  /2  +  |(l-^)  =1,19314718, 

Aa=A,  +i(l~+)  +i  (1-1)  =1,85981385, 
*5  =  *s  +  i(«  -  rV)  +  Kl  -  A)  =  2,28793885  u.  s  w. 

Beispielsweise  ist  für  »=10  nach  Nr.  7) 

P.o(lö)  =  }'(V")  +  *'(^)+  ••  +  lV(if 8)  =  4,859401 19 
und  nach  der  zuletzt  entwickelten  Formel 

Ä-(W)-g-g  +  ii5-..  =0,78880242, 
mithin 

//>(10)  =  5,64820361 ,     />(10)  =  283,7812. 

D.  Um  zu  einer  andern  Entwicklung  von  lP(x)  zu  gelangen, 
benutzen  wir  in  Nr.  2)  die  bekannte,  für  #  >  —  1  und  w>l  geltende 
Formel  ^ 


zunächst  entsteht  hierdurch 

/ 


'(l+f)-7'L-FLV"--' 

o 

erdurch 


0 
wobei  sich  das  Integral  folgendermassen  in  drei  Theile  zerlegen  lässt: 
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10)  //>(«)  — *+r-z, 

0 

0 

0 
Da«   erste  Integral   ist  unabhängig  von   a;,   mithin  eine  noch  zu  bestim- 
mende Constante 

Für  das  zweite  Integral  bat  man,   wenn  C  die  Constante  des  Integral- 
logarithmus bezeichnet, 


— -  =  —  /  er-**ludu  =  — ; 

dx        J  x 


daraas  folgt 

und  zwar  bedarf  es  hier  keiner  Integrationsconstanten ,  weil  F>  seiner 
ursprünglichen  Bedeutung  nach,  für  x  =  l  verschwindet. 

Zur  Ermittelung  von  Z  dient  die  bekannte  halbconvergente  Reihe 

i 1      =i        gi  t\        B*      *  B*     fi  » 

t      e'-l      *      1.2    M.2.B.4         1.2...6    ^'  M 

welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Summen  von  m  und  von  ro  +  1 
Gliedern  immer  zwei  Grenzen  liefern,  zwischen  denen  die  linke  Seite 
enthalten  ist.  Durch  Multiplication  mit  dt  und  Integration  von  (=0  bis 
1=2  u  ergiebt  sich  hieraus 


./      u      \_.     _j"*L   n»  /?3        m4 

Vi-*-"/      *M      1.2*  2  +  1  2.3.4*4 


worin   der   neuen  Reihe   dieselbe  Eigenschaft  wie  der  vorigen  zukommt. 
Dem  entsprechend  ist 

'-/(»-ife+nr&j--)-* 

0 

2x     2***^4***     ö*.»6"*"   '" 
Nach  diesen  Bemerkungen  zusammen  folgt  aus  Nr.  10)  die  Entwickelung 
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die  für  alle  positiven  x  gilt  und  schon  bei  einigermassen  grossen  x  sehr 
bequem  ist. 

Beispielsweise  erhält  man  für  o?  =  10 

//>(10)  =  ^  +  3,98003724 
und  durch  Vergleichung  mit  dem  früher  berechneten  Werthe  von  //'(lO) 

.4  =  1,66816637. 
E.    Bemerkenswerth  ist  eine   zweite  Entwickelung  von  Z,    die   zu 
einer  stets  convergirenden  Reihe  führt.     Wird  nämlich  in  der  Gleichung 

0 
die  Substitution  \  —  e-*  =  v  angewendet,  so  entsteht 
1 

dv. 


-ß<^-iW 


0 
Die   weitere  Transformation   dieseB  Integrales  beruht  auf  der  Gleichung 

1 

h 

0 
welche  für  1  — c**  =  w  übergeht  in 


7rrv/!,-rt 


«-■»'(rb) 


Benutzt  man  das  Binomialtheorem  und  setzt  zur  Abkürzung 

/  1.2.6  .. .« 

mithin  ° 

ai  =  i>     fljaA.     "s  =  t»     «4  =  Hk»    ■••• 


so  erhält  man 


=  7+ai  +  rt2°  +  «a»*  +  •■• 


Durch  Multiplication  mit  rfr  und  Integration  zwischen  den  Grenzen  p  =  0 
und  r,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  die  Differenz 

»G40--&'(^)] 

für  ©«=0  verschwindet,  ergiebt  sich  weiter 

Vi  —  »/  1    *        2    *    ^3    »jitiz^dbyCiOOgLe 


1 

I 

I 
5 
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Das  Prodnct  aas  1  —  0V  and  den  beiden  vorigen  Entwickelangen  hat  fol- 
gende Form: 

|"(T^)-'»jyV\=(1~p)(6i+6*p+MS+v8+-) 

und  zwar  sind  die  vier  ersten  Coefficienten 

Für  das  mit  2  bezeichnete  Integral  hat  man  jetzt 
1 

0 
die  einzelnen  Glieder  lassen  sich  nach  einer  bekannten  Formel  integriren, 
und  wenn  dabei  zur  Abkürzung 

1.2.3.  ..(»-l)Ab«t. 
gesetzt  wird,  so  entsteht 

"  +7^^rw+  ... 


worin  die  Coefficienten  folgende  Wertbe  haben: 

ct  =  *.    C»-U.    f«  =  4.    ^  =  H*.    ••• 
Nach  diesen  Erörterungen  gilt  unter  der  Voraussetzung  x  >  —  1  die  neue 
Entwickelang  //>(*)  =  ^  +  <?/*  +  4(7*)» 

12) Cj_  C9 Tg 

x  +  1      (*  +  !)(*  + 2)      (*+l)(*  +  2)(*+3)       "•' 
welche   darch    das   Vorkommen    einer  Facnitätenreihe    einiges   Interesse 
gewährt. 

F.    Aus  den  Formeln  11)  und  12)  geht  hervor,  dass  bei  unendlich 

wachsenden  cd  ^  ^     ^ 

A  =  Lim  {//>(»)  -  C/a>  -  i(/a>)*} 

ist;  nimmt  man  der  Einfachheit  wegen  für  co  eine  ganze  positive  Zahl  *t, 
zerlegt  lP{n)  in  Qn(p)  nnd  Ä„(n)  und  beachtet,  dass  LimRn(n)  =  foif 
ist,  so  hat  man  weiter 

^  =  1Jy«8+Zim{f?B(n)-C/n  -|(/»)2}. 
Wegen 

,(i+i)-,.+,(i+£)-,* 

ist  nun 

p.w=(j+|+J+...+  |)i« 

+T'('+ö+M'+r)+"+M'+S) 

_(ü  +  (2  +  {3+      +[?\ 
\1       2      3  n/' 
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und  nach    einer  sehr  bekannten  Formel   kann  hier  der  erste  Summand 
gleich 

gesetzt  werden,   wo  6  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null  con- 
vergirt.     Demzufolge  bildet  A  den  Orenzwerth  von 

£,+l+i(,.,_(«+«+...+i?) 

Aus   der  summatorischen  Bedeutung  jedes  bestimmten  Integrales  ergiebt 
sieh  unmittelbar,  das«  die  letzte  Summe  für  n  =  oo  übergeht  in 

1 

1/(1  +  ^)^  =  ^^; 


ß 


x 
0 
es  bleibt  also  die  Relation  übrig 


welche   einer  bekannten  Eigenschaft  der  Masche ronj'scben  Constante 
analog  ist. 

G.    Qiebt  man  der  Gleichung  4)  die  Form 


iw,ys(c+«ffi±ä). 


0 

so  wird  ein  gewisser  Zusammenhang  zwischen  den  Functionen  P  und  F 
ersichtlich ,  welcher  die  gewählte  üeberschrift  rechtfertigen  möge«  Ueber- 
haupt  scheint  die  Function  P(x)  mancherlei  hemerkenswerthe  Eigenschaf- 
ten  zn  besitzen,   deren   genauere  Untersuchung  ich  Anderen  überlassen 

mn8B-  Scblömilch. 


XXIV.   Correcturformel  für  das  logarithmische  Decrement. 

Bei  Ermittelung  de^s  logarithmischen  Decrements  durch  Schwingungs- 
beobachtungen  mit  Spiegelablesung  wurden  bisher  stets,  so  weit  meine 
Kenntniss  reicht,  die  in  Theilen  der  ebenen  Scala  ausgedrückten  Ampli- 
tuden auf  Bogenmaass  reducirt  und  erst  nach  dieser  Umrechnung  der 
Berechnung  des  Decrements  zu  Grunde  gelegt.  Bei  umfangreichen  Be- 
obachtungsreihen ist  dies  aber  eine  lästige  Sache  und  erfordert  jedenfalls 
die  Anlegung  weitläufiger  Tabellen.  Dieser  Umstand  veranlasste  mich, 
bei  Gelegenheit  meiner  gemeinschaftlich  mit  Herrn  Professor  Kurz  unter- 
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nommenen  Untersuchungen  übev  die  Torsionsschwingungen  von  Metall- 
drähten* auf  eine  Correctur  des  Decrements  selbst  zu  denken,  durch 
welche  eine  Reduction  der  Scalenbeobachtung  auf  Bogenmaaas  überflüssig 
wird.     Bei  Schwingungen,   deren  Amplituden  unendlich  klein  sind,   gilt 

bekanntlich  die  Formel  q>  =  1718,9.  — ,   wobei  n  den  Scalen  ausschlage  r 

die  Entfernung  des  Spiegels  von  der  Scala,  q>  die  Amplitude  in  Bog.-Min. 
bedeutet.  Sind  nun  zwischen  den  beiden  Scalenausschlägen  nx  und  n2 
(nx  >  n%)  fi  Schwingungen  verflossen ,  so  wird  das  logarithmische  Decrement 

£  =  —  (iognx  —  logn%)i 

fr 

somit  eine  sehr  bequem  zu.  berechnende  Grösse,  welche  auch  in  sehr 
vielen  Fällen  die  wünschenswerthe  Genauigkeit  besitzt.  Wenn  nun  bei 
längeren  Beobachtungsreihen  nur  ein  Theil  der  Amplituden  die  Grenze 
überschreitet,  innerhalb  deren  die  obige  Formel  gilt,  so  ist  es  im  höch- 
sten Grade  erwünscht,  nicht  um  ihretwillen  sämmtliche  Ablesungen  redu- 
ciren  zn  müssen.  Ein  Correcturglied,  das  den  Rechner  dieser  Notwen- 
digkeit enthebt,  ist  aber  mit  Leichtigkeit  nnter  Zuhilfenahme  des*  in  erster 
Annäherung  erhaltenen  Werthes  *  zn  berechnen ,  wie  im  Folgenden  gezeigt 
werden  soll.     Sind  nämlich  nx  und  n%  so  gross,  dass  die  Näherungsformel 


9  =  1718,9. ^-(l-i.^) 


benützt  werden  muss,  so  wird  das  logar.  Decr. 

E^-ilogVi-logtpt) 

„i[fc,.,_fcfig+i[,v(,_jj)_fcf(,_g)]».+fc 

Entwickelt   man    die   Logarithmen    in    unendliche   Reihen   und   setzt   zur 

n* 
Abkürzung  — ^  =  aF,  so  wird 

»— ,-^ü-K'-?)+V('-&>V(«-&>-]- 

eine  Reihe,  die  bei  den  der  Praxis  angemessenen  Voraussetzungen  un- 
bedingt convergirt  und   die  in  erster  Annäherung  =.r,(l -Y  gesetzt 

werden  kann;  es  wird  sich  nämlich  im  Weiteren  herausstellen,  dass,  wenn 
das  zweite  Glied  dieser  Reihe  nicht  vernachlässigt  werden  darf,  anch  die 
Formel  für  q>  in  der  hier  vorausgesetzten  Ausdehnung  nicht  mehr  statt- 
haft ist  [vergl.  das  Correcturglied  4)  und  3)]. 

Berücksichtigt  man  nun,  dass   —  =  (~)  =10~2e*,  so  wird 
*  S.  Carl's  ßepertorium,  Bd.  XV  S.  561figg. 
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— ?fej-«'-'^-^[»-E^^+'^?'»*-]- 

In    der   Praxis  schrumpft   diese  Reihe   für   x  in    den   meisten  Fallen   so 
zusammen,  dass 

2c 


2)  %  =  —  ar,.2f  =  —  n*. 


3r 


.*• 


Die  Erleichterung,  die  dieses  Correctnrglied  gewährt,  besteht  nnn  haupt- 
sächlich darin ,  dass  für  eine  ganze  Reihe  von  Decrcmenten  ein  angenäher- 

2* 
ter  Mittelwerth  für  £  genügt,   so  dass  der  Factor  r-,  für  eine  Beobach- 
ter* 

tungsreihe  als  constant  zu  betrachten  ist. 

In  zweiter  Annäherung  käme  hierzu  das  Correctnrglied  +  n*  •     1  » — 

(2  t)* 
X-r-o  »   wo"n  *  um  8°  mehr  in  angenäherter  Grösse  verwendet  werden 
1  •!» 

darf,  so  dass  auch  hier  der  Correcturfactor,  mit  dem  n,2  zu  mnltipliciren 

ist,  eine  constant e  Grösse  wird.     Uebrigens  ist  dieses  Correctnrglied  bei 

Berücksichtigung  der  auf  diesem  Gebiet  erreichbaren  Genauigkeit   nach 

meinen  Erfahrungen  von  höchst  untergeordneter  Bedeutung. 

Hat  man   nun   in  1)   noch   -x-(l r«)   zu  berücksichtigen,   so  hat 

man  ebenso  zu  verfahren  wie  oben,  und  findet  mit  jedenfalls  genügender 
Annäherung  als  weiteres  Correctnrglied 

*'  2^/10)  \       **)  '  9,»(/10).r*- 

Bei  grösseren  Amplituden  gilt 

^171W.i(l-i5+i5)-1718l9.f(l-^(l  +  i$), 

wobei   die   höheren  Potenzen  von   —   als   zu   vernachlässigende  Grössen 

betrachtet  werden. 

In  diesem  Falle  und  unter  fernerer  Berücksichtigung  dieses  Umstän- 
de* kommt  als  weiteres  Correctnrglied  hinzu 

« +H*(«+*Ä->.0+*Ä]--.TW#-i& 

Dieses  Correctnrglied  ist  aber,  wie  man  sich  leicht  unter  Berücksichtigung 
der  Bedeutung  von  X  überzeugen  kann ,  genau  =  M  X  dem  Correctnr- 
glied 3),  womit  die  oben  aufgestellte  Behauptung  über  die  Richtigkeit 
des  zweiten  Gliedes  der  unendlichen  Reihe  1)  erwiesen  ist. 

Da  die  bisherigen  Correcturglieder  in  der  Praxis  so  ziemlich  aus- 
reichen,  so  wird  im  äussersten  Falle  dem  angenäherten  Decrement  t  fol- 
gende Correctur  beizufügen  sein: 

^^  Digitized  by  VjOOQ  IC 
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ö}  *  "*   L3r»  3r*     #  1.2  J      T"  "* 


'Oft.^lOj.r41 

wobei  in  den  meisten  Fällen  nnr  «x2  und  nx4  für  ein  und  dieselbe  Be- 
obachtungsreibe variabel  sein  werden,  vorausgesetzt,  dass  man  die  Vor- 
sicht gebraucht,  immer  in  Intervallen  von  p  Schwingungen  zu  beobacbten. 
Zum  Schluss  sei  eine  Beobachtungsreihe  mitgetheilt,  um  aus  diesem 
praktischen  Beispiel  die  Einfachheit  der  von  mir  vorgeschlagenen  Cor- 
rectur  zu  erkennen.  Bei  derselben  war  p  =  27,  e  =  0,00087,  r  ==  73,3 ; 
somit  war 

0,0017 


Für  «2  war  der  Reihe  nach  einzusetzen 


16119 


0,0000001.  V- 


7,131,    6,952,    6,405,     6,249,     5,748,     5,605. 


Lit.  der 
Beob. 

1  Ampi. 

Angabe 

der  combin. 

Ampi. 

Genäherte 

Decr. 

e. 

Correctur. 

X. 

Corrig. 

Decr. 

E. 

A       ]   7,131 

A  und  C. 

0,000857 

-  0,000005 

0,000852 

[I 
ß       \    6,952 

B  und  D 

855 

6 

850 

G 

761 

I) 

592 

E 

405 

E  und  G 

864     " 

4 

860 

F 

249 

F  und  // 

876 

4 

871 

G 

070 

H 

5,918 

J 

748 

J  und  L 

877 

3 

874 

K 

605 

K  und  Jf 

879 

3 

876 

L      1 

443 

... 
M 

307 

Augsburg,  den  6.  Februar  1880. 


Dr.  W.  Bbaun. 
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XXV.    Ueber  die  Wellenfläche  zweiaziger  Krystalle. 
(Hierzu  Taf.  V  Fig.  13 ) 

Die  Gleichung  des  Ellipsoids  E  (Ergänzungsellipsoid),  aus  welchem 
die  Wellenfläche  abgeleitet  ist,  sei  wie  früher 


1) 

oder 

2) 

i?  +  ^+-°=i 

^8              ?/2                     2» 

a2    1    a*_ß*     '    a2_y2 

j$»  =  rt2-/>2,   f  =  u*-cK      Er 

=  1. 

Ersetzt  man  in  2)  a  durch  [i 
oder  v,  so  erhält  man  die  Gleichungen  der  confocalen  Hyperboloide  (p) 
und  (v),  welche  sich  im  Punkte  P  auf  E  schneiden.  Die  beiden  Halb- 
axen  des  Centralschnittes  von  E,  welcher  der  Tangentialebene  von  E 
parallel  ist,  sind  r^j/a*—  v*  und  r1  =  ^/«2  —  p8;  fällt  man  vom  Mittel- 
punkte 0  ein  Perpendikel  auf  die  Tangentialebene  und  bestimmt  darauf 
die  Punkte  M  und  m  so,  dass  OM  =  r  und  Om  =  rl  ist,  so  liegen  diese 
Punkte  auf  der  Wellenfläche.  Man  ziehe  nun  durch  P  die  Normalen  der 
drei  Flächen  Ey  (p),  (v)  und  trage  darauf  beiderseits  die  Strecken  a,  fi, 
v  ab,  so  erhält  man  die  Axen  für  ein  zweites  Ellipsoid  (5,  welches  die 
yz -Ebene  im  Ursprung  0  berührt;- ein  Centralschnitt  desselben,  welcher 
parallel  mit  der  yz- Ebene  ist,  hat  die  Halbaxen  ß  und  y,  und  zwar  ist 
ß  parallel  der  y-Axe  und  y  parallel  der  z-Axe.  Die  grosse  Axe  von  S 
liegt  auf  der  Normale  von  £;  bestimmt  man  auf  ihr  zwei  Punkte  F  und 

f  durch  die  Gleichungen       

3)  OF=r  =  ytf^*y     Ofczr^yj^j?, 

so  sind  F  und  f  die  Hauptbrennpunkte  von  (£  (die  Brennpunkte  der 
beiden  durch  die  grosse  Axe  gehenden  Hauptschnitte).  Bewegt  man  nun 
(S  parallel  mit  sich  selbst,  so  dass  der  Mittelpunkt  P  nach  0  versetzt 
wird,  indem  er  die  Gerade  PO  durchläuft,  so  werden  die  Punkte  F  und 
f  mit  M  und  in  zusammenfallen,  die  grosse  Axe  von  (5  kommt  in  die 
Richtung  eines  Radius  der  Wellenfläche  und  der  Centralschnitt  von  6, 
dessen  Halbaxen  ß  und  y  sind,  wird  in  die  yz  -Ebene  kommen.  Jedem 
Punkte  P  auf  E  entspricht  ein  anderes  Ellipsoid  6,  welches  ebenso,  wie 
das  erste* nach  0  versetzt  werden  kann;  man  erhält  dadurch  eine  Schaar 
von  Ellipsoiden,  deren  Mittelpunkt  0  ist  und  deren  grosse  Halbaxe  die 
constante  Länge  a  hat;  alle  gehen  durch  die  in  der  yz- Ebene  con- 
struirte  Ellipse  (jSy),  deren  Halbaxen  ß  ufc  y  sind.  Man  hat  also  fol- 
gende neue  Construction  der  Wellenfläche: 

I.  Die  Hauptbrennpunkte  aller  Ellipsoide,  welche  einen 
Centralschnitt  gemeinschaftlich  haben  und  deren 
grosse  Axe  eine  constante  Länge  hat,  liegen  auf  einer 
Wellenfläche. 
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Man  kann  diesen  Satz  auch  so  aussprechen:  Wenn  eine  fe6to  Ellipse 
und  eine  concentrische  Kugel,  welche  sie  nicht  schneidet,  gegeben  sind,  so 
liegen  die  Hauptbrennpunkte  aller  concentrischen  Ellipsoide,  welche  durch 
die  Ellipse  gehen  und  die  Kugel  berühren,  auf  einer  Wellenfläche.  Sind 
ß  und  y  die  Axen  dieser  Ellipse  und  a  der  Halbmesser  der  Kugel,  so  ist 
2)  die  Gleichung  des  Ellipsoide,  aus  welchem  die  Wellenfläche  abgeleitet  ist. 
Mau  verlängere  PO  über  0  hinaus  um  sich  selbst  nach  /'',  so  liegt  P' 
sowohl  auf  Ey  als  auch  auf  G  in  seiner  zweiten  Lage,  und  die  Tangen- 
tialebene von  6  im  Punkte  P'  ist  parallel  der  yz- Ebene.  Man  erhält  also 
das  Corollar: 

II.  Diejenigen  Punkte  der  Ellipsoide  in  I,  deren  Tan- 
gentialebenen parallel  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Centralschnitte  sind,  liegen  auf  einem  Ellipsoid. 

Fällt  die  Gerade  OfF  oder  die  Kichtung  der  grossen  Axe  von  @ 
mit  einer  secundären  optischen  Axe  zusammen ,  so  fallen  die  Hauptbrenn- 
punkte F  und  f  auf  einander  und  das  erzeugende  Ellipsoid  @  wird  zu 
einem  Rotationsellipsoid,  dessen  Halbaxon  a  und  b  sind. 

Bewegt  sich  der  Punkt  P  auf  der  Krümmungslinie  (p)  von  E,  so  ist  p, 

also  auch  Of  oder  r1  con6tant,  mithin  beschreibt  f  eine  sphärische  Curve, 

OfF  einen   Kegel,    dessen   Focallinien   die  secundären   optischen  Axen 

sind;   die   zweite  Axe   von  ©   ist  =ft,   also  auch  constant.     Der  andere 

Hauptbrennpunkt  F  beschreibt  eine  ellipsoidische  Curve  oder  den  Durch- 

a*b*c* 

schnitt  des  Kegels  mit  dem  Ellipsoid  a2a:2+6V  +  c2:2  = j— .     Aebn- 

ri 
liehe  Resultate   erhält   man,   wenn   sich    P  auf  der  Krümmungslinie   (v) 

bewegt: 

III.  Die  grossen  Axen  der  Ellipsoide,   die  einen  Central- 
schnitt  gemeinschaftlich  haben,   und  bei  welchen  die 
Längen  der  grossen  und  mittleren  (oder  kleinen)  Axe 
constant    sind,    liegen   auf  einem   Kegel;    die   Haupt- 
brennpunkte   liegen   auf  einem    sphärischen   und   auf 
einem  ellipsoidischen  Kegelschnitte.    Durch  Veränderung 
der   Länge   der    zweiten   Axe   erhält   man   ein  System   von   con- 
focalen   Kegeln;    die   Endpunkte    der    grossen    Axe   beschreiben 
also  confocale  sphärische  Kegelschnitte. 
Wenn  man  das  Polarisationsellipsoid  einführt 
a*x*  +  b*y*  +  c2z*=l, 
so  lässt  sich  die  Beziehung  zwischen  Lichtstrahlen  und  Wellenebenen  im 
Kr y stall   durch  folgende  Construction  veranschaulichen,    welche  sich  un- 
mittelbar   aus    der  gewöhnlichen,    in   den    Lehrbüchern    enthaltenen   ab- 
leiten lässt: 

Ist  der  Lichtstrahl  gegeben,  so  lege  man  an  das  Ergänzungsellipsoid 
eine  auf  ihm  senkrechte  Tangentialebene  und  ziehe  im  Berührungspunkte 
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P  die  Tangenten  der  Krümmungslinien,  dann  6ind  die  vom  Mittelpunkt 
0  auf  diese  Tangenten  gefüllten  Perpendikel  die  Normalen  der  zagehö- 
rigen Wellenebenen.  Ist  aber  die  Wellenebene  gegeben,  so  ziehe  man 
parallel  mit  ihr  eine  Tangentialebene  an  das  Polarisationsellipsoid ,  und 
durch  den  Berührungspunkt  die  Tangenten  der  Krümmungslinien,  so  sind 
die  von  0  auf  diese  Tangenten  gefällten  Perpendikel  die  zugehörigen 
Lichtstrahlen.  Diese  Benützung  der  Krümmungslinien  macht  die  Ver- 
theilung  von  Strahlen  und  Wellenebenen  im  Kry stall  übersichtlich,  wie 
nachstehende  Beispiele  zeigen. 

Der  Berührungspunkt  P,  die  Fusspnnkte  der  von  0  auf  die  Tan- 
gentialebene und  auf  die  Taugenten  der  Krümmungslinien  gefällten  Per- 
pendikel bilden  in  beiden  Fällen  ein  Rechteck,  man  hat  also  die  zwei 
Sätze  von  Mannheim  (Dcux  iheoremes  nouveaux  sur  la  surface  de  fonde7 
Compl.  rend.  1874  S.  839).  Wenn  ferner  P  ein  Nabelpunkt  des  Ergänzungs- 
ellipsoids  ist,  durch  welchen  unendlich  viele  Krümmungslinien  gehen ,  so 
bilden  die  auf  ihre  Tangenten  gefällten  Perpendikel  einen  Kegel,  die  ent- 
sprechenden Wellenebenen  umhüllen  den  Ergänzungskegel,  welcher  die 
Wellenfläche  im  Endpunkte  des  zugehörigen  Lichtstrahls,  d.  h.  der  secun- 
dären  optischen  Axe  berührt.  Ist  aber  P  ein  Nabelpunkt  des  Polarisations- 
ellipsoid8 ,  so  sind  die  auf  die  Tangenten  der  Krümmungslinien  gefällten 
Perpendikel  Lichtstrahlen  nnd  bilden  einen  zweiten  Kegel,  dessen  Basis 
ein  Kreis  ist,  auf  dem  ihre  Fusspunkte  in  der  Tangentialebene  liegen.  Legt 
man  parallel  mit  der  letzteren  an  die  Wellenfläche  eine  Tangentialebene, 
so  berührt  sie  diese  in  einem  (kleineren)  Kreise,  der  auch  auf  dem  Kegel 

liegt  und  dessen  Durchmesser  =£7/  -— — —  ist.  Da  dieser  Kegel  voll- 
ständig bestimmt  ist,  so  möge  er  der  Kürze  wegen  mit  k  bezeichnet  wer- 
den,  und  man  hat  mit  Rücksicht  auf  das  Obige  den  Satz: 

IV.  Beschreibt  die  grosse  Axe  bei  den  in  I  genannten 
Ellipsoiden  den  Kegel  £,  so  beschreibt  der  EineHaupt- 
brennpunkt  F  derselben  einen  Kreisschnitt  von  Ar. 

Die  Wellenfläche,  welche  aus  dem  Ergänzungsellipsoid  E  abgeleitet 
ist,  bezeichnen  wir  mit  W  und  ihre  Fusspunktsfläche  (auch  Wellen- 
geschwindigkeitsfläche genannt)  mit  V.  Letztere  ist  aus  dem  Polarisa- 
tionsellipsoid hf  entstanden,   indem  man  auf  einem  Centralschnitte  von 

&,  dessen  Halbaxen  —  und  —  sind,  in  0  eine  Senkrechte  errichtet  und 

Q  Q 

auf  ihr  zwei  Punkte  N  und  n  bestimmt,  so  dass  ON^q  und  On  =  q\ 
also  gleich  den  reciproken  Werthen  der  Halbaxen.  Man  kann  aber  auch 
aus   E'  eine    zweite   Wellenfläche    W  ableiten,    indem    man   auf  dieser 

Senkrechten  zwei  weitere  Punkte  Af'  und  /#'  annimmt,  0N*=  —  i  Öwf=-T. 

Digitized  by  Vj£)OQ  IC    ^ 
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Hieraas  folgt,  dass  W'  die  inverse  Fläche  von  V  oder  durch  Transfor- 
mation mittelst  reciproker  Radien  vectoren  ans  V  entstanden  ist.  Nach 
den  Regeln  dieser  Transformation  entspricht  einem  Kreise  auf  W  auch 
ein  Kreis  auf  V%  welche  beide  auf  einem  Kegel  liegen,  dessen  Spitze  0 
ist;  einer  BerQhruugsebene  von  W  entspricht  eine  durch  0  gehende 
Kugel.  Nun  liegen  auf  W  (wie  auf  jeder  Wellenfläche)  vier  Kreise,  in 
welchen  sie  von  Ebenen  berührt  wird,  die  senkrecht  auf  der  x  z-Ebene  stehen. 
In  der  Fig.  13  ist  der  Durchschnitt  der  drei  Flächen  W,  V  und  W 

b2  ,     b2 

mit  der  x z- Ebene  gezeichnet.    OA  =  c}  OB  =  by  00=  a ,  0/4'=  — ,  0C'=  — . 

c  a 

Der  Kreis  B B  gehört  zu  allen  drei  Flächen,  die  Ellipse  AO%PC  zu 
Wy  ihre  Fusspunktscurve  AS0XC  zu  V  und  die  Ellipse  AP'0XC'  zu  W\ 

00x  ist  die  wahre  optische  Axe  von  W  und  die  secundäre  von  W'\ 
00%  ist  die  secundäre  optische  Axe  von    W  und  die  wahre  von    W\ 


4>  7-i/?^    *  =  °« 

5)  L-  +  ±j/*p*%    y==0. 

x       —  c  V     a2  — /r 


4)  ist  die  Gleichung  von  00x  und  5)  von  00%. 

02P'  ist  der  Durchmesser  eines  Kreises,  in  welchem  W  von  einer 
Ebene  berührt  wird,  die  senkrecht  zur  xz- Ebene  (also  auch  zur  Ebene 
der  Figur)  steht.  Diese  verwandelt  sich  bei  der  Transformation  in  die 
Kugel  002;  der  Kreis  O^J*'  verwandelt  sich  in  einen  andern  Kreis,  wel- 
cher auf  dieser  Kugel  liegt  und  dessen  Ebene  ebenfalls  senkrecht  zur 
Figur  ist.  Die  Kugel  002  berührt  demnach  die  Fläche  V  längs  dieses 
Kreises,  somit  ist  der  Tangentialkegel  TS02  der  Kugel  zugleich  Be- 
rührungskegel von    V: 

V.  Auf  der  Fusspunktsfläche  der  Wellenfläche  liegen 
vier  Kreise,  in  welchen  sie  von  vier  Kugeln  berührt 
wird,  deren  Durchmesser  die  secundären  optischen 
Halbaxen  sind.  Die  Normalen,  deren  Fusspunkte  in  einem 
solchen  Kreise  liegen,  bilden  einen  Drehungskegel,  dessen  Spitze 
die  Mitte  dieser  Halbaxe  ist.  Ein  zweiter  Kegel  berührt  die 
Fläche   längs  eines  solchen  Kreises;   der  Durchmesser  desselben 

18t    S09  =  !-- . 

Die  Fläche  W  wird  in  Ox  von  einem  Kegel  zweiten  Grades  berührt 
POlRy  dessen  Focallinien  OxQy  die  Verlängerung  von  00x  und  0XQ' 
senkrecht  auf  0XR  stehend,  sind.  Die  Axe  dieses  Kegels  ist  also  die 
Halbirungslinie  von  QOxQ'\  bei  der  Transformation  verwandeln  sich  seine 
Erzeugenden  in  ein  System  von  Kreisen,  deren  gemeinsame  Sehne  00x 
ist    und    welche    die   inverse   Fläche   des  Tangenten  kegeis   bilden.     Sie 
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berührt  V  in  Ox  und  hat   mit  ihr  den   Tangentenkegel   POlK  gemein, 
von   dem   «ich   leicht   beweisen   lässt,   dass   er    dem   ersten   Kegel   POtR 
gleich   ist  und  dass  beide  hinsichtlich  der  durch  OlP  gehenden  Tangen- 
tialebene von  W  symmetrisch  liegen  5  letztere  Gerade  ist  eine  gemeinsame 
Erzeugende  beider  Kegel:  Irgend  eine  durch  00x  gehende  Ebene  schnei- 
det den  ersten  Kegel  in  einer  Erzengenden  0XJ  und  den  zweiten  in  der 
Erzeugenden  01J\     Nach  den  Regeln  der  Transformation  durch  reciproke 
Radien  vectoren  sind  die  Winkel  JOlQ  und  J,Ol 0  einander  gleich,  also 
haben  OxJ  und  OxJ'  in  Beziehung  auf  die  Axe  OOxQ  oder,  was  dasselbe 
ist,   in  Beziehung  auf  die   durch  0XP  gehende  Tangentialebene  (welche 
senkrecht  auf  der  Figur  steht)  eine  symmetrische  Lage.     Die  Focallinien 
des   zweiten  Kegels  sind  OxQ  und  OxQ"  (Winkel  Q 0, 0"=r  Q 0, Q') ;   letz- 
tere Gerade  ist  die  Normale  der  Cnrve  ASOxC  in  Ox .   Hieraus  folgt  der  Satz : 
VI.   Auf  der  Fusspunktsfläche   der  Wellenfläche   giebt  es 
vier    ausgezeichnete    Punkte    —    die    Endpunkte    der 
wahren   optischen  Axen  — ,   in   welchen   beide  Mäntel 
zusammenstossen,    welche    die  Spitzen    von    vier  Be- 
rührungskegeln  sind  und  deren  Focallinien  die  wah- 
ren   optischen    Axen    und    die    Normalen    des    in    der 
Ebene  der  optischen  Axen  liegenden  Hauptschnittes 
der  Fläche  6ind. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen  zwischen  den  Flächen   W  und 
V  ergiebt  sich  nun  das  weitere  Corollar  zu  I: 

VII.   Bei  den  in  I  genannten  Ellipsoiden  beschreiben  vier 

Funkte    auf   der    grossen    Axe,    deren    Abstände    vom 

Mittelpunkte    gleich    den    reciproken    Entfernungen 

der    Hauptbrennpunkte    sind,    die    Fusspunktsfläche 

der  Wellenfläche. 

Mannheim  hat  für  die  Nabelpunkte  der  Wellenfläche   W  (die  aus 

dem  Ergänzungsellipsoid  auf  den  Halbaxen  a,  6,  c  abgeleitet  ist)  folgende 

Construction  angegeben  {Compt.  rend.,  5.  Mai  1879):  Der  Eine  Sl  liegt  in 

der  xy-  Ebene  (man  muss  sich  die  y- Axe  senkrecht  zur  Ebene  der  Fig.  13 

denken)  und  zwar  auf  der  Ellipse  («>£)>   also  auf  dem  äussern  Mantel, 

seine  Coordinaten  x  und  y  entsprechen  der  Gleichung  —  =  (  —  J    1/  j^ ^ ; 

der  andere  o>  liegt  in   der  y  z-  Ebene  auf  der   Ellipse   (6,  c),    also   auf 
dem  innern  Mantel,  seine  Coordinaten  y  und  z  entsprechen  der  Gleichung 


'\b)    V  a2-c2' 


Nach  dieser  Angabe  findet  man  für  die  Nabelpunkte  Ä'  und  a>'  der 
Wellenfläche  W\  die  aus  dem  Polarisationsellipsoid  mit  den  Halbaxen 
1      1       1      _        ,     m    .. 

Google 


—  i  Ti    —  abgleitet  ist,  folgende  Werthe: 

"        '»         -  °  '  °  Digitized  by 
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der   erste  &'  in   der  ,ry  -Ebene  liegt  auf  der  Ellipse  (  — ,  -r-j,   also  auf 

dem   innern  Mantel   von   W\   und   der   andere   ©'  in   der  yz- Ebene  auf 

der  Ellipse   (  — ,  —  1,  also  auf  dem  äusseren  Mantel.    Da  nun  die  nach 

den  Krümmungslinien  von  W  gezogenen  Radien  vectoren  auch  die  Fläche 

V  in  Krümroungslinien  schneiden ,  so  müssen  auch  die  Nabelpunkte  beider 

Flächen  je  auf  einem  Radius  vector  liegen.     Somit  erhält  man  den  Satz: 

VIII.  Die    Wellengeschwindigkeitsfläche     oder     die    Fuss- 

punktsfläche   einer  Wellenfläche   hat  acht   gegen   die 

Axen     symmetrisch     liegende     Nabelpunkte,     welche, 

durch  die  Gleichungen  6)  bestimmt  sind:  vier  auf  dem 

innern   und  vier  auf  dem  äussern  Mantel.     Sie  liegen 

in    denjenigen   zwei   Hauptschnitten,   welche   die   sin- 

gulären    Punkte    nicht    enthalten,    der    eine    auf    dem 

äussern  Mantel  liegt  auf  der  Fusspunktcurve  der  über 

der  grossen  und  mittlem  Axe,  nnd  der  andere  auf  dem 

innern  Mantel  liegt  auf  der  Fusspunktcurve  der  über 

der  mittleren  und  kleineren  Axe  construirten  Ellipse 

der  Wellenfläche. 

Reutlingen,  Februar  1880.  Dr.  0.  Böklen. 


XXVL    Ueber  den  Quotienten  zweier  Gammafunctionen. 
Bezeichnet  p  eine  positive,  die  Null  übersteigende  Constante,  so  gilt 
bekanntlich  die  Formel 

1)  l/—  erP=  re-P**{e*  +  e~*)  dx\ 

0 

mittelst  der  Substitution  e~-**  =  1  —  z  wird  daraus 

und  hier  lftsst  sich  das  Integral  auf  folgende  Weise  in  eine  Reihe  entwickeln. 
Wegen  der  bekannten  Reihe  für  J(l—  z)  ist  erstens 

;  i 


Y-. 


oder  durch  Anordnung  nach  Potenzen  von  z 

3>  /zw7rr7)=1-^-^22-^t3-- 


-l(l-z) 
1  gilt  dies 

bi8    tal, 


und   zwar  gilt  diese  Entwickelung,   wie  leicht  zu  sehen  ist /'von  s  =  0 
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Zweitens  hat  man 

*K  +C  '~1+      1.2      +    1.2.3.4    +T.S7T6"  +  " 

und  durch  Anordnung  nach  Potenzen  von  t 

4)     *|/d^=5+.-'cni::=J|-i  +  4«  +  A^  +  w*'  +  ..- 

Das  Product  der  Gleichungen  3)  und  4)  ist 


5) 


/z7(frö-*l-,'"l,,""l+-"y=in=5}-i+*.'+v,+^8'+---. 


worin  die  Coefficienten  folgende  Werthe  haben: 

«i  =  i.     Ö»=A,     «s  =  tWV,ö»    ••• 
Die  Substitution  von  Nr.  5)  in  Nr.  2)  giebt  nun 

o 
und  hier  können  alle  Reihenglieder  mittelst  der  bekannten  Formel 

\ 

(l-t)p-tjtt+"-«tfi 

_T(p)r^+n)^r(p)yH 1.3.5...(2>i-l) 

"-  nP+k+n)     ^+i)-2,,+i)Hi)(p+J)...(,+?!_:«) 

iptegrirt  werden.     Setzt  man  hierbei 

—  1     -I  -L?     -   9  _1.3.5     __  193 

ai~  2Ö|~8'     a*~  2*  flr2""i28>     "5 ^"s~3072' 

so  gelangt  man  zu  folgendem  Ergebnisse: 

j/p"       /xp+*)|  >+i+(/»+i)(P+i)  +  '""( 

oder 


/< 


6)    i^iifi.^r^h+^4 


Ein  analoges  Resultat  entsteht,  wenn  die  Formel 


j/—e    **  =  2lerv**co$xdx 


o 

auf  dieselbe  Weise  wie  Nr.  1  behandelt  wird;  für  ßl  =  |,  ft=i-jV»  ft  =  iVVl' 
...  ist  nämlich 

7)       r('+*>=vp-,e+rPl1__gi & ..I. 

Die  Formeln  6)  und  7)  nehmen  für  />  =  <?  +  £  und  unter  der  Voraussetz- 
ung positiver  q  folgende  Gestalt  an: 
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XVII. 
Grundzüge  der  mathematischen  Chemie. 

Von 

Prof,  Dr.  W.  C.  Wittwer 

in  Regenibnrg. 


ffierzu  Taf.  VII. 


Es  dürfte  wohl  kaum  bestreitbar  sein,  dass  der  Grad  der  Anwend- 
barkeit der  Mathematik  bei  den  verschiedenen  Zweigen  der  Naturwissen- 
schaften, eine  Art  von  Maassstab  für  die  höhere  oder  niedrigere  Stufe  der 
Ausbildung  des  Zweiges  abgiebt.  Je  mehr  ein  Gegenstand  der  mathe- 
matischen Behandlung  zugänglich  ist,  eine  um  so  höhere  Ausbildung  darf 
man  annehmen,  dass  er  erlangt  habe. 

Je  nach  der  grösseren  oder  geringeren  Complication  der  zu  behan- 
delnden Erscheinungen  ist  die  in  den  einzelnen  Zweigen  bis  jetzt  erreichte 
Stufe  eine  verschiedene,  wie  sich  ganz  leicht  ergiebt,  wenn  man  die- 
jenigen Fächer,  welche  Gegenstände  der  organischen  Natur  umfassen, 
mit  denen  vergleicht,  in  welchen  nur  unorganische  Körper  die  Objecte 
der  Untersuchung  bilden.  Unter  den  Männern ,  welche  sich  mit  den  ein- 
zelnen Zweigen  der  unorganischen  Natur  beschäftigen ,  hat  ohne  Zweifel 
der  Astronom  die  einfachste  Aufgabe  bekommen,  und  er  ist  damit  auch 
in  der  That  dem  Wesen  nach  ziemlich  fertig  geworden.  Weniger  weit 
hat  es  der  Physiker  gebracht.  Einzelne  Disciplinen  der  Physik,  wie  z.  B. 
die  Optik,  erfreuen  sich  zwar  eines  ziemlich  hohen  Grades  von  Ausbil- 
dung, dafür  aber  sind  andere  Theile  wieder  weiter  zurück ,  und  nament- 
lich gilt  dieses  von  denjenigen,  welche  an  die  Lehre  von  den  kleinsten 
Theilchen  der  Körper  und  somit  auch  an  dasjenige  Capitel  der  Physik 
streifen,  welches  man  Chemie  nennt.  Die  Rechnungen ,  mit  denen  sich 
die  Chemiker  bisher  zu  beschäftigen  hatten ,  dürften  wohl  einen  Zustand 
repräsentiren ,  in  dem  sich  die  Astronomie  in  einer  ziemlich  weit  zurück- 
liegenden Zeit  befand. 

Ich  habe  nun  in  verschiedenen  Abhandlungen ,  welche  in  dieser  Zeit- 
schrift Platz  gefunden,  sowie  auch  in  einer  Zusammenstellung*  der  frtihe- 

*  Die  Molecuiargesetze.    Leipzig  1871. 
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ren  derselben  eine  Theorie  veröffentlicht,  welche  sich  den  verschieden- 
sten Erscheinungen  der  Molecularphysik  in  ganz  ungezwungener  Weise 
anschliesst,  ohne  mit  einer  einzigen  in  Widerspruch  zu  gerathen,  und 
diese  Theorie  soll  im  Folgenden  auf  die  Erscheinungen  der  Chemie  an- 
gewendet werden.  Ich  gebe  mich  der  Hoffnung  hin ,  durch  meine  Arbeit 
den  Impuls  zu  einer  ganz  neuen  Art  der  Behandlung  der  Chemie  zu 
geben;  doch  dürfte  es  kaum  nöthig  sein,  darauf  aufmerksam  zu  machen, 
dass  es  zuviel  verlangt  wäre,  wenn  man  haben  wollte,  dass  nun  alle 
Berge  eben  sein  müssen,  denn  wenn  auch  die  Grundlagen  des  Ganzen 
ziemlich  einfach  sind,  wenigstens  weit  einfacher,  als  man  bisher  annehmen 
zu  müssen  allgemein  glaubte,  so  bieten  sich  doch  Schwierigkeiten  in  Hülle 
und  Fülle.  Es  wird  an  dem  Nachstehenden  noch  allerlei  zu  ändern  sein. 
Die  Fundamentalsätze  werden  zwar  bleiben ,  aber  bezüglich  ihrer  Anwen  • 
düng  dürfte  sich  Manches  anders  ergeben,  als  ich  jetzt  glaube  und  die 
gegenwärtig  vorhandenen  Beobachtungen  zu  zeigen  scheinen. 

Es  soll  nun  zuerst  in  einem  allgemeinen  Theile  die  Norm  entwickelt 
werden,  welche  den  Erscheinungen  der  Chemie  zu  Grunde  liegt,  worauf 
ich  analog  dem  in  den  Lehrbüchern  der  Chemie  beobachteten  Verfahren  in 
einem  speciellen  Theile  die  einzelnen  Elemente  folgen  zu  lassen  gedenke. 


I.   Allgemeiner  Theil. 

Das  Material,  mit  dem  der  Chemiker  zu  thun  hat,  ist  das,  was  man 
materielle  Substanz  nennt,  ausgerüstet  mit  denjenigen  Eigenschaften, 
welche  in  den  Physikbüchern  als  wesentliche  Eigenschaften  der 
Materie  bezeichnet  zu  werden  pflegen,  also  mit  Ausdehnung,  Undurch- 
dringlichkeit und  Gestalt,  wozu  von  den  ausserwesentlichen  Eigen- 
schaften noch  die  Beweglichkeit  und  die  Trägheit  kommen.  Theilbar 
ist  die  materielle  Substanz  bis  zu  einer  gewissen  Grenze. 

Die  materielle  Substanz,  welche  wir  als  gegeben  annehmen  müssen, 
zeigt  eine  Verschiedenheit,  insofern  ihre  einzelnen  kleinsten  Theilchen 
oder  Atome  gegen  einander  ein  abweichendes  Verhalten  beobachten;  sie 
ist  von  zweierlei  Art.  Die  eine  Art  umfasst  die  sogenannten  Aether- 
th eilchen,  die  andere  ist  —  die  andere.  Ich  habe  ihre  Theilchen  vor- 
läufig Massentheilchen  genannt,  weil  ich  keine  zweckmässigere  Be- 
zeichnung wusste.  Den  naheliegenden  Namen  schwere  Theilchen 
wollte  ich  vermeiden ,  da  es  schwere  Theilchen  im  gewöhnlichen 
Sinne  des  Wortes  nicht  giebt,  denn  die  Schwerewirkung  ist 
erst  zwischen  Verbindungen  beider  Arten  von  materieller 
Substanz  möglich.  Eine  specifische  Verschiedenheit  der  einzelnen 
Körper,  wie  sie  die  Chemiker  für  die  verschiedenen  Elemente  annehmen, 
existirt  nur  für  Aether-  und  Massentheilchen,  und  es  giebt  also,  in  der 
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bisher  in  der  Chemie  Üblichen  Ausdrucksweise  gesprochen,  nnr  zwei 
Elemente:  den  Aether  und  die  Massensubstanz. 

Hinsichtlich  der  Quantität  der  in  einem  kleinsten  Theilchen  vorhan- 
denen trägen  Substanz  ist  bei  den  Aethertheilchen  zur  Zeit  kein  Grund 
vorhanden,  eine  Verschiedenheit  anzunehmen;  wohl  aber  ist  eine  solche 
wenigstens  für  jetzt  bei  den  Massen  theilchen  als  so  oft  gegeben  vor- 
auszusetzen, als  gegenwärtig  sogenannte  chemische  Elemente  angenommen 
werden.  Die  Verschiedenheit  der  gegenwärtigen  chemischen 
Elemente  ist  eine  solche  der  Quantität,  nicht  der  Qualität. 
Die  Massensubstanz  ist  in  verschiedenen  Formaten  gegeben. 
Wieviele  solche  Formate  es  giebt  und  inwieweit  die  gegenwärtigen  Ele- 
mente aus  verschiedenen  kleineren  Theilen  zusammengesetzt  sind,  will 
ich  vor  der  Hand  dahingestellt  sein  lassen. 

Im  Nachstehenden  soll  die  Quantität  der  trägen  Substanz  eines 
Aethertheilchen 8  durch  p,  diejenige  eines  Massentheilchens  (wenigstens 
zunächst)  durch  m  bezeichnet  werden.  Die  Grösse  fi  ist  demnach  immer 
die  nämliche,  während  m  bis  zu  deren  näherer  Bestimmung  verschiedene 
Werthe  haben  kann. 

Bis  auf  Weiteres  ist  anzunehmen,  dass  sämmtliche  kleinste  Theilchen 
Kugelgestalt  besitzen. 

Aus  den   Beobachtungen   der  Wärmeleitung  scheint  hervorzugehen, 

dass  der  Bruch   —  stets  einen  bedeutenden  Werth  besitze. 

Die  materiellen  Theilchen  üben  auf  einander  eine  Einwirkung  auf 
die  Ferne  aus,  die  sich  in  folgender  Weise  darstellen  lässt: 

1.  Gleichartiges  stösst  sich  ab. 

2.  Ungleichartiges  zieht  sich  an. 

3.  Beide  Kräfte  nehmen  ab,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  wächst. 
Diese  Normen    bilden    das  Grundgesetz    der    materiellen   Substanz, 

welches  alle  übrigen  Gesetze  umfasst.  Das  Schweregesetz  ist  nur  ein 
specieller  Fall  des  vorstehenden  allgemeinen.  Wie  die  Fernewirkung  sich 
bewerkstelligt,  lässt  sich  nicht  angeben.  Man  sieht,  dass  die  Körper  von 
der  Erde  angezogen  werden,  während  jedes  Paar  von  Magneten  An- 
ziehungen und  Abstossungen  zeigt.  Kann  man  also  Fernewirkungen 
jederzeit  wahrnehmen ,  so  müssen  sie  auch  möglich  sein ,  selbst  wenn  man 
die  Art,  wie  sie  zu  Stande  kommen,  sich  nicht  erklären  kann.  Vielleicht 
wäre  es  zweckmässig,  zu  sagen:  Es  ist,  als  ob  u.  s.  w. 

Im  Nachstehenden  ist  die  Grösse  der  gegenseitigen  Einwirkung  von 
Aethertheilchen  und  Massen  theilchen ,  zwei  Aethertheilchen ,  zwei  Massen- 
theilchen  je  für  die  Einheit  der  trägen  Substanz  und  der  Entfernung, 
der  Reihe  nach  durch  «,  b  und  c  bezeichnet.  Das  Zeichen  —  bedeutet 
eine  Abstossung.  

24* 
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Die  Aethertheilchen  durch  Zwischenräume  von  einander  getrennt, 
erfüllen  den  ganzen  Weltenraum.  Infolge  ihrer  gegenseitigen  Abstossung 
müssen  sie  so  vertheilt  sein,  dass  die  absolute  Summe  der  auf  ein  ein- 
zelnes ruhendes  Theilchen  von  der  Geflammtheit  der  übrigen  ausgeübten 
Ab8tossungen  ein  Minimum  wird;  es  müssen  also  die  gegenseitigen  Ent- 
fernungen je  zweier  benachbarten  Theilchen  unter  sich  ganz  gleich  oder 
möglichst  wenig  verschieden  sein.  Welche  Vertheilung  der  Aetherkugeln 
dieser  Bedingung  genüge,  ist  meines  Wissens  zur  Zeit  unbekannt,  aber 
jedenfalls  ist  das  Problem  in  der  Natur  praktisch  gelöst.  Die  mittlere 
Entfernung  zweier  im  Weltenraume  befindlichen  benachbarten  Aether- 
theilchen soll  im  Nachstehenden  unter  dem  Namen  Aetherdistanz  ab 
Einheit  der  Entfernung  angenommen  werden. 

Die  gesammten,  auf  ein  im  Weltenraum  befindliches  Aethertheilchen 
von  Seiten  der  übrigen  ausgeübten  Wirkungen  heben  sich  im  Ruhe- 
zustände desselben  auf.  Wird  irgendwo  im  Räume  aus  irgend  einer 
Ursache  der  Aether  weggenommen,  so  erfährt  ein  an  einem  beliebigen 
Punkte  befindliches  Aethertheilchen  aus  diesem  leeren  Räume  keine  Ab- 
stossung; da  aber  von  Seiten  des  dem  wirklich  leeren  Räume  symmetrisch 
gegenüberliegenden  Raumes  Abstossung  erfolgt,  die  durch  die  Wegnahme 
des  Aethers  aus  dem  ersten  Räume  nicht  mehr  compensirt  wird,  so  ist 
der  Erfolg  der  Wegnahme  des  Aethers  gerade  so ,  als  sei  der  allgemeine 
Raum  leer  und  nur  die  wirklich  leere  Stelle  mit  einer  Substanz  erfüllt, 
welche  im  entgegengesetzten  Sinne,  wie  der  Aether,  also  anziehend,  aber 
nach  dem  nämlichen  Gesetze  thätig  ist.*  Ist  ein  kugelförmiger  Raum 
von  Aether  entleert,  so  ist  die  auf  ein  an  der  Kugeloberfläche  befind- 
liches Aethertheilchen  vom  Kugelmittelpunkte  ausgeübte  Anziehung  (eigent- 
lich der  Druck  von  aussen  herein)  dem  Kugelradius  proportional.  Ist 
ein  gegebener  Raum  nicht  leer,  so  kann  man  ihn  doch  als  leer  betrach- 
ten, vorausgesetzt,  dass  man  die  Wirkung  seines  Inhalts  gesondert  in 
Rechnung  zieht,  und  in  diesem  Falle  kann  man  die  vorstehende  Norm 
auch  als  für  kleinere  Räume  genau  betrachten. 

Ist  ein  Massentheilchen  m  gegeben,  das  irgendwo  im  Weltenraume 
sich  befindet,  so  wird  es  so  lange  Aethertheilchen  anziehen  und  auf  seiner 
Oberfläche  versammeln,  bis  die  Abstossung,  welche  die  bereits  aufgenom- 
menen Theilchen  auf  ein  noch  freies  ausüben,  gerade  so  gross  ist,  als 
die  Anziehung,  welche  letzteres  von  dem  Massentheilchen  erfährt.  Bei 
einer  hinlänglichen  Zahl  der  aufgenommenen  Aethertheilchen.  kann  man 
ihre  Wirkung  als  von  dem  Mittelpunkte  des  Massentheilchens  ausgehend 
betrachten,  und  ist  M  die  träge  Substanz  der  aufgenommenen  Aether- 
theilchen, so  ist  die  Grenze  erreicht,  wenn 
1)  am(i  =  hMfi. 


*  Mol. -Ges.  35. 
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Hierzu  kommen  dann  noch  soviele  Aetfaertheilchen ,  als  vermöge  der  all- 
gemeinen Aethervertheilung  in  dein  von  der  Verbindung  erfüllten  Räume 
sich  befinden  würden.  Da  die  Wirkung  dieser  letzteren  Aethert heilchen 
durch  den  äussern  Aetherdruck  aufgehoben  wird,  so  kann  von  ihnen 
zunächst  Umgang  genommen  werden. 

Analog  der  ersten  Massenkugel  m  nimmt  eine  zweite  ml  den  Aether 
Mt  auf,  wenn 

2)  amlfi  =  b  M1{i 

ist.  Die  gegenseitige  Einwirkung  W  beider  Systeme  auf  einander  ist, 
wenn  die  Entfernuug  der  beiden  Mittelpunkte  von  einander  mit  r  bezeich- 
net wird, 

ov  117      a  t      ju  i       m\       bMMx      cmmx 

3)  JT=-2  (m^  +  mMJ -y-i -^ 

oder,  wenn  man  M  und  M.  aus  1)  und  2)  durch  —m  und  -w,  ersetzt, 

b  o 


4,  '-(l-)5?- 


Ist  der  durch  die  Klammern  eingeschlossene  Ausdruck  positiv,  so  ergiebt 
sich  als  Resultat  des  Zusammenwirkens  beider  Systeme  eine  Anziehung, 
welche  dem  Producte  aus  den  Massen  direct,  dem  Quadrate  der  Entfer- 
nung umgekehrt  proportional  ist  (Schweregesetz).     Die  Vergleichung  der 

a* 
Molecularwirkungen  mit  der  Schwere  ergiebt,   dass c  im  Vergleiche 

zu   a,  b  und  c  verschwindend,   um  nicht  zu  sagen  unendlich  klein  sein 

muss,  und  es   wird  von   diesem  geringfügigen  Reste  im  Nachstehenden 

a* 
Umgang  genommen  und   -j-  =  c  gesetzt  werden,'  wenn   der  Unterschied 

nicht  ausdrücklich  betont  wird. 

Es  soll  nun  angenommen  werden ,  dass  infolge  irgend  eines  Umstan- 
des  das  Theilchen  tn  nicht  M,  sondern  il/(l  +  «)  Aethersubstanz  auf- 
genommen habe,  wobei  a  einen  positiven  oder  negativen  Werth  haben 
kann.     Es  wird  dann  aus  3) 

<**»i  ..i*  .     v   .  am  .*       bM  mm  ,«   .     v      cm 

Wenn  wieder  M  =  —  und  Ml  =  — -  gesetzt  wird,  so  geht  5)  in  4)  über. 

Ist  also  ml  die  Masse  der  Erde,  m  diejenige  eines  irdischen  Körpers,  so 
wird  die  gegenseitige  Einwirkung  beider  durch  die  Aetherverkältnisse  von 
m  nicht  geändert. 

Hat  das  Massentheilchen  m  wieder  M(l+a)  Aether  aufgenommen 
und  ml  gleichzeitig  Mx(l+ß)9  wird  dann  wieder  der  Werth  von  M  und 
Mx  aus  1)  und  2)  substituirt,  so  geht  3)  über  in 
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Es  ergiebt  sich  also  eine  Abstossung,  wenn  a  und  ß  gleiche  Zeichen 
haben ;  im  entgegengesetzten  Falle  erfolgt  eine  Anziehung.  Nennen  wir 
nun  solche  Körper,  in  denen  die  Massensubstanz  nicht  vollständig  neu- 
tralisirt  ist,  in  welchen  also  a,  beziehungsweise  ß  einen  negativen  Werth 
hat,  elektro negative,  solche  mit  positivem  Werthe  von  er  oder  ß  elektru- 
positive,  so  ergiebt  sich  daraus  der  bekannte  Satz,  dass  gleichnamig  elek- 
trische Körper  sich  abstossen,  ungleichnamig  elektrische  sich  anziehen. 
Der  Anschluss  an  die  gegenwärtig  allgemein  eingeführten  Sätze  von  der 
Elektricität  dürfte  wohl  am  leichtesten  dadurch  erzielt  werden,  dass  man 
das ,  was  ich  Massensubstanz  nannte ,  als  negative  Elektricität ,  den  Aether 
als  positive  betrachtet. 

Wenn  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  M  und  Mx  grosse  Werthe 
bedeuten,  wenn  also  eine  grosse  Menge  von  Aethertheilchen  nöthig  ist, 
um  ein  gegebenes  Massentheilchen  zu  neutralisiren ,  so  bilden  erstere  eine 
mehr  oder  weniger  dicke  Binde  um  letzteres ,  und  weil  sämmtliche  Kräfte 
mit  wachsendem  Quadrate  der  Entfernung  abnehmen ,  so  ist  die  gesammte 
Einwirkung  des  Massen theilchens  und  seiner  Rinde  auf  die  Aussenwelt 
einzig  und  allein  auf  die  verschwindend  kleine  Schwerewirkuug  beschränkt. 
Anders  ist  die  Sache,  wenn  schon  einige  wenige  Aethertheilchen  zur 
Sättigung  des  Massen  theilchens  hinreichen ,  denn  sowie  erstere  nur  ein- 
zelne über  die  Massenkugel  zerstreute  Punkte  darstellen ,  ist  ihre  Wirkung 
in  geringen  Entfernungen  nicht  mehr  die  nämliche,  als  ob  ihre  Gesammt- 
heit  im  Mittelpunkte  der  Massenkugel  vereinigt  sei ,  und  sie  üben  darum 
auch  einen  Einfluss  auf  die  Vertheilung  des  umgebenden  Aethers  aus. 
Dieser  bekommt  eine  andere  Gruppirung.  Es  wurde  oben  bemerkt,  das« 
die  Aethervertheilung  im  allgemeinen  Räume  eine  derartige  sein  müsse, 
dass  die  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Aethertheilchen  einen  kleinsten 
Werth  erhalten;  wenn  nun  diese  Gruppirung  durch  den  Einfluss  des 
Massenatomes  eine  andere  wird ,  so  ist  das  frühere  Minimum  der  Einwir- 
kung nicht  mehr  vorhanden ,  und  da  der  äussere  Druck  der  nämliche  ist, 
wie  im  allgemeinen  Räume,  so  mnss  eine  geringere  Dichtigkeitdes 
Aethers  in  der  Umgebung  der  Massentheilchen  die  Folge  dieser  Um- 
gruppirung  sein.  Die  Aethertheilchen  sind  nicht  mehr  so  rationell  ver- 
packt, wie  früher,  und  es  haben  daher  bei  gleichem  Drucke  von  aussen 
herein  nicht  mehr  soviele  in  dem  nämlichen  Räume  Platz,  wie  früher. 

Der  Glaube ,  dass  die  Aethertheilchen  in  der  Nähe  der  Massen  -  oder, 
wie  man  gewöhnlich  sagt,  der  schweren  Th eilchen  dichter  seien,  als  im 
allgemeinen  Räume,  der  Glaube  an  die  sogenannten  Aetheratmosphären 
ist  so  allgemein  verbreitet,  dass  er,  obwohl  durch  Nichts  begründet,  nach 
und  nach  eine  Art  von  dogmatischem  Ansehen  erlangt  hat  und  so  sich 
von   einem  Buche  ins  andere  schleppt.     Das  Licht,   welches  zuerst  die 
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Existenz  des  Aethers  gelehrt  hat,  ist  auch  heutzutage  noch  in  erster 
Linie  geeignet,  über  die  Frage  der  Aetherdichtigkeit  Auskunft  zu  geben 5 
das  Licht  sagt  aber  nicht,  das6  der  intermoleculare  Aether  dichter  sei, 
als  im  allgemeinen  Räume,  sondern  es  lehrt,  dass  er  dünner  sei.  Bereits 
Cauchy  hat  gezeigt,  dass  in  einer  Substanz,  welche  kein  Farbenzer- 
streuungsvermögen hat,  die  Lichtgeschwindigkeit  wächst,  wie  die  Qua- 
dratwurzel der  Aetherdichtigkeit.  Für  die  Medien  mit  Farbendispersion 
kann  doch  unmöglich  das  Entgegengesetzte  von  dem  gelten,  was  für  die- 
jenigen ohne  Dispersion  feststeht,  denn  in  der  atmosphärischen  Luft  geht 
ja  das  eine  Medium  in  das  andere  über.  Das  Gesetz  der  gegenseitigen 
Abhängigkeit  von  Lichtgeschwindigkeit  und  Aetherdichte  wird  allerdings 
weniger  einfach,  wenn  das  Medium  die  Farben  zerstreut;  aber  zu  der 
Annahme,  dass  bei  den  farbenzerstreuenden  Medien  das  Entgegengesetzte 
von  dem  gelte,  was  bei  Fehlen  der  Dispersion  seine  Anwendung  findet, 
ist  kein  Grund  vorhanden.  An  einem  andern  Orte*  habe  ich  gezeigt* 
dass  auch  für  die  Beobachtungen  des  optischen  Verhaltens  der  Krystalle 
lauter  Widersprüche  zum  Vorschein  kommen,  wenn  man  annimmt,  dass 
die  stärkere  Lichtbrechung  eines  Mediums  einer  grösseren  Aetherdichtig- 
keit entspreche. 

Die  Frage  von  der  Aetherdichtigkeit  ist  von  der  höchsten  Bedeutung 
in  der  Molecularphysik  und  die  Annahme,  dass  der  Aether  in  den  wäg- 
baren Körpern  dichter  sei ,  als  im  allgemeinen  Räume ,  war  füj  die  ganze 
Molecularphysik  von  ausserordentlich  nachtheiligen  Folgen,  denn  wenn 
man  von  einer  unrichtigen  Voraussetzung  ausgeht,  so  muss  man  bei  den 
Schlüssen  auf  lauter  Widersprüche  gerathen.  Bei  den  Luftarten  Hess  sich  die 
Sache  noch  am  ehesten  durchführen,  wie  dieses  Redtenbacher  in  seinen 
Dy namidensystemen  gezeigt  hat,  während  die  gegenwärtig  allgemein  an- 
genommene Krönig' sehe  Lufttheorie  den  Aether  ganz  einfach  ignorirt. 
Schwieriger  hat  sich  die  Annahme  der  AetheratnroBphären  mit  den  tropf- 
barflüssigen und  noch  mehr  mit  den  festen  Körpern  vertragen.  Den 
vielen  Aetherth eilchen  in  der  Nähe  der  sogenannten  schweren  Atome 
musste  man  eine  bedeutende  abstossende  Wirkung  zuschreiben,  und  da 
man  von  derselben  nichts  mehr  gewahrte,  wenn  ein  Körper  mechanisch 
auseinander  gezogen  wurde,  so  mussten  die  complicirtesten  Formeln 
angewendet  werden,  um  dem  Wechsel  von  Anziehung  und  Abstossung, 
den  man  namentlich  bei  den  festen  Körpern  gewahrt,  gerecht  zu  werden. 

Ich  will  nun  die  Vorgänge  näher  untersuchen,  welche  eintreten, 
wenn  irgendwo  im  allgemeinen  äthererfüllten  Räume  sich  ein  Massen- 
theilchen  befindet,  dessen  träge  Substanz  nach  und  nach  wächst  oder, 
wenn  man  will,  das  fortwährend  durch  ein  grösseres  und  grösseres 
ersetzt  wird. 


•  Diese  Zeitschrift  XX,  1.  *QC  ^ 
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Ist  die  Massenkugel  m  nur  ganz  klein,  so  dass  sie  nicht  einmal  im 
Stande  ist,  ein  Aethertheilchen  zu  neutralisiren,  so  wird  sie,  wenn  sie 
sich  in  einer  Umgebung  von  Aethertheilchen  befindet,  sich  an  eines  der- 
selben bis  zum  Contact  anschliessen  und  dieses  wenigstens  theilweise 
neutralisiren.  Letzteres  bedurfte  bisher  seiner  ganzen  Kraft,  um  die  von 
aussen  hereindringenden  Aethertheilchen  zurückzuhalten,  denn  nach  seiner 
Entfernung  würde  es  sofort  durch  ein  anderes  ersetzt,  und  die  theilweise 
'Neutralisiruug  des  Aethertheilchens  entspricht  daher  einem  Schwächer- 
werden der  Aetherwirkung  an  der  gegebenen  Stelle.  Dieser  Fall  ist 
jedoch  nicht  genau  identisch  mit  demjenigen ,  welcher  einträte,  wenn  das 
Aethertheilchen  kleiner  geworden  wäre,  denn  beide  Kugeln  haben  ver- 
schiedene Mittelpunkte ,  und  insoweit  die  gegenseitige  Entfernung  dieser 
Mittelpunkte  gegen  die  Aetherdistanz  zu  berücksichtigen  ist,  wird  sie  sich 
hier  geltend  machen.  Die  umgebenden  Aethertheilchen  nähern  sich  unserer 
Verbindung  auf  der  Seite  des  Massen th eilchens  mehr,  als  auf  der  ent- 
gegengesetzten ,  und  es  ist  die  normale  Aethergruppirung  jedenfalls  in 
Unordnung  gebracht  worden. 

Je  grösser  m  wird,  um  so  mehr  verstärkt  sich  dieser  Zustand,  und 
endlich  wird  m  so  gross,  dass  es  auf  der  dem  ersten  Aethertheilchen 
gegenüberliegenden  Seite  noch  ein  zweites  aufnimmt.  Bezeichnet  man 
mit  r  und  r1  die  Radien  der  Massen-  und  der  Aetherkugel,  so  kann 
erstere  zwei  der  letzteren  behalten,  wenn 

am  bfi 

>  (r  +  rty      (2r  +  2r1)*' 

In  diesem  Falle  ist  also  m  nur  im  Stande,  den  vierten  Theil  eines  Aether- 
theilchens zu  neutralisiren,  und  doch  kann  es  zwei  wenigstens  halten. 
Um  ein   zweites  Aethertheilchen  von  ferne  anzuziehen,  gilt  ßtatt  7): 

8)  ■«>.    _*^_    * 


R*  ^  (R  +  r  +  rJ** 
wenn  R  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  anzuziehenden  Aether- 
theilchens von  demjenigen  des  Massentheilchens  bedeutet.  So  lange  r+rt 
gegen  R  nicht  verschwindet,  so  lange  wird  das  Massentheilchen  noch  ein 
zweites  Aethertheilchen  aufnehmen,  ohne  dass  es  im  Stande  wäre,  ein 
einziges  derselben  vollständig  zu  neutralisiren.  Bedenkt  man  nun,  dass 
von  den  zwei  Aethertheilchen  eines  da  sein  muss,  weil  der  Vorgang 
inmitten  eines  äthererfüllten  Raumes  stattfindet,  so  bleibt  doch  noch  ein 
Rest  des  zweiten  unnentralisirt,  und  im  Gegensatze  zu  vorhin  schlägt  in 
der  Verbindung  der  Aether  vor,  es  ist  nahezu  so ,  als  sei  hier  ein  grösse- 
res, kräftigeres  Aethertheilchen. 

Wird  m  noch  grösser,  so  wird  der  Aetherrest  nach  und  nach  neutra- 
lisirt,  und  endlich  tritt  wieder  der  Fall  ein,  dass  die  Aetherwirkung 
gegen  aussen  kleiner  ist,  als  die  eines  einzelnen  freien  Aethertheilchens, 
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es  nähern  sich  also  die  Theilchen  der  Umgebung,  die  nach  der  Aufnahme 
des  zweiten  Acthertheilchens  sich  über  die  normale  Distanz  entfernt 
hatten,  wieder  der  Verbindung  auf  weniger  als  die  Einheit.  Endlich 
findet  die  Aufnahme  eines  dritten  Aethertheilchens  statt,  und  nach  seiner 
Aufnahme  zeigt  sich  von  Neuem,  dass  der  Aether  der  Verbindung  nicht 
neutralisirt  ist  u.  s.  w. 

Wie  man  sieht,  ergiebt  sich  durch  Vergrößerung  von  m  die  Reihen- 
folge von  Erscheinungen,  dasB  unmittelbar  nach  Aufnahme  eines  Aether- 
theilchens die  Aetherwirkung  der  Verbindung  vorschlägt.  Wächst  m,  so 
geht  die  Verbindung  allmälig  durch  Null  in  den  Zustand  des  Vorschla- 
gens  der  Masse  über,  und  dann,  wenn  dieser  Znstand  sein  Maximum 
erreicht  hat,  wird  nach  Aufnahme  eines  weiteren  Aethertheilchens  das 
ursprüngliche  Verhältniss  wieder  hergestellt.  Der  Uebergang  von  dem 
Vorschlagen  der  Aetherwirkung  in  das  der  Massenwirkung  findet  allmälig 
durch  Null  statt;  von  dem  Ueberragen  der  Massenwirkung  in  das  der 
Aetherwirkung  ist  der  Uebergang  ein  plötzlicher  von  einem  Extrem  zum 
andern. 

Nach  der  vorstehenden  theoretischen  Auseinandersetzung  will  ich  den 
Versuch  machen ,  die  Ergebnisse  der  Beobachtung  mit  denen  der  Theorie 
zu  vergleichen,  und  zu  diesem  Zwecke  muss  ich  zunächst  auf  die  Tafel 
verweisen.  Dieselbe  giebt  die  Beziehungen  an ,  die  zwischen  den  Atom- 
volumina und  Atomgewichten  bestehen,  und  ist  dem  Werke:  „Die  moder- 
nen Theorien  der  Chemie  u.  s.  w.  von  Dr.  Lothar  Meyer"  entnommen. 
Die  Originaltafel  geht  bis  240,  dem  Atomgewichte  des  Urans;  ich  be- 
schränke mich  auf  die  Reproduction  des  vordem  Theiles,  welcher  bis  zu 
137,  dem  Atomgewichte  des  Cers  geht.  Es  sind  nämlich  von  da  an  in 
den  Atomgewichten  und  darum  auch  in  der  Tafel  so  grosse  Lücken,  dass 
für  meinen  Zweck  aus  dem  folgenden  Theile  der  Tafel  zur  Zeit  nicht 
viel  zu  ersehen  ist. 

Die  Betrachtung  der  Tafel  ergiebt,  dass  die  Curve  der  Atomvolu- 
mina periodisch  Spitzen  darstellt  und  dass  bei  diesen  der  vorher  stark 
elektronegative  Zustand  der  Elemente  auf  der  Seite  der  wachsenden 
Atomgewichte  plötzlich  in  einen  stark  elektropositiven  übergeht.  An 
diesen  Spitzen  muss  der  durch  Aufnahme  eines  weiteren  Aethertheilchens 
bewirkte  Uebergang  von  dem  Vorschlagen  der  Massenwirkung  in  das- 
jenige der  Aetherwirkung  stattfinden.  Diesseits  der  Spitze  ist  das  letzte 
Atom  mit  der  früheren  Aetherzahl,  jenseits  das  erste  mit  der  um  eine 
Einheit  vermehrten.  In  der  Nähe  der  Grösse  von  m,  an  welcher  die 
neue  Aufnahme  stattfindet,  ist  die  in  die  normale  Aethergruppirung  ge- 
brachte Unordnung  am  grössten,  d.  h.  die  Anordnung  der  Aethertheil- 
chen  weicht  am  meisten  von  der  normalen  des  allgemeinen  Raumes  ab, 
und  darum  muss  nach  dem,  was  ich  oben  erwähnte,  die  in  einem  gegebe- 
nen Räume  befindliche  Zahl  von  Aethertheilchen  bei  gleichem  äusserem 
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Drucke  ein  Minimum  oder  der  von  einer  gleichen  Anzahl  von  Aether- 
theilchen  beanspruchte  Baum  ein  Maximum  werden.  Darum  das  starke 
Anwachsen  des  Atomvolums.  Es  wird  jedesmal  ein  weiteres  Aethertheil- 
chen  aufgenommen,  wenn  das  Atomgewicht  von  1  auf  7  (ff—  Li),  19  auf 
23  (Fl— Na),  35,5  auf  39  (Cl  —  üf),  60  auf  85  (Br—Rb),  126,5  auf 
132,5  (J  —  Cs)  steigt.  Jeweilig  bei  dem  kleineren  Atomgewichte  schlägt 
die  Wirkung  des  Masseutheilchens  vor,  der  entstehende  Körper  ist  also 
elektro negativ,  während  nach  Aufnahme  des  neuen  Aethertheilchens  bei 
Ueberwiegen  der  Aetherwirkung  ein  elektropositiver  Körper  zum  Vorschein 
kommt. 

Es  bleibt  nun  die  weitere  Frage  übrig,  wieviele  Aethertheilchen  die 
einzelnen  Massenkugeln  aufgenommen  haben.  Diese  Frage  reducirt  sich 
ganz  einfach  auf  die,  wieviele  Aethertheilchen  das  Wasserstoffatom  besitze; 
denn  hat  man  diese  Zahl,  so  ergeben  sich  die  anderen  von  selbst. 

Ich  will  nun  annehmen,  das  Atom  des  Wasserstoffs  besitze  zwei 
Aethertheilchen.  Ist  dieses  in  der  That  so ,  so  muss  nach  7)  die  Wasser- 
stoffkugel wenigstens  ein  Viertheil  einer  Aetherkugel  zu  neutralisiren  im 
Stande  sein,  und  die  Spitzenbildung  der  Atomvolumcurve  auf  der  Tafel 
muss  sich  daher  wiederholen,  so  oft  das  Atomgewicht  um  beiläufig  vier 
Einheiten  gewachsen  ist,  denn  in  diesen  Intervallen  wird  jedesmal  ein 
neues  Aethertheilchen  aufgenommen.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die 
Intervalle  zwischen  den  Spitzen  viel  grösser  sind,  und  darum  ist  es  un- 
möglich, dass  das  Wasserstoffatom  mehr  als  ein  Aethertheilchen  aufnehmen 
kann.  Die  Zusammensetzung  der  gegenwärtigen  chemischen  Elemente 
ist  daher  folgende.  Der  Wasserstoff  führt  ein  einziges  Aethertheilchen, 
von  Lithium  an  bis  Fluor  begleiten  zwei  der  letzteren  eine  Massenkugel, 
von  Natrium  bis  Chlor  drei,  von  Kalium  bis  Mangan  vier,  von  Eisen  bis 
Brom  fünf,  von  Rubidium  bis  Molybdän  sechs,  von  Ruthenium  bis  Jod 
sieben. 

Es  ergiebt  sich  nun  die  Aufgabe:  diejenige  Quantität  der  Massen - 
Substanz  zu  bestimmen,  welche  nothwendig  ist,  um  ein  Aethertheilchen 
zu  neutralisiren.  Hierzu  hat  man  allerdings  die  Grenzen ,  innerhalb  deren 
sich  die  Neuaufnahme  eines  Aethertheilchens  vollziehen  muss,  aber  es 
ist  nicht  bekannt,  welche  Distanz  das  neu  aufzunehmende  Aethertheil- 
chen unmittelbar  vor  der  Aufnahme  von  der  Massenkugel  trennte,  und 
es  muss  daher  zu  einem  andern  Hilfsmittel  Zuflucht  genommen  werden. 

Wenn  bei  Zunahme  von  m  der  elektropositive  Zustand  des  Elements 
in  den  elektronegativen  übergeht,  so  muss  da  eine  Stelle  kommen,  bei 
welcher  das  Atom  gegen  das  nächste  Aethertheilchen  gerade  oder  nahezu 
so  wirkt,  wie  ein  an  seine  Stelle  gesetztes  Aethertheilchen,  und  die 
Distanz  zwischen  dem  Elemente  und  dem  nächsten  Aethertheilchen  kann 
von  der  Einheit  unmöglich  weit  abweichen.  Dort,  wo  die  Curve  in  der 
Tafel   die   tiefste  Stelle  erreicht,    ist  daher  auch  das  Atomgewicht  zu 
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suchen,  bei  dem  Massen-  und  Aetherwirkung  nach  aussen  sich  so  auf- 
heben, dasd  das  nächste  Aetherth eilchen  ganz  oder  doch  sehr  nahe  sich 
in  der  Einheit  der  Distanz  befindet.  Diese  Stelle  findet  sich  auf  der 
Tafel  in  der  Nähe  des  Kohlenstoffs  und  dann  wieder  in  der  Nähe  des 
Aluminiums.  Die  späteren  Punkte  lassen  sich  weniger  gut  bestimmen, 
und  ich  werde  mich  daher  zunächst  an  die  beiden  genannten  halten. 

Sind  an  dem  Atome,  in  dessen  Menge  der  trägen  Substanz  diejenige 
des  Wasserstoffatoms  zwölfmal  enthalten  ist,  zwei  Aethertheilchen ,  so 
lagern  sich  diese  ihrer  gegenseitigen  Abstossung  wegen  so,  dass  sie  an 
der  Massenkugel  zwei  sich  diametral  gegenüberstehende  Punkte  einnehmen. 
Denken  wir  uns  nun,  eine  solche  Combination  sei  inmitten  einer  äther- 
erfüllten Umgebung  vorhanden,  so  ist  die  gegenseitige  Wirkung  von  Ver- 
bindung und  Aether  zu  bestimmen.  Wäre  erstere  nicht  da,  so  würde 
ein  Aethertheilchen  ihre  Stelle  einnehmen,  und  wenn  man  die  Wirkung 
der  ganzen  Verbindung  für  sich  betrachtet,  kann  man  den  von  ihr  be- 
herrschten Baum  als  ätherleer  annehmen.  Die  Einwirkung  des  allgemei- 
nen Aethers  auf  ein  an  der  Peripherie  dieses  Hohlraumes  befindliches 
Aethertheilchen  ist  nach  dem  oben  angeführten  Lehrsatze  vom  Aether- 
drucke  gerade  so,  als  sei  der  allgemeine  Raum  leer  und  dafür  in  dem 
Hohlräume  ein  Körper,  der  gerade  so  wirkt,  als  wie  das  Aethertheilchen 
(das  fehlt),  aber  im  entgegengesetzten  Sinne.  Ist  die  Entfernung  des 
peripherischen  Aethertheilchens  gleich  der  Einheit,  so  ist  die  von  dem 
gesammten  äussern  Aether  darauf  ausgeübte  Wirkung  gleich  6  p2,  denn 
ein  in  den  Mittelpunkt  des  Hohlraumes  gebrachtes  Aethertheilchen  würde 
mit  seiner  Abstossung  —  bfi2  das  peripherische  im  Gleichgewichte  halten. 
Wenn  der  Radius  R  des  Hohlraumes  von  der  Einheit  verschieden  ist,  so 
ist  nach  dem,  was  oben  hierüber  bemerkt  wurde,  als  Aetherdruck  bp*R 
statt  bfi2  zu  nehmen.  Bringt  man  in  den  Hohlraum  die  Massenkugel  mit 
ihren  zwei  Aethertheilchen,  so  zieht  erstere  den  äussern  Aether  an,  die 
bereits  aufgenommenen  Aethertheilchen  dagegen  wirken  abstossend.  Ein 
Hereinbrechen  des  äussern  Aethers  kann  nur  in  der  Richtung  erfolgen, 
welche  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  aufgenommenen 
Aethertheilchen  steht,  und  es  ist  also  die  Wirkung  zu  suchen,  welche 
die  Verbindung  auf  ein  in  einer  solchen  Senkrechten  in  der  Entfernung 
R  befindliches  Aethertheilchen  ausübt.  Zu  diesem  Zwecke  ist  es  zunächst 
nothw endig,  die  Bedeutung  des  Zeichens  m  dahin  zu  definiren,  dass  es, 
während  es  bisher  allgemein  die  Quantität  der  trägen  Substanz  des  Massen- 
teilchens bedeutete,  nunmehr  nur  diejenige  eines  Atomes  Wasserstoff 
bezeichnen  soll. 

Ist  k  das  Atomgewicht  eines  Elementes  auf  Wasserstoff  bezogen,  so 
ist  km  die  Quantität  der  trägen  Substanz  eines  Atomes.  R  giebt  die 
Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Massenkugel  zu  demjenigen  des 
äussern  Aethertheilchens,  r  die  Entfernung  von  dem  enteren  bis  zu  dem 
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Mittelpunkte  eines  der  bereits  aufgenommenen  Aethertheilchen,  also  die 
Snmme  der  beiden  Radien.  Da  nnn  für  den  Kohlenstoff  die  sich  ent- 
gegengesetzten Wirkungen  sich  aufheben  müssen,  so  ergiebt  sich  die 
Gleichung 

9)  *'li,  +  -iF"iBSliP+H)%" 

Nun  ist  die  analoge  Gleichung  für  das  Aluminium  (27,3)  zu  bilden ,  bei 
welchem  die  Zahl  der  incorporirten  Aethertheilchen  3  beträgt.  Diese 
drei  Aethertheilchen  liegen  in  je  gleichen  Abständen  in  einem  durch  die 
Massenkugel  gelegten  gross  ten  Kreise  und  ein  äusseres  Aethertheilchen 
kann  zunächst  hereinkommen,  wenn  es  sich  in  der  Geraden  befindet, 
welche  auf  der  Ebene  des  Kreises  senkrecht  steht  und  durch  den  Mittel- 
punkt der  Massen kagel  geht.     Es  wird  nun 

im  njfl  ■  27'3 "'"<*-   8»»'* 

Bei  vier  bereits  incorporirten  Aethertheilchen  ist  die  Stelle,  bei  wel- 
cher Aether-  und  Massenwirkung  sich  das  Gleichgewicht  halten,  nicht 
gut  zu  bestimmen ,  weil  die  Curve  der  Atomvoluinina  für  die  Strecke  von 
Calcium  (40)  und  Vanadium  (51),  um  die  es  sich  hier  handelt,  zur  Zeit 
nicht  festgestellt  werden  kann,  da  es  für  diese  Strecke  keine  Atomvolu- 
mina giebt.  Die  incorporirten  Aethertheilchen  stehen  um  das  Massenatom 
herum,  wie  die  Ecke  eines  Tetraeders  um  den  Mittelpunkt,  das  anzu- 
ziehende Aethertheilchen  ist  in  der  auf  einer  Tetraederfläche  errichteten 
Senkrechten.     Ist  kx  die  Grösse  des  Atomgewichtes,  so  ergiebt  sich 
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Bei  sechs  incorporirten  Aethertheilchen  füllt  die  Stelle  gleicher  Wir- 
kung in  die  Gegend  von  Yttrium  (89,6)  und  Zirkon  (90).  Die  gebun- 
denen Aethertheilchen  sind  gruppirt,  wie  die  Ecke  eines  Octaeders,  das 
anzuziehende  Theilchen  steht  senkrecht  über  einer  Octaederfiäche.  Be- 
deutet k%  das  Atomgewicht,  so  ist  für  diesen  Fall 


u)  »„.*+:£=£..,»„. 


Sind  acht  Aethertheilchen  bereits  gebunden,  so  sind  sie  vertheilt, 
wie  die  Ecke  eines  Würfels.  Ueber  einer  Würfelseite  steht  das  aufzu- 
nehmende Aethertheilchen.  Das  Atomgewicht  scheint  in  die  Gegend  des 
Cers  (137)  zu  fallen.     Die  entsprechende  Gleichung  heisst 
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Ich  will  nun  versuchen ,  inwieweit  meine  oben  ausgesprochene  An- 
sicht, dass  im  Falle  des  Gleichgewichts  von  Massen-  und  Aetherwirkung 
die  Distanz  des  nächsten  Aethertheilchens  von  der  Einheit  nur  wenig 
verschieden    sei,    begründet    ist.      Zu  diesem  Zwecke  setze  ich  in   den 

Gleichungen  9)  bis  13)  Ä  =  l  und  bestimme  —  und  r  aus  9)  und  10), 

am 

weil  diese  sich  hierzu  am  besten  eignen.     Es  ist 

^  =  18,600,     r  =  0,37296. 
am 

Um  also  eine  Aetherkugel  zu  neutralisiren ,  ist  eine  Massenkugel  not- 
wendig, welche  18,6 mal  soviel  träge  Substanz  enthält,  als  das  Wasser- 
stoffatom, und  nimmt  man,  was  wohl  am  rationellsten  sein  wird,  als 
Einheit  des  Atomgewichts  dasjenige,  welches  im  Stande  ist,  ein  Aether- 
theilchen  zu  neutralisiren ,  so  ist  das  zukünftige  Atomgewicht  des  Wasser- 
stoffs Tri,  Die  Distanz  zweier  freien  Aethertheilchen  verhält  sich  zu 
lo,o 

der  Entfernung  der  Mittelpunkte  von  Massen-  und  gebundener  Aether- 
kugel wie  1:0,37296. 

Benützt  man  diese  Werthe,  um  in  den  Gleichungen  11),  12)  und 
13)  die  Grösse  k  zu  bestimmen,  so  kann  man  dabei  einen  Anhaltspunkt 
zur  Beurtheilung  des  Grades  der  Richtigkeit  der  Bestimmung  erzielen. 
Es  ergiebt  sich  nun  ^  =  49,4,  Ar2  =  89,3  und  £3  =  125,3.  Bei  Vergleich- 
ung  dieser  Werthe  mit  der  Tafel  ergiebt  sich,  dass  kx  vielleicht  um  ein 
paar  Einheiten  zu  gross  ist;  ich  wenigstens  hätte  das  Gewicht  des  neu- 
tralen Elements  eher  etwas  kleiner,  als  grösser  als  das  des  Titans  geschätzt. 
Der  Werth  von  k%  fällt  fast  ganz  mit  dem  Atomgewichte  des  Yttriums, 
eines  Verwandten  des  Aluminiums,  zusammen  und  ist  sicher  nicht  weit 
gefehlt.  Der  Werth  von  k3  ist  jedenfalls  zu  klein ;  ich  hätte  etwa  das 
Atomgewicht  des  Cers  erwartet« 

Der  Natur  der  Sache  nach  können  die  Bestimmungen  der  Constan- 
ten zur  Zeit  nur  annähernde  sein,  denn  es  ist  durchaus  nicht  gewiss,  ja 
nicht  einmal  wahrscheinlich,  dass  die  Atomgewichte  des  Kohlenstoffs,  des 
Aluminiums  gerade  diejenigen  Werthe  haben,  bei  denen  das  Atom  weder 
elektropositiv,  noch  elektronegativ  ist.  Der  Uebergang  befindet  sich  aller- 
dings in  der  Nähe,  er  kann  aber  auch  zwischen  zwei  Elemente,  etwa 
zwischen  Kohlenstoff  und  Stickstoff  oder  zwischen  ersteren  und  Bor  hinein- 
fallen, wenn  auch  allerdings  die  Höhe  der  Werthigkeit  für  die  Nähe  des 
Kohlenstoffs  spricht,  denn  die  Atome  in  der  Nähe  des  Nullpunktes  zeich- 
nen sich  regelmässig  durch  hohe  Werthigkeit  aus. 
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Man  kann  bezüglich  meiner  obigen  Annahme,  dass  Ä=l  sei,  den 
Einwurf  machen,  dass  in  der  Nähe  des  Atomes  wegen  der  veränderten 
Gruppirung  die  Aetherentfernuog  eine  von  der  normalen  abweichende, 
also  R  §  1  sei.  Diesem  Einwurfe  Hesse  sich  leicht  dadurch  begegnen, 
dass  man  statt  der  zwei  Gleichungen  9)  und  10)  noch  eine  dritte  nähme 
und  dann  R  als  dritte  Unbekannte  bestimmte.  Was  kann  man  aber 
unter  den  zur  Verfügung  stehenden  Gleichungen  ausser  den  beiden  ersten 
für  eine  weitere  benutzen?  Offenbar  nur  12),  nachdem  man  in  derselben 
ka  durch  89,6  oder  90  ersetzt  hat.  Denn  11)  ist  nicht  zu  verwenden, 
weil  infolge  mangelnder  Elemente  der  Werth  von  kx  zwischen  40  und 
48  schwankt,  denn  zwischen  Calcium  und  Titan  giebt  es  kein  Element. 
Ebenso  ist  es  bei  Gleichung  13),  die  eigentlich  für  kQ  einen  fast  un- 
beschränkten Spielraum  gestattet.  Nimmt  man  aber  die  Gleichung  12) 
und  fc2  =  89  oder  90,  so  bekommt  man  für  R  einen  von  der  Einheit  nur 
sehr  wenig  verschiedenen  Werth,  da  sich  ja  bei  Zugrundelegung  von 
fi  =  l  der  Werth  von  k%  zu  89,3  berechnet. 

Würde  man  in  der  Gleichung  9)  statt  des  Atomgewichts  des  Kohlen- 
stoffs eine  etwas  höhere  Zahl  nehmen ,  so  ergäbe  sich  ein  kleinerer  Werth 
von  r,  und  dieses  würde  Null,  wenn  man  ßtatt  12  eine  Zahl  einsetzen 
würde,  welche  dem  halben  Atomgewichte  des  Aluminiums  gleich  kommt, 
also  13,65.  Da  nun  die  Atomdimension  gegen  die  Aetherdistanz  nicht 
verschwindend  klein  sein  kann,  so  darf  der  Werth  13,65  für  das  Atom- 
gewicht des  neutralen  Elements  jedenfalls  nicht  erreicht  werden ,  voraus- 
gesetzt, dass  man  auf  der  andern  Seite  das  Aluminium  beibehält.  Ich 
halte  es  für  nicht  unwahrscheinlich,  dass  r  in  Wirklichkeit  einen  kleine- 
ren Werth  hat,  als  0,37269,  wie  oben  bestimmt  wurde,  und  daraus 
schliesse  ich,  dass  das  neutrale  Element,  wenn  es  ein  solches  gäbe, 
seinen  Platz  zwischen  Kohlenstoff  und  Stickstoff  doch  näher  bei  ersterem 
finden  würde.  In  Ermangelung  aller  weiteren  Anhaltspunkte  kann  ich 
zur  Zeit  nicht  weiter  gehen;  ich  bin  jedoch  überzeugt,  dass,  wie  dieses 
bisher  stets  der  Fall  war,  sich  mit  der  Zeit  noch  Mittel  und  Wege  zur 
genaueren  Bestimmung  der  Constanten  einstellen  werden ,  an  die  man  zur 
Zeit  gar  nicht  denkt. 

Die  Grösse  rR*1  ist  wohl  nicht  constant,  wie  dieses  oben  stillschwei- 
gend vorausgesetzt  wurde,  da  bei  grosserem  Atomgewichte  die  Massen- 
kugel auch  grösser  werden  muss.  Es  wäre  bei  Inrechnungziehung  dieses 
Umstandes  die  Einführung  irgend  einer  Hypothese  über  die  relative  Grösse 
von  Massen-  und  Aethertheilchen  nöthig  gewesen,  die  ich  lieber  ver- 
meiden wollte.  Die  Wärmeerscheinungen  deuten  darauf  hin,  dass  das 
Verhältniss  der  trägen  Substanz  eines  Aethertheilchens  zu  derjenigen 
einer  Massenkugel  nur  sehr  klein  sei,  während  andererseits  ein  Aether- 
theilchen eine  Massenkugel  von  dem  Gewicht  18,6  neutralisirt,  und  es 
ist  recht  gut  möglich ,  dass  die  Grösse  eines  Aethertheilchens  gegen  die- 
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jenige  einer  Massenkugel  nicht  verschwindend  ist;  doch  läset  sich  nicht 
angeben,  in  welchem  Verhältnisse  beide  zn  einander  stehen. 

Wenn  eine  Massen kugel  mit  2,  3,  4,  6,  8,  12  Aethertheilchen  ver- 
bunden ist,  so  grnppiren  sich  letztere  auf  der  ersteren  so,  dass  ihre  gegen- 
seitige Abstossnng  ein  Minimum  wird ,  und  diese  Grnppirung  hat  ihrerseits 
wieder  eine  ganz  bestimmte  Wirkung  auf  die  Anordnung  der  umgebenden 
Aethertheilchen.  Es  kommen  hierbei  Annäherungen  an  die  Krystallbildung 
zum  Vorschein,  die  ich  bereits  früher*  besprochen  habe  und  deren  Ergeb- 
niss  wieder  eine  Abweichung  von  der  normalen  Aethergrupptrung  bedingt. 
Wenn  sich  die  Aethertheilchen  statt  in  einer  der  vorstehenden  Zahlen  in 
der  Anzahl  5,  7,  9,  10,  11  auf  der  Massenkugel  niederlassen,  so  haben  sie 
keine  gleichm&ssige  Vertheilung  mehr  auf  derselben  und  es  hört  die  Ana- 
logie mit  der  Krystallbildung  auf.  Dieser  Umstand  muss  sich  in  der  Atom- 
volumcurve  geltend  machen.  In  der  That  zeigt  dieselbe  auch  an  den  Stel- 
len, welche  der  Aufnahme  des  fünften  und  siebenten  Aethertheilchens 
entsprechen,  also  bei  Eisen  (55,9)  und  Ruthen  (103,5),  lange  nicht  das 
Ansteigen,  das  man  an  den  übrigen  gewahrt.  Dasselbe  mtisste  auch  an 
den  Stellen  der  Fall  sein,  an  denen  9,  10,  11  Aethertheilchen  aufgenom- 
men sind;  doch  fehlen  hier  die  Elemente.  Da,  wo  die  Massenkugel  zwölf 
Aethertheilchen  hat,  also  in  der  Gegend  von  etwa  210,  ist  kein  beson- 
deres Ansteigen  der  Curve  mehr  zu  erwarten,  weil  die  durch  die  zwölf 
Aethertheilchen  bedingte  Grnppirung  des  umgebenden  Aethers  von  der 
normalen  jedenfalls  nur  wenig  abweicht.  Ich  halte  es  jedoch  nicht  für 
unbedingt  nothwendig,  dass  gerade  jedesmal  bei  Eintreten  der  Krystallisa- 
tion  eine  Vergrösserung  des  Volums  stattfinden  müsse;  -der  Diamant  wenig- 
stens zeigt  diese  nicht. 

Es  giebt  nach  dem  Vorstehenden  eine  Quantität  der  Massensubstanz, 
bei  welcher  sich  die  verschiedenen  Anziehungen  und  Abstossungen  so 
ausgleichen ,  dass  das  nächste  Aethertheilchen  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nung sich  schwebend  verhält.  Lässt  man  nun  die  Massenkugel  grösser 
werden,  so  erhöht  sich  die  Anziehung,  welche  sie  auf  das  in  der  Ein- 
heit der  Entfernung  schwebende  Aethertheilchen  ausübt.  Dieses  nähert 
sich  nun  an  einer  solchen  Stelle,  wo  es  von  den  bereits  aufgenommenen 
.  Aethertheilchen  die  geringste  Abstossnng  erfährt ,  etwas  mehr,  und  damit 
wächst  einerseits  die  gegenseitige  Anziehung,  andererseits  aber  auch  die 
Abstossnng  der  bereits  aufgenommenen  Aethertheilchen,  während  der 
Druck  des  äussern  Aethers  abnimmt.  Das  freie  Aethertheilchen  bleibt 
nun  da  stehen ,  wo  die  verschiedenen  Wirkungen  sich  aufheben ,  also  in 
etwas  geringerer  Distanz  von  der  Verbindung. 

So  geht  dieses  einige  Zeit  fort;  Vergrösserung  der  Massenkugel  bringt 
eine  Annäherung  des  Aethertheilchens.     Endlich  macht  sich  der  Umstand, 
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dass  das  freie  Aethertheilchen  von  einer  Seite  hereinkommt,  auf  welcher 
es  von  den  bereits  gebundenen  den  kleinsten  Widerstand  erführt,  mehr 
und  mehr  geltend,  die  Componirende  öfer  Abs  tossang  wächst  langsamer, 
als  die  Anziehung  der  Massenkugel,  und  es  giebt  eine  gewisse  Entfer- 
nung, bei  welcher  ein  Maximum  der  Massenkugel  noth wendig  ist,  um 
dag  freie  Aethertheilchen  schwebend  zu  erbalten.  Hat  letzteres  diese 
Grenze  überschritten,  so  nähert  es  sich  weiter  bis  zum  vollständigen 
Contact,  Ist  dieses  geschehen,  so  hat  sich  durch  den  neuen  Ankömm- 
ling die  Abstossung  auf  die  nächstliegenden  Aethertheilchen  wesentlich 
vergrössert,  letztere  entfernen  sich  aber  die  normale  Distanz,  und  der 
Körper  ist  plötzlich  und  zwar  sehr  stark  elektropositiv  geworden. 

Der  Umstand,  dass  ein  Maximum  der  trägen  Substanz  der  Massen- 
kugel existirt,  bei  der  die  Aufnahme  eines  weiteren  Aethertheilchena  statt- 
findet,  giebt  wieder  ein  Mittel  an  die  Hand,   die  Genauigkeit  der  oben 

bestimmten  Grössen   7 —  und  r  zu  prüfen. 

Oft. 

Ist  b  p*  die  Grösse  des  Aetherdruckes  in  der  Entfernung  1 ,  so  ist 
sie  in  der  Entfernung  R  gleich  Ap'A  Da  ferner  nach  dem  Vorstehen- 
den   18,6 a m  =  bfi   ißt,   wird,    wenn  man  die  Quantität  der  Massen kugel 

b  11 .  x 
gleich   x  setzt,    das  zweite  Glied  in  9)       r       .     Es  ergiebt  sich  sonach 

14x  Ä,  _^ 2R 

}  Ä  +  18,6  Ä«""lÄ»  +  r»/Ä' 

Der  Werth  von  x  erreicht  ein  Maximum,  wenn  Ä==  0,679  ist,  und  dieser 
grösste  Werth  beträgt  19,2,  d.  h.  bei  einer  Quantität  der  trägen  Sub- 
stanz, welche  19,2  ist,  wenn  man  diejenige  des  Wasserstoffatoms  als  Ein- 
heit setzt,  nimmt  die  Massenkugel  noch  ein  drittes  Aethertheilchen  auf, 
und  die  vorher  elektronegative  Verbindung  wird  elektropositiv.  Die 
Tafel  zeigt,  dass  dieser  Uebergang  'stattfinden  müsse  zwischen  Fluor  (19) 
und  Natrium,  und  das  Resultat  der  Rechnung  fällt  also  innerhalb  der 
von  der  Beobachtung  gesteckten  Grenzen.  Das  chemische  Verhalten  des 
Fluors  einer-,  des  Natriums  andererseits  legen  den  Gedanken  nahe,  dass 
der  Uebergangspunkt  dem  ersteren  Elemente  merklich  näher  liege,  als 
dem  letzteren ;  doch  hätte  das  Resultat  der  Rechnung  wohl  etwas  grösser 
ausfallen  dürfen. 

Es  kann  der  Gleichung  14)  der  Vorwurf  gemacht  werden,  dass  sie 
insofern  ungenau  sei,  als  es  die  Wirkung  der  beiden  gebundenen  Aether- 
theilchen auf  das  neu  aufzunehmende  darum  ist,  weil  erstere  bei  Annähe- 
rung des  letzteren  einander  nicht  mehr  diametral  gegenüberstehen ,  son- 
dern sich  gegenseitig  so  nähern,  dass  nach  vollendeter  Aufnahme  alle 
drei  sich  in  gleichen  Entfernungen  von  einander  in  einer  durch  den 
Mittelpunkt  der  Massenkugel  gelegten  Ebene  »befinden.  Hiergegen  ist  zu 
bemerken,  dass,  so  lange  das  noch  freie  Aethertheilchen  sich  jenseits  der 
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Aufnahmegrenze  befindet,  seine  Einwirkung  wegen  der  verbältnissmässig 
bedeutenden  Entfernung  zu  klein  ist,  um  einen  bemerkbaren  Einfluss 
auszuüben.  Hat  das  Tbeilcben  die  Grenze  tiberschritten,  so  kommt  die 
gegenseitige  Stellung  der  incorporirten  Aethertheilchen  allerdings  in  Be- 
tracht, wenn  es  sich  um  die  Art  der  Beschleunigung  der  Auf- 
nahme des  dritten  handelt;  allein  das  ist  im  Vorstehenden  nicht  der 
Fall.  Handelt.es  sich  darum,  dass  bei  drei  bereits  vorhandenen  Aether- 
theilchen noch  ein  viertes  aufgenommen  werde,  so  ist  die  Gleichung  10) 
zu  benutzen,  welche  sich  in 

.1?  3fl 

15)  R  +  T8fiR*  =  (R*  +  r*yi> 

umwandelt.  Das  Maximum  von  x  findet  statt,  wenn  i?=  0,752,  und 
beträgt  in  diesem  Falle  32,2.  Dieser  Wertb  ist  zu  klein,  er  sollte  zwi- 
schen Chlor  (35,5)  und  Kalium  (39)  fallen. 

Wenn    die   Zahl    der    bereits    aufgenommenen    Aethertheilchen   vier 
beträgt  und  ein  fünftes  hinzukommen  soll,  so  ist  nach  Gleichung  11) 

H»  R\       *      -        *J^Zll        ,        1 

'  /l8,6Jß2-(Ä2-|Är  +  r*),/»"t"(Ä  +  r)J*# 

Das  Maximum  von  x  tritt  ein ,  wenn  R  =  0,790,  und  es  erhält  dann  den 
Werth  53,7.  Dieser  fällt  zwischen  Chrom  (52,4)  und  Mangan  (54,8). 
Die  Grenze  zwischen  elektronegativen  und  elektropositiven  Elementen  ist 
hier  nicht  so  sicher,  wie  früher;  jedoch  fällt  sie  gewiss  nicht  weiter,  als 
zwischen  Mangan  und  Eisen  (55,9). 

Steigt  die  Zahl   der  bereits  aufgenommenen  Aethertheilchen   auf  6 
und  soll  noch  ein  weiteres  hinzukommen,  so  ist  nach  12) 

-      „     (s+^?)    .    ("'Fr) 


(i 


Bei  einem  Werthe  von  72  =  0,800  wird  «  =  93,8,  es  fällt  also  nahe 
an  Niob  (94),  während  die  Grenze  irgendwo  zwischen  Molybdän  (95,8) 
und  Ruthen  (103,5)  liegt. 

Die  so  erhaltenen  Werthe  von  x  sind  regelmässig  zu  klein,  doch 
stimmen  sie  jedenfalls  so  nahe  mit  den  Beobachtungsresultaten  zusam- 
men, als  man  bei  der  nur  provisorischen  Bestimmung  von  am  und  r 
erwarten  kann.  Aller  Wahrscheinlichkeit  nach  ist  6p  >  18,6 am  und 
r<  0,37296;  doch  will  ich  daran  für  jetzt  nichts  ändern.  Vielleicht  ist 
auch  die  Nichtberücksichtigung  irgend  einer  Nebenwirkung  Ursache,  dass 
die  berechneten  Werthe  von  x  etwas  zu  klein  sind. 
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Es  ergiebt  sich  ans  dem  Vorstehenden,  dass  von  den  Atomen  die 
einen  in  ihrer  unmittelbaren  Umgebung  den  Aether  innerhalb  der  nor- 
malen Distanz  halten,  während  die  anderen  die  entgegengesetzte  Wir- 
kung haben.  Die  ersteren  sind  elektro negativ,  die  letzteren  elektroposi- 
tiv.  Je  mehr  die  eine  dieser  Eigenschaften  ausgeprSgt  ist,  um  so  mehr 
bekommt  das  Element  das,  was  die  Chemiker  „stark"  nennen,  während 
die  chemisch  mehr  indifferenten  Stoffe  da  zu  suchen  sind,- wo  der  Abstand 
der  dem  Atome  nächstliegenden  Aethert heilchen  der  normalen  Distanz  sich 
nähert.  Je  grösser  die  Verdichtung  des  Aethers  des  einen  Körpers,  je 
verdünnter  der  Aether  bei  dem  andern  ist,  um  so  bedeutender  ist  nach 
6)  die  zwischen  beiden  bestehende  Anziehung,  d.  i.  das,  was  die  Che- 
miker ».Verwandtschaft4*  nennen. 

Alle  diese  Wirkungen  finden  nur  dann  statt,  wenn  sich  zwei  Massen- 
theilchen  einander  so  weit  nähern,  dass  die  von  ihnen  bewirkte  Aende- 
rung  in  der  Aethergruppirung  noch  merkbar  ist.  Diese  Aenderung  im 
Ganzen  bewirkt  stets  eine  Verminderung  der  Aetherdichtigkeit,  und  wenn 
also  die  nächste  Nachbarschaft  eines  Massentheilchens  sich  diesem  über  die 
normale  Distanz  nähert,  so  muss  dieses  in  den  ferneren  Schichten  wieder 
compensirt  werden.  Es  ist  gar  nicht  unmöglich,  dass  ein  Massentheil- 
chen  ein  verschiedenes  Verhalten  beobachtet,  je  nachdem  die  Zahl  der 
es  umgebenden  Aetherhüllen  wechselt,  und  es  könnte  dasselbe  dann  dem 
einen  Elemente  gegenüber  elektropositiv  sich  verhalten,  dem  andern  gegen- 
über elektronegativ.  Auf  eine  derartige  Erscheinung  deutet  auch  der 
Umstand,  dass  einzelne  Elemente,  wie  Sauerstoff  und  Stickstoff,  je  nach 
der  Art  der  Verbindung,  in  der  sie  sich  befinden,  ein  verschiedenes 
Atomvolumen  beanspruchen. 

Die  Grundlagen  der  chemischen  Erscheinungen  sind  wohl  sehr  ein- 
fach, allein  in  der  Anwendung  giebt  es  doch  der  Haken  allerlei.  So 
einfach  das  Gravitationsgesetz  ist,  so  haben  doch  viele  Erscheinungen, 
die  durch  dasselbe  hervorgerufen  werden,  wie  z.  B.  die  Störungen,  den 
Astronomen  schon  viele  Arbeit  gemacht,  und  derartige  Sachen,  wie  die 
Störungen,  erwarten  den  rechnenden  Chemiker  in  noch  höherem  Grade, 
als  den  rechnenden  Astronomen.  Man  steht  hier  einem  Gewirre  von  Er- 
scheinungen und  Wirkungen  gegenüber,  bei  dem  es  oft  sehr  schwer  fällt,  den 
Weg  zu  finden,  und  es  wird  darum  an  Fehlschlüssen  auch  keinen  Mangel 
geben.  Ganz  geringfügig  erscheinende  Umstände  sind  mitunter  von  hoch* 
ster  Bedeutung.  Grosse  Schwierigkeiten  bietet  die  mathematische  Be- 
handlung des  Gegenstandes ,  denn  fort  und  fort  hat  man  mit  vielgliedri- 
gen  Reihen  zu  kämpfen,  und  dann  macht  es  einen  grossen  Unterschied, 
ob  man  nur  mit  einer  einzigen  Kraft  zu  thun  hat,  wie  in  der  Astronomie, 
oder,  wie  in  der  Molecularphysik ,  mit  Anziehungen  und  Abstossungen, 
zu  denen  dann  noch  der  stets  zu  berücksichtigende  Aetherdrucjc  sich 
gesellt.      Ich   verlasse  mich  jedoch  hier  auf  das  „Kommt  Zeit,   kommt 
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Bath".  Hat  sich  einmal  das  Bedürfniss  ordentlich  eingestellt,  so  werden 
sich  auch  hei  der  mathematischen  Behandlung  Mittel  und  Wege  finden 
lassen,  von  denen  man  zur  Zeit  keine  Ahnung  hat 


IL  Speoieller  Theil. 

Wasserstoff. 
Atomgewicht:  S=— — .    Moleculargewicht:  HH=  —  . 

Unter  den  verschiedenen  Massenkugeln,  welche  in  der  Natur  gegeben 
sind,   sind   wenigstens  für  die  heutige  Chemie  die  kleinsten  diejenigen, 

deren  Quantität  der  trägen  Substanz   hinreicht,   um  r^    eines  Aether- 

lo,o 

theilchens  zu  neutralisiren ,  d.  h.  nach  Verbindung  mit  demselben  den 
18,6.  Theil -seiner  Wirkung  auf  Entfernungen  aufzuheben,  welche  so 
gross  sind,  dass  die  Summe  der  Halbmesser  von  Massen-  und  Aether- 
theilchen vernachlässigt  werden  kann. 

Ist  eine  Anzahl  solcher  Massenkugeln  gegeben  und  befinden  sie  sich 
im  allgemeinen  äthererffillten  Räume,  so  kann  es  nicht  ausbleiben,  dass 
infolge  der  gegenseitigen  Anziehung  je  eine  Massenkugel  und  eine  Aether- 
kugel  in  unmittelbaren  Contact, treten  und  so  das  bilden,  was  man  ein 
Wasser sto ff atom  nennt»  Es  ist  eigentlich  unrichtig,  bei  einer  Com- 
bination  von  zwei  Kugeln  den  Ausdruck  Atom  zu  gebrauchen;  doch  will 
ich  zur  Zeit  keinen  andern  nehmen,  da  das,  was  hier  als  Atom  bezeich- 
net wird,   in   der  Experimentalchemie  allenthalben  diesen  Namen  fahrt. 

Nach  7)  ist  es  unmöglich,  dass  ein  Wasserstoffatom  zwei  Aether- 
theilchen  führt;  dagegen  bleibt  noch  die  Frage,  oh  es  nicht  vorkommen 
könne,  dass  ein  Aethertheilchen  zwei  Massentheilchen  aufnimmt,  welche 
sich  an  sich  diametral  entgegengesetzten  Stellen  des  ersteren  anlegen. 
Möglich  ist  dieses  allerdings,  allein  der  Fall  scheint  in  der  Natur  nicht 
vorzukommen,  sei  es  darum,  dass  die  Aethertheilchen  an  und  für  sich 
in  Ueherzahl  vorhanden  sind,  weil  der  ganze  allgemeine  Baum  mit 
freiem  Aether  erfüllt  ist  und  dass  darum  nicht  ein  Aethertheilchen  im 
Ueberfius8e  schwelgen  kann,  während  die  anderen  darben,  sei  es  aus 
anderen  Ursachen.  Ich  für  meinen  Theil  kenne  wenigstens  zur  Zeit 
keinen  Grund,  welcher  zur  Annahme  solcher  mit  zwei  Massenkugeln  ver- 
sehener Aethertheilchen  berechtigte. 

Befindet  sich  ein  Wasserstoffatom  im  äthererfüllten  Baume  in  der 
Nähe  eines  andern,  so  werden  beide  auf  einander  eine  Wirkung  aus- 
üben, und  es  ist  dabei  sicher,  dass  sie  sich  so  stellen,  dass  für  die  ge- 
gebene Entfernung  die  Abstossnngen  einen  kleinsten,  die  Anziehungen 
einen  grössten  Werth  erhalten.    Diese  Bedingungen  sind  erfüllt,  wenn 

26« 
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die  Atome  den  Nadeln  eines  astatischen  Systems  analog  stehen.  Die  in 
Rechnung  eu  ziehenden  Wirkungen  sind  der  Aeth erdruck,  zweimal  die 
Anziehung  von  Massen-  und  Aethertheilchen ,  je  einmal  die  Abstossung 
zweier  Aether-  und  dann  zweier  Massen theilchen.  Der  Reihe  nach  sind 
diese  Wirkungen: 

2»      2amp  bp*R  cm*R 

*      '        R*    »         (£*+r*)V         (Ä*  +  r*)7.' 

r  bedeutet,  wie  früher,  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  von  Aether-  und 

Massentheilchen    eines  Atoms,    während   R    die  Entfernung  der  beiden 

Atomaxen    darstellt,    beide  Grössen  auf  die   normale  Aetberdistanz  als 

ö*  bu. 

Einheit  bezogen.     Berücksichtigt  man,  dass  c  =  -r-  und  am  =  — r-^,   und 

dass  für  den  Ruhezustand  Gleichgewicht  sein  muss,  so  wird 

lö)  "r18l6Ä,"~      (R'  +  r*)*'*    ' 

Der  Werth  von  Ä,  welcher  dieser  Gleichung  entspricht,  ist  0,8767,  ist 
also  kleiner,  als  die  normale  Aetherdistanz.  Denkt  man  sich,  es  werde 
dem  einen  Atom  die  Massenkugel  genommen,  so  erhält  man,  wenn  Rt 
die  neue  gleichgewichtgebende  Distanz  bedeutet, 

19)  *1  +  18^^  =  (J?1hWa' 

und  daraus  ergiebt  sich  Rx  =  0,9028.  Gesetzt  nun ,  es  sei  in  irgend  einem 
Räume  eine  Anzahl  von  Wasserstoffatomen  mit  Aethertheilchen  unter- 
mischt, so  wird  sich  in  demselben  Alles  gegenseitig  abstossen ,  wird  aber 
durch  den  äussern.  Aetherdruck  zusammengehalten.  Wären  es  lauter 
Aethertheilchen ,  so  wäre  der  gegebene  Raum  ganz  einfach  ein  Stück  des 
allgemeinen  und  die  Aethertheilchen  wären  im  Gleichgewichte,  weil  ihre 
Abstossung  durch  den  Aetherdruck  aufgehoben  wird.  Ersetzt  man  nun 
zwei  Aethertheilchen  durch  Wasserstoffatome  in  der  Stellung  der  klein- 
sten Abstossung,  so  stossen  sich  diese  weniger  ab,  als  die  Aethertheil- 
chen, deren  Stelle  sie  vertreten,  es  thaten,  also  ziehen  sie  sich  an,  wie 
sich  auch  daraus  ergiebt,  dass  man,  wenn  man  in  der  Gleichung  19) 
Bl=B  setzt  und  19)  von  18)  abzieht,  die  Differenz 


isH~m^t) 


bekommt,  welche  einen  positiven  Werth  hat,  also  eine  Anziehung  be- 
deutet. Der  Fall  ist  ganz  analog  demjenigen,  bei  welchem  ein  diamagne- 
tischer Körper  in  einer  stärker  diamagnetischen  Flüssigkeit  sich  zwischen 
den  Polen  eines  Elektromagnet^  befindet  und  sich  dann  gerade  so  ver- 
hält, als  sei  er  paramagnetisch.  Eine  Abstossung  innerhalb  des.  äther- 
erfüllten Raumes  wirkt,  wenn  sie  kleiner  ist,  als  die  Aetherabsto&sung, 
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wie  eine  Anziehung.  Darum  ziehen  sich  die  beiden  Wasserstoffatome  an 
nnd  die  verschiedenen  Bewegungen,  die  schon  der  Wärmeosoillationen 
wegen  vor  sich  gehen,  geben  ihnen  Gelegenheit,  die  zwischen  ihnen 
befindlichen  freien  Aethertheilchen  allmälig  wegzudrängen.  Haben  sie 
dann  die  Distanz  0,8767  erreicht,  so  bleiben  sie  stehen,  und  es  hat  sich 
das  gebildet,  was  die  Chemiker  ein  Wasserstoffdoppelatom  oder 
Wasserstoffmol ecul  zu  nennen  pflegen. 

Haben  sich  die  Doppelatome  gebildet,  so  ergiebt  sich  die  weitere 
Frage,  wie  sich  diese  gegen  einander  verhalten.  Zwei  solche  Verbin- 
dungen suchen  sich  nun  wieder  so  zu  stellen,  dass  für  gleiche  Entfer- 
nung die  Abstossung  ein  Minimum,  die  Anziehung  ein  Maximum  wird. 
Denkt  man  sich  das  eine  Molecul  horizontal  gestellt,  so  ist  die  gewünschte 
Stellung  dann  vorhanden,  wenn  das  zweite  in  der  Entfernung  q  senk* 
recht  über  oder  unter  dem  ersten  und  parallel  mit  demselben  so  gestellt 
ist,  dass  immer  ein  Aether-  und  ein  Massen theilchen  senkrecht  überein- 
an darstehen.  Mit  Einrechnung  des  Aetherdruckes  sind  im  Falle  des 
Gleichgewichts  die  Wirkungen: 

2     .  4  am  fi  ,        AamfiQ 
°PQ-r      Q*      +(e*  +  Ä'  +  r*)V. 


2^8  +  ^2)(^ 


Werden  am  und  cm*  durch  bfi  ausgedrückt  und  f ür  R  und  r  die  Werthe 
0,7686  und  0,37296  eingesetzt,  so  geht  20)  über  in 


S+^(1+(1  +  0^77)V') 

0,76860\'/' x  /j     (U3910\">  J 


3.1) 


Aus  dieser  Gleichung  berechnet  sich  der-  Werth  q  =  1,302. 

Würde  man  das  eine  der  beiden  Molecule  entfernen  nnd  statt  des- 
selben in  die  anf  die  Mitte  des  andern  errichtete  Senkrechte  ein  Aether- 
theilchen bringen,  so  wäre  für  den  Bnhezustand  die  gegenseitige  Wir- 
kung 


22)  fa*  ~ 2  V     18,6/  /       0,9077V* 


woraus  sich  für  ql  der  Werth  1,142  ergiebt. 

Man  findet  so,  dass,  wenn  ein  Molecul  in  der  Entfernung  1,302  von 
dem  andern  sich  in  der  günstigsten  Stellung  angesiedelt  haben  sollte ,  es 
von  dem  benachbarten  Aethertheilchen  weggedrängt  wird.  Der  Fall  ist 
hier  dem  früheren  entgegengesetzt.  Daraus  folgt,  dass  das  zweite  Mole- 
cul von  dem  ersten  abgestossen  wird  und  diese  Abstossung  ist  gleich  der 
Grösse,  um  welche  ein  an  der  Stelle  des  zweiten  Moleculs  befindliches 
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Aethertheilcben  von  dem  ersten  Molecul  weniger  abgestosaen  wird,  als 
das  Molecul.  Diese  Differenz  ändert  sich  mit  der  Entfernung,  aber  auch 
mit  der  gegenseitigen  Stellung  der  Molecule,  und  der  Wasserstoff  ist  alao 
ein  Gas,  und  zwar,  wie  dieses  die  Experimentalchemiker  a  posteriori  heraus- 
gefunden haben,  ein  solches,  das  aus  Moleculen  zu  je  zwei  Atomen  besteht. 

Soll  dieses  Gas  condensirt  werden,  so  ist  zunächst  der  gegenseitigen 
Ab6tossung  der  Molecule  entgegenzuwirken,  und  dieses  geschieht  durch 
Compression.  Dabei  wird  Aether  abgeschieden  *  und  die  Molecule  nähern 
sich  einander.  Es  ist  nun  sehr  wohl  denkbar,  dass ,  wenn  diese  Abschei- 
dung in  genügendem  Maasse  gelingt  und  eine  grössere  Quantität  der 
Molecule  plötzlich  unter  Enfernung  der  bisher  umschliessenden  Wan- 
dungen dem  Aetherdrucke  ausgesetzt  werden,  dieser  sie  wenigstens  kurze 
Zeit  zusammenhält.  Eine  vollständige  Abscheidung  des  Aethers  ist  dabei 
gar  nicht  einmal  nöthig,  es  könnte  z.  B.  in  dem  oben  angenommenen 
Falle,  dass  zwei  Molecule  die  Stellung  der  geringstmöglichen  gegensei- 
tigen Abstossung  einnehmen,  zwischen  je  zweien  derselben  ein  Aether- 
theilcben in  der  Entfernung  1,142  sich  befinden. 

AU1  dieses  gilt  zunächst  für  den  Fall,  dass  die  einzelnen  Theilchen 
sich  in  Ruhe  befinden,  wenn  die  zusammenhaltenden  Wände  entfernt 
werden.  Sind  dabei  noch  Oscillationen  derselben  vorhanden ,  d.  h.  sind 
die  Theilchen  warm,  so  werden,  wie  ich  schon  früher**  gezeigt  habe, 
die  Ab8tossungen  grösser  und  die  Arbeit  der  Compression  ist  erhöht, 
während  andererseits  die  umgebenden  Aethertheilcben  leichter  Gelegen- 
heit haben,  sich  zwischen  die  einzelnen  Molecule  zu  drängen,  und  eine 
Erhöhung  der  Temperatur  muss  daher  eine  Erschwerung  der  Conden- 
sation  des  Gases  bedingen. 

Die  Gleichung  21)  gilt  für  die  absolute  Temperatur  0°,  sie  zeigt 
noch  eine  gegenseitige  Abstossung  der  Wasserstoffmolecule  an  und  die 
Frage,  ob  Temperaturerniedrigung  ohne  begleitende  Compression  zur 
Condensation  des  Wasserstoffgases  ausreiche,  muss  daher  verneint  werden. 

Die  optischen  und  thermischen  Verhältnisse  der  Gase  im  Allgemeinen 
habe  ich  schon  'wiederholt  in  meinen  Moleculargesetzen ,  sowie  in  ver- 
schiedenen Abhandlungen,  welche  in  dieser  Zeitschrift  Platz  gefunden 
haben,  besprochen.  Diesen  habe  ich  zur  Zeit  nichts  Besonderes  hinzu« 
zufügen,  denn  zu  Gegenständen,  wie  etwa  zur  Ableitung  der  Constanten, 
welche  die  Abweichung  des  Wasserstoffs  von  dem  Mariotte'  sehen  Gesetz 
bedingen  aus  der  Theorie  (nicht  aus  den  Beobachtungen) ,  oder  zur  Ab- 
leitung des  Brechungsvermögens  des  Wasserstoffs  für  das  Licht  gehören 
mathematische  Vorarbeiten,  die  wohl  noch  einige  Zeit  auf  sich  warten 
lassen  werden. 


*  Mol.- Ges.  66. 
"  Diese  Zeitechr.,  XXIU  am. 


XVIII. 
Ueber  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Röhren. 

Von 

Dr.  L.  Graetz 

in  Strasburg  i.  E. 
(S  c  k  1  u  a  8.) 


§  5.   Bohren  mit  quadratischem  Querschnitt 

Die  erste  Specialisirung  soll  sein,  dass  wir  einen  quadratischen 
Querschnitt  nehmen.  Wir  setzen  also  b  =  c.  Dann  werden  die  Formeln 
58)  und  59)  -_,      . 

69)  «  =  -^  +  „^^2(1^ 


-P°U- 


coh\ 


■ms         ij.  WJ.32afc8^  (-1)"      \~~rr  )    ßn-i   \ 

coAV— 2~  V 

Die  analytischen  Beziehungen,   die  sich  durch  Gleichsetzung  dieser 
Ausdrücke  ergehen,  wollen  wir  nicht  verfolgen.     Am  Bande  ist  u  natür- 
lich gleich  Null  und  in  der  Axe  der  Bohre  ist  die  Geschwindigkeit 
-n  ia  ,  64«&»<7    (-1)"  1 

Um  eine  nähere  Vorstellung  von  dem  Verlauf  der  Function  u  zu 
gewinnen,    habe    ich   für    einen   Quadranten    die   Werthe  von    —75  aus- 

gerechnet,  indem  ich  —  und  —•  von  Zehnteln  zu  Zehnteln  fortschreiten 
ob 

Hess.  Für  fünfstellige  Logarithmen  genügt  es,  zuerst  drei  Glieder  der 
Beihe  69)  oder  70)  zu  nehmen,  dann  fortschreitend  bis  zu  sieben  Glie- 
dern.   Selbstverständlich  sind  die  Werthe  von  u  an  entsprechenden  Stellen 

u 
auf  beiden  Seiten  der  Diagonale  einander  gleich.     Die  Werthe  von  —75 

sind  in  umstehender  Tabelle  enthalten. 
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Da  sowohl  cokl — %~  nTj  als  cos\ — ö — n  r)  ihr  Vorzeichen  nicht 

ändern,   wenn  ans  ^  und  T  wird  —  —  nnd  --,    so   kehren   dieselben 
ob  o  o 

Werthe  von  — ^  in  allen  vier  Quadranten  wieder,  wie  es  sein  mass. 

Diejenigen  Theilchen,  welche  in  einem  Zeitmoment  in  einem  Quer- 
schnitte der  Bohre  liegen,  liegen  nach  der  Zeiteinheit  auf  der  Fläche 

72)  ^(Ja-ip*^——^ 

x[-(?T!-|)~PT-,-j)  +  -C-V!-f)«-pT-,-{)} 

Der  Charakter  dieser  Fläche  ist  ein  parabolischer.     Ihr  Schnitt  mit  der 
uy-  Ebene  hat  die  Gleichung 

x(-^.{)+«e-^.f)> 

Andere  Formen  dieser  Gleichung  geben  die  Gleichungen  69),  70)«    Man 
kann  hieraus  die  Grenzlinie  des  Schnittes  leicht  zeichnen. 

Von  grösserem  Interesse  sind  die  Drehungen  der  Theilchen.    Es  ist 

,/2n-l    y\ 

73)  ^-i  V 

,.,Y2n-l     jA 
8a6<*h    (-1)-     "l~2~%j        /2n-l      z\ 

.  8«»*   (-1)"         V     2     **/  .  /2»-l     t\ 


Die  Theilchen   in  der  Axe  haben  also   gar  keine  wirbelnde 
Bewegung. 
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Für  die  Theilchen  anf  der  y-Axe,  also  für  *  =  0,  istij  =  0,  während 

/2n-l     y\ 
8ab^   (-1)»     S,h{-2~,ti:) 

coh{-2-n) 
8ab^   (-1)»     "*\^T-*b) 

fly   **V(2»-i)*;oA^-iff) 

i8t.     Die  Drehungsaxe  ist  also  für  diese  Theilchen  die  z-Axe.    Ebenso  ist 
für  die  Theilchen  anf  der  2-Axe  £=0  und  die  y - Axe  die  Drehungsaxe. 

Für  die  Ränder  des  Quadrats ,  also  z.  B.  für  z  =  6,  sind  die  Compo- 
nenten  der  Drehungsgeschwindigkeit 

.2/i-l     y 

=  _  8sl<T        1         C^-2~"6 

'  *    +  **  4^(2«-!)*      ,/2«-l    \ 

75)  ^  C0Ä(-2-V 

8«^    (-1)»  /2«-l    \        (In-l     y\ 

Entsprechende  Ausdrücke  gelten  für  die  anderen  Seiten  der  Röhre. 

Für  t  =  1)   also   am  Endpunkte  der  Diagonale,   in  einer  Ecke  des 

Quadrats,  welche  einer  Kante  der  Röhre  entspricht,  ist  der  sweite  Aus- 
druck rechts  gleich  Null.     Denselben  Werth  ergiebt  aber  auch  der  erste 

Ausdruck,  da   /,  -^ 775  =  "5~   1Bt'     Wir  haben  also  das  Resultat:    In 

^"  {In — 1J*      o 

den  Kanten  der  Röhre  ist  die  Wirbelbewegung  Null. 

y 

Dagegen   wird    für  den  Endpunkt  der   z-Axe,   also  für  ~- =  0,   der 
Ausdruck  75) 


__  8a&^7        1  1 

8ab^h    (-1)-    ,  ./2»-l    \ 

Wir  können  aus  der  Gleichung  75)  beweisen,  dass  dies  der  grösste  Werth 
ist,  den  die  Wirbelbewegung  am  Rande  haben  kann.  Die  Maximal-  oder 
Minimalwerthe  von  i\  erhalten  wir  aus  75)  durch 
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d.  h.  wenn  ~-=2m  ist,   wo  m  eine  ganze  Zahl  ist.     Da  ■—  aber  höch- 
o  b 

stens  =1   ist,   so   ergiebt  sich   ein  Maximum  oder  Minimum  für  ~=0. 

b 

Die  Betrachtung  der  zweiten  Differentialquotienten 

dy* 


^--^-'»-(^■MtM) 


zeigt,  dass  dieser  für  ~  =  0  negativ  wird,  also  an  der  Stelle  f-  =  0  die 
Wirbelbewegung  am  Rande  ein  Maximum  hat. 

Da  der  Verlauf  der  Werthe  von  r\  und  £  unübersichtlich  ist,  habe 
ich  umstehend  ihre  Werthe  für  den  ersten  Quadranten  berechnet,  indem 

ich   -7-  und  — -  dach  Zehnteln  fortschreiten  Hess. 
0  o 

S.  380  ist  tj  in  dem  ganzen  Quadranten  negativ.  Dem  absoluten 
Werthe  nach  ist  i\  am  grössten  im  Punkte  -7-—O,  T  =  l-    ^ttr  die  Linie 

-7=0,  also  für  die  y-Axe,  sowie  für  den  Band  j-  =  1  ist  es  gleich  Null. 

Die  Werthe  von  f  S.  381  sind  in  diesem  Quadranten  alle  positiv  und 
es  hat  £  seinen  grössten  Werth  im  Punkte  2  =  0,  y  =  6,  während  £  für 
jf  =  0,  also  für  die  z-Axe,  und  für  z  =  6,  also  für  den  Rand,  der  parallel 
der  y-Axe  läuft,  gleich  Null  ist.  Man  erkennt  schon  hier,  dass  an  den 
Kanten  der  Röhre,  also  hei  den  Coordinaten  y  =  &,  t  =  6,  die  Drehungs- 
geschwindigkeit gleich  Null  ist,  wie  oben  bewiesen  wurde.  Zur  deut- 
licheren Einsicht  in  den  Verlauf  der  Drehungsgeschwindigkeit  selbst  habe 
ich  ihre  Werthe  für  diesen  Quadranten  berechnet  (S.  382).  Es  ist  g>  = 
+  Vrl%  +  £*•  Der  Verlauf  dieser  Werthe  ist  ziemlich  eigen thümlich.  Während 
in  den  ersten  Horizontalreihen  und  ebenso  in  den  ersten  Verticalreihen  die 
Werthe  zunehmen,  die  Curve  also  eine  steigende  ist,  ist  der  Verlauf  der 
Function  in  den  letzten  Horizontal  -  und  Verticalreihen  gerade  entgegen- 
gesetzt, in  diesen  ist  die  Function  eine  fallende.  In  den  mittleren  Reihen 
hat  entsprechend   die  Function  erst  eine  steigende,   dann  eine  fallende 

m 

Richtung.     Die  Fläche,   welche  die  Werthe  von  — 7    darstellt,    hat   die 

Gestalt  eines  ringförmigen  Wulstes.  Ich  habe  in  den  Figuren  1  —  11 
auf  Taf.  VI  die  Durchschnittscurven  dieser  Fläche  mit  den  Ebenen  ge- 
zeichnet, die  den  verschiedenen  Werthen  von  —  entsprechen. 
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Wir  haben  nun  noch  die  Ausflussmenge  zu  berechnen.     Es  ist 

,6)  -f'-^^iS^-C-T'-) 

Die  unendliche  Reihe  convergirt  ausserordentlich  rasch,  so  dass  es 
genügt,  vier  Glieder  zu  berechnen.     Es  findet  sich  dann 

77)  0=  1,124617  ab\ 

Die  Ausflussmenge  ist  also  proportional  der  vierten  Potenz 
der  Quadratseite. 

Um  die  Aueflussmenge  bei  einer  quadratischen  Röhre  mit  der  bei 
einer  kreisförmigen  vergleichen  zu  können,  müssen  wir  sie  durch  die 
Fläche  ausdrücken.     Es  ist  F~4b\  also 

78)  0  =  0,070288  aFK 
Bei  einer  kreisförmigen  Röhre  war  [21)] 

Q=l-aF*  =  0,079577  a  F*. 
An 

Der  reducirte  Ausflusscoefficient  ist  also  bei  einer  quadra- 
tischen Röhre  etwas  kleiner,  als  bei  einer  kreisförmigen,  was 
wohl  auf  den  Einfluss  der  scharfen  Kanten  zurückzuführen  ist. 


§  6.   Rechteckige  Röhren,  deren  Querschnitt  lang  gestreckt  ist. 

Wir  nehmen  als  zweiten  speciellen  Fall,  dass  der  Querschnitt  sehr 
lang  gestreckt  ist,  dass  etwa  26  sehr  gross  gegen  2  c  ist.  Wir  hatten 
für  u  die  beiden  Werthe  [Formel  58)  S.  331] 

t*  =  —  az*  +  ac* 

2»  —  1      y  tn  —  \      y 

79)     ,  32ac8^l    (-1)"     e    *    *'  +  e       »    * c'       /2;i-l      z\ 
1     v  '    e    2       °  +  c      u      c 


u  =  —  ay2  +  ab* 

2»  —  1      s                2w  — 1      % 
*t s — *T 


80)        32«P^    (-1)°     e   «      *  +  e       »       * 

n       ^(Zfl  —  J)       __^ n 

e    **      °  +  e       *       ° 

Es   ist   nun  Digitized  By  V^r 


/2w-l     y\ 
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?a-i      x 


«t  2»-l 


»=1 


z  c 

Da  nun  -7-   nnd  ebenso  —  sehr  klein  sind ,  so  brauchen  wir  blos  bis  zu 

0  0 

den  quadratischen  Gliedern  zu  gehen.     Wir  erhalten  also 

«    »    *'+«       »    *»=2  +  (2„-l)»(j)  J. 

Es  wird  also  die  Formel  80) 

«=  — nw*  +  a<i* 

81)     ,  32«6»«7    (-1)-     1+^(2w~1)'"V»        /J«-l     y\ 
+  -^(2,-1)3  1&H2n_1)tntSC°SK-2-*  .> 

Da  nun  — —  =  1  —  «  ist,  falls  «  sehr  klein  ist,  so  können  wir  dafür  auch 

1  +  a 

schreiben,  wenn  wir  höhere  als  quadratische  Glieder  vernachlässigen, 


82) 


,  ,     .,  ,  32  «fc»^    K-Yjr         ^2»-l     y\ 
4„(*»_c»)^(_l)»        /2»-l     »\ 


Nun  ist  aber  nach  Formel  53)  und  55)  (S.  330) 

Daraus  folgt 

...  4«(<*-«»)<T  (-!)■+!        /2»-l     jA 

84)        «=  -V~^  -EHrr*-^—"»;- 

Ferner  ist,  wie  man  leicht  verificirt, 

=  0  für  y  =  6. 
Mithin  ist 

ft  w  =  ö(c*—  z2J  in  der  ganzen  Röhre, 

'  «  =  0  am  Rande. 

Es   ist   also   u  blos   abhängig   von    c,   ganz  unabhängig  von  6. 
Aus  85)  folgt  für  die  Componenten  der  Wirbelbewegung 
ij  =  a*,     {  =  0. 


2 
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Die  Wirbelbewegung  geht  also  in  der  ganzen  Röhre  nm  die 
y-Axe.     In  der  Axe  der  Röhre  ist  sie  gleich  Null. 
Für  den  Rand  y  =  6  ist 

86)  ij  =  0,     f=0. 
Für  den  Rand  :  =  c  ist 

87)  i?  =  «c,     f=0. 

Mithin  ist  die  Wirbelbewegung  auch  am  ganzen  Rande  y=*b 
gleich  Null,  während  sie  am  ganzen  Rande  z  =  c  den  Werth  hat 
<jpc=ac.  Da  ac  zugleich  der  grösste  Werth  ist,  den  <p  in  der  ganzen 
Röhre  annehmen  kann ,  so  ist  also  g>  wieder  am  grössten  an  dem- 
jenigen Rande,  welcher  dem  Mittelpunkte  am  nächsten  liegt. 
[Formel  84)  darf  man  hier  nicht  anwenden,  da  die  Differenzirung  nach 
y  nicht  erlaubt  ist.] 

Wir  berechnen  noch  die  Ausflussmenge  aus  Formel  84).     Es  ist 

<*!(—  IV"  /2n- 1      ##\ 

dz 


88) 


-5-c 


also  Q-£mk*^p^  oder,   da  ^_-i__*  ist, 

89)  (?  =  |«6c3. 

Die  Ausflussmenge  ist  also  proportional  der  grösseren  Seite 
und,  der  dritten  Potenz  der  kleineren  Seite. 

Wir  wollen  den  Ausdruck  89)  mit  dem  bei  einer  langgestreckten 
Ellipse  vergleichen. 

Wenn  wir  in  dem  Ausdrucke  33)  rechts  Zähler  und  Nenner  durch 
6*  dividiren  und  f  — )    gegen  1  vernachlässigen,  so  ist 


n 


90)  Qx  =  fab<*. 

Wenn  wir  beide  Ausdrücke  89)   und  90)  durch  die  Quadrate  der 
resp.  Flächen,  also  durch  166*c*  und  n*b*c*  dividiren,  so  kommt 

Die  Ausfiussmenge  bei  einer  langgestreckten  rechteckigen  Röhre  ist 
also,  abgesehen  von  der  Grösse  der  Oeffnung,  etwas  grösser,  als  bei  einer 

Zcitootrlft  f.  Mathematik  u.  Fkjrik  XXV,  S.  36 
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langgestreckten  elliptischen.  Da«  Verhähniss  ist  also  umgekehrt,  wie  bei 
einer  quadratischen  und  kreisförmigen  Röhre.  Es  mnss  mithin  zwischen 
diesen  beiden  Verhältnissen  der  Seiten  eines  liegen,  bei  dem  die  redu- 
cirte  Ausflussmenge  oder  der  Ausnusscoefticient  beim  Rechteck  nnd  der 
Ellipse  denselben  Werth  hat.  Setzen  wir  6  =  Ac,  so  haben  wir,  wenn 
wir  den  Ausdruck  63)  durch  16l2c4  und  den  Ausdruck  33)  durch  **l*c4 
dividiren,  zur  Bestimmung  von  X  die  Gleichung 


oder 


2w(l+A2) 


1        32    <7        1        ,  J2n-1     \ 

5=5  6l-  Sii^f  isr=iy  to*V~T~  *k) 


91)      m'-Ji+v) ^(2^T)5'aH— *^- 

Es  muss  k  zwischen  1  und  oo  liegen.     Durch  eine  Annäherungsrechnung 
ergiebt  sich,  dass  die  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung  ungefähr  ist 

l  =  12,2. 
Also  bei   einem  Axenverhältnisse  A  =  12,2   ist  der  Ausfluss- 
coefficient bei  einer  rechteckigen  und  bei  einer  elliptischen 
Röhre  derselbe. 


§  7.   Anwendung  der  Differentialgleichung  auf  Röhren  von  anderen 

Querschnitten. 

Die  Differentialgleichung  der  Flüssigkeitsbewegung  in  Röhren  mit 
ihrer  Grenzbedingung  für  den  Fall  einer  benetzenden  Flüssigkeit  erlaubt 
die  vollständige  Integration  nicht  nur  in  den  bisher  behandelten  Fällen, 
in  denen  der  Querschnitt  ein  Kreis,  eine  Ellipse  oder  ein  Rechteck  ist, 
sondern  noch  bei  einer  unendlichen  Zahl  von  anderen  Querschnitten.  In 
der  That  waren  ja  die  Differentialgleichungen  für  den  Fall,  dass  A  =  oo 
ist,  folgende: 

92)  r?+jpr-° 

C  y*       dz* 
und 

93)  <p  -  j  (y2+  **)  =  0  für  die  Grenze. 

Es  lassen  sich  nun  unendlich  viele  Formen,  sowohl  algebraische,  als 
transcendente  angeben,  welche  der  Differentialgleichung  92)  genügen. 
Alle  diese  Ausdrücke  können  selbstverständlich  eine  additive  Constante 
enthalten.  Es  sei  <p  irgend  eine  Function ,  algebraisch  oder  transcendent, 
welche  der  Gleichung  92)  genügt  und  welche  eine  willkürliche  additive 
Constante  enthalte.  Ihr  Werth  ohne  diese  Constante  sei  tf/,  so  dass 
V  =  ♦  +  contf  ist*  Tragen  wir  diesen  Werth  in  93)  ein ,  so  muss  an  der 
Grenze  sein 
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^^^>^»'^^>^^^^^^*^/^^^^^^^^^.^^/»/^^^^^*^^^^^^^^/^^W^/»^^/V^»^/^J^^/^»W^yw^/^/»»vw^/v^^, 


a 


ty  —  -x-  (y*+ z*)  =  consf. 

Construiren  wir  also  die  Curven,   für  welche  ^  —  -^(y%+zt)  =  const  ist, 

wobei  wir  der  Constante  Doch  beliebige  Werthe  beilegen  können,  so  ist 
das  Strömungsproblem  für  diese  gelöst.     Für  diese  Querschnitte  ergiebt 

sich  nämlich  u  =  ty  +  const  —  -^  (y*+ **)• 

Es  kommt  also  zuerst  darauf  an,  solche  Functionen  Ton  y  und  z  zn 
bilden,  welche  der  Gleichung  92)  genügen.  Die  allgemeinste  trans- 
cendente  Form,  welche  q>  annehmen  kann,  ist 

Io^r      q>=*2emy(j4mcosmz  +  jfmsinmz) 
oder 
<p ss 2&n*(Bm  cos my  +  ffm  sinmz). 

Von   dieser  Form  wird  die  Lösung  des  Problems  sein,    falls  der  Quer- 
schnitt die  Gleichung  hat 

—  TT  (y*+  *2)  +  2 *"' *  (4«  cosmz  +  Äm  sin mz)  =  const 
95)      {  öder 

—  J  ^*+  **)  +  2 *"*(Ai  co^my  +  #m  sinmy)  =  coiirf. 


Algebraische  Ausdrücke,  welche  der  Gleichung  92)  genügen,  giebt 
es  von  jedem  Grade.     Die  allgemeinste  Form  für  q>  ist  folgende: 

<p  —  «o  +  «l^  +  a'i  *  +  ^(y*— **)  +  °'*y* 

+  "s(y8-3yz*)  +  0's(3j,»z  -*8) 

+  «4(y4  -  6y*z*  +  *4)  +  «  4(4y»z  -  4y  *8) 

96)  +«6(yö-10y328  +  5yz4)  +  a6(5y4*-10y228  +  z5) 

+  *7(y7  -  2ly*«*  +  35y8*4-  7y*6) 

+  a'7(7y6«-35y428  +  21y,25-27)  +  ... 

Sowohl  der    ganze   Ausdruck    für  <p,    als  jeder  einzelne  in  Klammern 
stehende  Term  genügt  der  Differentialgleichung  92). 

Endlich  hat  die  Gleichung  o—f  "I"  5TT  °  ®  bekanntlich  die  Lösung 

97)  V*(!f  +  *0  +  x(lf— *0t 

wo  ^  und  %  ganz  beliebige  Functionen  sind.     Die  Ausdrücke  94)  und 
96)  sind  specielle  Fälle  des  Ausdrucks  97). 

Wenn  man  auf  die  oben  angegebene  Weise  aus  allen  diesen  Aus- 
drücken die  Gleichungen  der  Grenzlinie  eines  Querschnitts  bildet,  so  hat 
man  für  diesen  Querschnitt  das  Btrömungsproblem  vollständig  gelöst,  da 
sich  alle  physikalisch  wichtigen  Grössen  aus  der  Kenntniss  des  Werthes 
von  u  ergeben. 

26* 
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Es  hat  unsere  Aufgabe,    wie  sie  jetzt  definirt  ist,   grosse  Aebnlich- 
keit  mit  dem  Problem  der  Torsion  fester  Prismen,  wie  es  von  St.  Von  an  t* 

behandelt  ist.     Auch  bei  ihm  tritt  die  Differentialgleichung  <r~g~f>;ris=:0 

auf  und  auch  bei  ihm  ist  an  der  Grenze  die  Bedingung  q>  —  &(y*+**) 
=  const  zu  erfüllen  und  das  Torsionsproblem  ist  für  alle  Querschnitte 
lösbar,  deren  Gleichung  9  —  & (y2  + 1*)  =  const  ist  St.  Ve'nant  hat  sich 
in  seiner  Arbeit  nur  auf  algebraische  Functionen  beschränkt  und  aus  den 
Ausdrücken  96)  einige  Werthe  entnommen,  durch  welche  er  auf  ge- 
schlossene Curven  geführt  wurde.  Es  sind  diese:  das  gleichseitige  Dreieck» 
krummlinige  Vierecke  von  bestimmter  Form  und  endlich  ein  Stern  mit 
vier  abgerundeten  Ecken.  Es  lassen  sich  selbstverständlich  noch  viele 
solche  geschlossene  Querschnitte  finden;  wir  wollen  uns  aber,  da  die 
Gleichungen  dieser  Grenz  curven  einmal  berechnet  sind,  auch  auf  sie  be- 
schränken und  unser  Problem  für  diese  Fälle  behandeln.  Es  werden  sich 
interessante  Resultate  namentlich  über  die  Wirbelbewegungen  in  solchen 
Röhren  ergeben. 


§  8.  Bohren  mit  dreieckigem  Querschnitt. 

Wir  nehmen  zuerst  für  <p  einen  Ausdruck  dritten  Grades  mit  einer 
additiven  Constante  an,  nämlich 

98)  *  =  «(y3-3yz»)  +  y. 

Es  wird  dann  die  Gleichung  des  Querschnitts ,  für  welche  diese  Form  gilt, 

a  a 

2  v  2<k 

Wir  können  y  einen  solchen  Werth  geben,   dass  —  =  1 ,  also 

a  a 

99)  y  =  £-« 

2a 
wird.     Dann  ist,  wenn  wir   —  =  ß  setzen, 

a       r 

100)  y*+*2-0(y8-3y*»)  =  l-0 
oder  in  Polarcoordinaten 

r*-  ßr*cos3a=l-ß. 

Die  Curven,  die  dnrch  die  Gleichung  100)  dargestellt  werden,  haben 
im  Allgemeinen  krummlinige  Begrenzung,  aber  für  0= $  wird  die  Gleich« 
ung  100) 

101)  y*+z*-W-*y**)-  i*=o 


*  Mtmoires  des  savants  ttrangcrs,  Bd.  XIV,  1866.    [ 
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and   diese  läset  sich  in   das  Prodnct  dreier  linearer  Factoren  zerlegen, 
nämlich 


102)  (y+4)(,  +  y)(s_^)  =  0. 


Diese  Gleichung  stellt  ein  gleichseitiges  Dreieck  dar,  dessen  Höhe  =$, 
dessen  Seite  also  =^3  ist.  Das  Dreieck  liegt  so  gegen  die  Axen  (Fig.  12), 
dass  der  Schwerpunkt  in  den  Coordinatenanfangspunkt  fällt  und  dass  die 
y-Axe  den  einen  Winkel  halbirt.  Die  drei  linearen  Factoren  in  102) 
entsprechen  drei  geraden  Linien,  deren  eine  parallel  der  z-Axe  in  der 
Entfernung  —  ^  von  dieser  liegt,  während  die  beiden  anderen  auf  der 
jf-Axe  in  der  Entfernung  1  vom  Anfangspunkte  zusammentreffen. 

Mit  dem  angenommenen  Werthe  von  ß  wird  aus  98) 

und  es  wird  m=  «-(sr*"-"  3y**+  4)  —  ■*  ($*+**)- 

Soll  nun  das  Dreieck  nicht  die  Höhe  f ,  sondern  die  Höhe  36  erhal- 
ten,  so  müssen  wir  hier  statt  y  und  z  einsetzen  ^-r  und  5-7,    aber   zu- 

Zu  JLb 

gleich  dafür  sorgen,  dass  in  u  der  Term  y%  +  z%  den  Coefficienten  -5- 
behält.     Es  ist  also 

103)  u~^\±(f-Sy^  +  t»-V+z^      • 

Dieser  Ausdruck  genügt  der  Gleichung  ;T"5+<r~5+ 2fl=  0  und  giebt  für 

die  Grenze  u  =  0.     Die  Seite  des  Dreiecks  ist  s  =  26j/3. 

Aus  der  Gleichung   103)   folgt,   dass   für  die  Axe  der  Röhre,   also 
für  y  =  0,  2  =  0  die  Geschwindigkeit  ist 

Die  Geschwindigkeit  in  der  Axe  nimmt  also  im  quadrati- 
schen Verhältnisse  mit  der  Höhe  oder  den  Seiten  zu.  An  den 
drei  Seiten  ist  der  Ausdruck  103)  gleich  Null,  aber  auch  nur  an  diesen 
Seiten ,  so  dass  also  die  Geschwindigkeit  von  der  Mitte  aus  gleichmässig 
abnimmt. 

Wir  bilden  nun  die  Drehungscomponenten.     Es  ist 

104)  2,=     Jj? •(£»*  +  «), 

105)  2t— g-     a[*-b(z>-y>)  +  y]. 
In  der  Axe  der  Bohre  ist  also  1?  =  0,  £=0. 
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Aus  dem  Werthe  von  2tj  erkennt  man,  dass  t\  immer  gleich  Null 
ist  1.  für  2  =  0,  also  für  die  y-Axe.    Die  Rotationsaxe  aller  auf  der  t/-Axe 

liegenden  Theilchen  ist  also  die  2-Axe.     Für  diese  ist  f=— (y  —  —  yO; 

2.  für  die  Linie  y  =  —  &,    also   für  die   der  z-Axe  parallele  Seite   des 

Dreiecks.     Für  diese  ist  also  tt=*'7\Tz*~~3bJ.     Dagegen  ist  für  die 

2-Axe,  also  für  y  =  0,  £  nicht  gleich  Null,  wie  es  bei  der  Ellipse  und 
beim  Rechteck  war.     Vielmehr  ist  £  gleich  Null  auf  der  Curve 

2»-y2  +  2äy  =  0, 
die  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  dem  Anfangspunkte  y  =  b ,  2=0 
entspricht. 

Von  hervorragenderem  Interesse  ist  die  Grösse  der  Rotationsbewegung 
an  den  drei  Kanten  der  Röhre.     Die  Coordinaten  der  drei  Spitzen  sind : 
Spitze  i:    y=      26,     «=      0, 
„      B:   y  =  -6,       2=     bj/S, 
C:   y  =  -&,       2  =  -6j/3.     . 
Trägt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  104)  und  105)  ein,  so  findet 
man ,  dass  die  Wirbelbewegung  an  allen  drei  Kanten  Null  ist.    Wir  haben 
also  dasselbe  Resultat,  wie  bei  einer  rechteckigen  Röhre:   In   der  Axe 
und  ebenso  in   den  Kanten   der  Röhre  findet  keine  Wirbel- 
bewegung statt. 

Wir  suchen  nun  die  Werthe  der  Drehungscomponenten  für  die  Seiten 
der  Röhre  selbst.  Für  die  Seite  CB  (y  =  —  b)  ist  der  absolute  Werth 
der  Drehungsgeschwindigkeit 

Da  z  in  dieser  Seite  von  —  jr  bis  +  ^- ,   d.  h.  von  —  b  j/S  bis  +  b  f/3 

variirt ,   so  wächst  w  von  0  bis  —7-  und  nimmt  dann  wieder  ab  bis  Null. 

4 

Das  Maximum  liegt  also  bei  2  =  0,  d.  h.  am  Punkte  D. 

Die  Seite  BA  hat  die  Gleichung 

2=      "ly  oder  y  =  26-2j/3, 
Es  ist  also  auf  ihr 

Mithin  ist  q>  =  a  l/^  +  3 1*  -  ^  V%. 

Die  Werthe  von  z,  welche  diesen  Aasdruck  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum  machen,  ergeben  sich  ans  der  Gleichung 
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£.-^3  +  8.-0, 
deren  Wurzeln  sind  *e=0,  z  =  &j/3,   z=z-j/3. 

Die  ersten  beiden  Wertbe  entsprechen  den  Kanten  ^  und  B>  an 
denen  9  =  0  ist.  Der  dritte  Werth  giebt  den  Punkt  E,  die  Mitte  der 
Seite  A  B.  Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  für  die  dritte  Seite ,  dass  dort 
im  Punkte  G  das  Maximum  der  Wirbelbewegung  ist. 

Wir  haben  also  auch  hier,  wie  bei  der  Ellipse  und  dem  Rechteck, 
die  grösste  Drehungsgeschwindigkeit  an  den  Linien  der 
Wand,  welche  der  Axe  am  nächsten  liegen. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  Ausflussmenge  zu  berechnen.     Es  ist 

106)      Q^^ffivt^W-sy^+W-W+s)], 

die  Integrale  ausgedehnt  über  die  Fläche  des  Dreiecks.  Nun  entspricht 
einer  beliebigen  Abscisse  OP  =  y  eine  Ordinate  Ä/>  =  |/3  (26  — y).  Es 
ist  daher 

2b      $Vä(2b-y)_      2b 

-b       0  -6 

Ebenso  ist 


Ferner  ist 


Jjyz*dydz=--$b*}/S  und  JJySdydz  =  %b*yd. 


Endlich  ist 

/Yrfydzc=36»/3. 
Wenn  wir  diese  Werthe  in  106)  eintragen,  so  erhalten  wir 

107)  0  =  ^a&V3. 

Die  Ausflussmenge  ist  also  wieder  proportional  der  vierten 
Potenz  der  linearen  Dimensionen  des  Dreiecks.  Führen  wir 
auch  hier  die  Fläche  des  Dreiecks  ein,  so  erhalten  wir 

108)  Q  =  ^  F*  =  0,057735  a  F*. 

Der  reducirte  Ausflusscoefficient  ist  also  hier  bei  weitem 
kleiner,  als  bei  einer  kreisförmigen  und  bei  einer  quadra- 
tischen Röhre  [Formel  21)  und  78)]. 
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§  9.   Bohren,  deren  Querschnitt  ein  krummliniges  Quadrat  ist. 

Die  nächsthöhere  Function  von  <p,  vom  vierten  Grade,  führt  uns 
auf  eine  Reihe  krummliniger  Vierecke,  von  denen  wir  zwei  speciell  aus- 
arbeiten werden.     Wir  setzen  also 

109)  g>  =  «(y*-6y*2*  +  *4)+/J 
und  haben  dann  für  die  Grenze  die  Gleichung 

a  a 

2a  a 

oder  wenn  wir  —  =  ^,  also  «  =  -5-  A  setzen  und  ß  so  bestimmen,   dass 
a  2  r 

cyß 

—  =  1  —  A}   also  ß  =  jr  —  a  ist,  so  hat  die  Grenze  die  Gleichung 

110)  tf+*-A&--W*  +  *)=l-A 

oder  in  Polarcoordinaten  ♦ 

« 

r*  —  Ar*cos4a  —  \  —  Am 
Dm  aus  dieser  Gleichung  die  geschlossenen  Curven  herauszufinden ,  welche 
allein  bei  unserem  Problem,  ebenso  wie  bei  dem  St.  V^n an t 'sehen  von 
Interesse  sind,    suchen  wir,    welche  Werthe   A  haben  darf,    damit  ge- 
schlossene Curven  entstehen. 

ig 
Bezeichnen  wir  den  Werth  des  Radius  vector,  den  er  für  a  =  +  -j 

4 

hat,  mit  o,  so  dass  also 

7t 

r  =  o  für  «  =  +  —  oder  für  y*=t* 

ist,  so  ist 

p»  +  V=l-^, 
also 


■v-h+m'^ 


A 

Damit  0  reell  bleibe,  muss  «4<1  sein.  Es  genügt  aber,  wie  St.  Ve"- 
nant*  zeigt,  A  nur  zwischen  0  und  \  variiren  zu  lassen,  um  alle  ge- 
schlossenen Curven  zu  erhalten.  Für  A  =  Q  erhält  man  aus  der  Gleich- 
ung 110)  einen  Kreis,  für  A  zwischen  0,1  und  0,4  erhält  man  Vierecke 
mit  convexen  Seiten  und  abgerundeten  Ecken,  für  ^  =  0,4  hat  das 
Viereck  coneave  Seiten  und  abgerundete  Winkel ,  endlich  für  A  =  0,5  hat 
das  Viereck  coneave  Seiten  und  spitze  Winkel/  Die  Gleichung  <giebt 
natürlich  nicht  blos  diese  Vierecke,  sondern  noch  andere  von  diesen 
getrennte  Curven.     Diese  brauchen  wir  aber  nicht  zu  berücksichtigen. 

Wir  fassen  zuerst  den  Fall  A  =  \  ins  Auge  (Fig.  13).  Die  Gleich- 
ung 110)  wird  dann 


*  B.  Ve'nant  a.a.O.  S.  423. 
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111)  y*+^«i(y4-6y2z2  +  z4)=| 

Die  Gleichung  109)  wird 

112)  v=f.[y«_6y»2»  +  z*]  +  l. 
Es  folgt  daraus 

113)  ll==|k4-6^*'  +  **  +  l-2(y»+**)]. 

Die  Gleichung  111)  giebt  in  Polarcoordinaten 

r*  —  $r*cos4a  =  ±, 

also,  wenn  wir  den  Werth  ron  r  für  a  =  0  mit  d  bezeichnen, 

d=l. 

Wollen  wir  diese  Linie  nicht  gleich  1,  sondern  gleich  d  setzen,  so  müssen 

y  z    • 

wir  statt  y  und  z  beziehlich  schreiben  ~  und  -r. 

9  d  d 

Tragen  wir  das  in  u  ein  und  berücksichtigen  wir,  dass  (?'+*')  den 
Coefficienten   ^  behalten  muss,  so  kommt 

d*u     d%u 
Dieser  Ausdruck  genügt  der  Gleichung  g^  +  ö-i+2«  =  0  und  giebt  für 

die  Grenze  «=0. 

ad* 
Für  die  Axe  der  Röhre  ist  «  =  — ,  die  Geschwindigkeit  in  der 

Axe  variirt  also   wieder  im  quadratischen  Verhältnisse  der 
linearen  Dimensionen  des  Quadrats. 

Die  vier  Kanten  der  Röhre  haben  die  Coordinaten 
y=*d,    *  =  0;       y  =  —  d,    z  =  0;       y  =  0,    *  =  d;       y  =  0,    *  =  —  d. 
Offenbar  ist  in  ihnen  w  =  0,  wie  es  sein  soll. 

Wir  gehen  zur  Bestimmung  der  Wirbelbewegungen  über.     Es  ist 

115)  2,=  j[^-iA-2t], 

116)  at-jfjf^  +  lir-jii«". 

In    der   Axe    der   Röhre   ist    die   Drehungsgeschwindigkeit 
gleich  Null. 

Für  die  y-Axe  ist  1&  =  0,  während  2f=ay  —  ^.y*  i*t. 

Aber  ausser  für  die  y-Axe  ist  y  noch  gleich  Null  für  die  Curve 
**  — 3y*  — d«=0,  d.  h.  für  die  Hyperbel 

z*      v* 

117>  ?-pi=1- 

htarH,p«Mlrtt-.(£,'  +  3y).  Digitized  by  GoOgk 
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* 
Ebenso  ist  in  der  z-Axe  £=0,  während  2iy=-jts— z  ist. 

Ausserdem  ist  £  noch  gleich  Null  in  der  Hyperbel 

und   darin  hat  r\  den  Werth  —  al  -j  t*+2zL 

Trägt  man  die  Coordinaten  der  Kanten  in  115)  und  116)  ein,  so 
findet  man,  dass  für  diese  17  =  0,  £=0  ist,  also  überhaupt  keine  Wirbel- 
bewegung stattfindet.  Es  ist  also  hier  dasselbe  der  Fall,  wie  beim 
Rechteck  und  Dreieck j  dass  an  den  Kanten  weder  eine  fort- 
schreitende, noch  eine  rotatorische  Bewegung  vorbanden  ist. 

Um  nun  zu  finden,  wo  die  Wirbelbewegung  im  Maximumist,  haben 
wir  q>  zu  bilden.     Es  ist 

"9)      9  =  |j/i  tf+tf-  £(^-6yV  + **)  +  (**+*»). 

Hieraus  die  Maxima  und  Minima  zu  finden,  wäre  schwierig,  da  sich 
zwei  Gleichungen  fünften  Grades  ergeben,  deren  gemeinschaftliche  Lö- 
sungen nicht  allgemein  erkennbar  sind.  Wir  schreiben  deshalb  fp  in 
Polarcoordinaten  *~ x 

120)  9  =  |^/£i*-£r*«w4«  +  »* 

und  haben  zur  Bestimmung  der  Maxiina  und  Minima  die  Gleichungen 

121)  3r»-4(f8r8co*4«  +  rf4r*=0, 

122)  r4Ww4a  =  0. 

Diese  haben  erstens  die  gemeinschaftliche  Lösung  r  =  0,  welche  der 
Axe  der  Röhre  entspricht,  in  der  q>  gleich  Null  ist.  Die  anderen,  von 
einander  verschiedenen  gemeinschaftlichen  Werthe  sind  folgende: 


«  =  0 


123) 


"=2 


r  =  +d, 

1    r  =  +  di, 

r  =  -d, 

i   r«=  —  di, 

~+fr». 

n 
«  =  _ 

'-+ j*. 

r  =  -|Y3, 

( '— j  A 

r  =  +d, 

[    r  =  +di, 

r  =  -d, 

l   r  =  — rfi, 

r  =  +  |A 

3  TT 

r-  +  J'^. 

-lA 

'— T»* 
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Brauchbar  sind  für  uns  nur  die  reellen  Lösungen.  Die  Werthe 
cr  =  0,  r  =  +  d  und  as=~,  r=  +  d  geben  die  vier  Kanten,  an  denen 
<p  den  Werth  Null  hat.  Die  vier  anderen  Punkte,  in  denen  q>  den  Maxi- 
malwert hat  -7rr3>  Hegen  auf  den  Axen,  und  zwar  in  der  Entfernung 

+  TT  }/3    vom  Anfangspunkte.     Diese  Entfernung    ist  gleich  der  Seite 

o  ^ 

eines  gleichseitigen  Dreiecks,  dessen  Höhe  =•_-  ist,  und  als  solche  leicht 
zu  construiren. 

Es  ist  also  hier  nicht,  wie  bisher  in  allen  Fällen,  das  Maximum  der 
Wirbelbewegung  am  Rande ,  sondern  dieses  Maximum  liegt  inner« 
halb  der  Röhre.  Diese  Abweichung  ist  nur  auf  die  Concavität  der 
Seiten  zurückzuführen  und  in  der  That  werden  wir  in  den  beiden  fol- 
genden Fällen,  wo  die  Röhren  auch  concave  Seiten  haben  werden,  das- 
selbe bestätigt  sehen. 

Die  Ausflussmenge  zu  berechnen ,  ist  bei  Röhren  mit  Querschnitten, 
wie  wir  sie  in  diesem  und  den  folgenden  Paragraphen  betrachten,  schwie- 
rig, da  die  Integrale  sich  nicht  allgemein  berechnen  lassen.  Ich  musste 
also  eine  annähernde  Berechnung  anwenden.  Der  Flächeninhalt  der 
Figuren  ergiebt  sich  leicht  mittelst  der  Simpson' sehen  Regel.     Eis  ist 

nach  dieser 

1 

124)   F=  4*y,*rfy«|A(«b  +  4r1  +  2*2  + 4*3  +  2z4  +  4*ß  +  . ..  +  *„). 

0 
Wenn  wir  hier  in  den  y  immer  nach  Zehnteln  fortschreiten  und  die  zu- 
gehörigen Werthe  von  z  durch  angehängte  Indices  unterscheiden,  so  ist 

z0  =1,  2o,i  =  0,863566,     *0,2  =  0,736961 ,    *0,3  =  0,665187, 

*<M=  0,51 1351 ,    *o,5  =  0,416853,     *M  =  0,317647,    z0,7  =  0,239069, 
*M=  0,149265,    20,9  =  0,088374,    zx   =0. 

Es  ergiebt  sich  daraus  für  die  Fläche  des  Quadrats  der  Werth 

125)  F=.l,795353d*. 

Auf  dieselbe  Regel  können  wir  die  Berechnung  der  Ausflussmenge 
zurückführen.     Es  ist 

Die  Integrale  sind  ausgedehnt  über  die  ganze  Fläche.  Da  die  Figur 
aber  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Axen  ist,  so  brauchen  wir  die 
Integrale  nur  über  einen  Quadranten  auszudehnen.  Bezeichnen  wir  eine 
unbestimmte  Ordinate  mit  Z,  so  können  wir  schreiben 
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1 


Q  =  2a#[f$y'Zdy-ß*Z>dy  +  T\!fz*dt,  +  lF 
0  0 

1  1 

-fy*Zdy-tJz>dy]. 


126)  ü  °  t  \ 


0  0 

Die  einzelnen  Integrale  babe  ich  nun  annähernd  mittelst  der  Formel 
berechnet : 
1 

127)  fy*Z"dy  =  ^ [(0)»^  +  4(0,1)" tft  +  2(0,2)«^2  +  4(0,3)»zS;s 

0  +2(0,4)«  zTti  +  ...]• 

Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

111 

Cy*Zdy=> 0,023399,  fy*Z*dy  =  0,010825,  JPdy*=  0,154403, 

boo 
l  l 

Cy'Zdy  =  0,068854,   JZ?  dy  =  0,207341. 

0  0 

In  dieser  Annäherung  ist  also 

128)  0  =  0,20554a  d*. 

Wenn  wir  dies  wieder  auf  die  Fläche  reduciren,  so  kommt 

129)  0  =  0,063767  aF*. 

Der  reducirte  Ausflusscoefficient  ist  also  kleiner  als  beim 
Kreis  und  Quadrat,  aber  grösser  als  beim  Dreieck. 

§  10.  Bohren ,  deren  Querschnitt  ein  krummliniges  Viereck 
mit  abgerundeten  Ecken  ist. 

Ein  anderer  interessanter  Querschnitt,  der  in  der  Gleichung  110) 
enthalten  ist,  wird  erhalten,  wenn  man  4  =  $  setzt.  Die  Gleichung  der 
Curve  wird  dann 

130)  ^+t»_|ly4_6y22S+t4)  =  !. 

Diese  Gleichung  stellt  ein  krummliniges  Viereck  dar  mit  concaven  Seiten 
und  abgerundeten  Ecken*  (Fig.  14).  In  Polarcoordinaten  ist  die  Gleich- 
ung dieser  Curve  ,      0   .        .         „ 

rz  —  fr*cos4a  =  f. 

Wenn  man  wieder  den  Werth  von  r  für  er  =  0  mit  d  bezeichnet,  so 
ist  d  =  1.     Soll  es  =  d  sein,  so  muss  man  wieder  statt  y  und  z  schreiben 

y     a  z 

7  "nd  T 


*  8t. TOnant  a.a.O.  8.424. 
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Da  <jp  =  or(y4  —  6y*z*+zl)  +  ß  war,  so  ist  «=T-,  0  =  Aöi   a,8° 

131)  <P  =  ^-(y4-Sy*zs+z*)  +  -Aa. 


Daraus  folgt 


«  =  j(S*  -  6  y»  **  +  *«)-  £(y*+**)  +  &a, 


also,   wenn  man  d  einführt  and  den  Coefficienten  von  (y*+**)  berück- 
sichtigt, 

132)  u  =  ^  [  ^  (y*  -  6y**»  +  2«)  -  5(y»+ **)  +  3  *]. 

Dieser  Ausdruck  genügt  allen  Bedingungen. 

Der  Flüssigkeitsfaden  in  der  Axe  der  Röhre  hat  die  Geschwindigkeit 
u^-foacP,  also  eine  etwas  grössere,  als  in  dem  vorigen  Falle.  Dies  ist 
zugleich  der  grösste  Werth,  den  u  überhaupt  innerhalb  der  Röhre  an- 
nehmen kann,  wie  man  durch  Aufsuchung  der  Maxima  und  Minima  mit- 
telst Polarcoordinaten  leicht  erkennt. 

Die  Werthe  der  Drehungscomponenten  sind 


134>  *-is[S'*+B'-M 


Es  ist  also  if  =  0  auf  der  y-Axe  und  für  die  Hyperbel  —^ — TTa^^i 

y* 

während    £   gleich  Null    ist  für  die   z-Axe  und  für  die  Hyperbel  -r-s 

—  _r— s  =  l-     Diese  Hyperbeln  liegen  aber  nicht  mehr  in  dem  geschlosse- 
nen Theile  der  Curve. 

Unsere  Röhre  hat  keine  scharfen  Kanten,  sondern  abgerundete  Ecken. 
Und  wir  finden  hier,  dass  nicht,  wie  bei  den  Röhren  mit  scharfen 
Kanten,  dem  Rechteck,  Dreieck  u.  8.  w.,  die  Wirbelbewegung  an 
den  äussersten  Linien  gleich  Null  ist;  vielmehr  hat  sie  hier 

an  diesen  Linien  den  Werth  — . 

Die  Drehungsgeschwindigkeit  selbst  ist 


*  =  ^j/^(yH*V-^(y4-6j^*+:')  +  25(i,»+z») 


oder 


«*rx  a    t/IG*"6         40_A  A         i    oc     9 

135)  <p  =  TQy  _-^Hco,4«  +  25r».  Dig itizedbyGoOgk 
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Die  Maxima  und  Minima  von  g>  ergeben  sich  aus  den  beiden  Gleich- 
ungen 

d*  dr 

Diese  haben   ausser  der  Lösung  r  =  0,   welche  der  Axe  der  Röhre  ent- 
spricht, noch  folgende  gemeinschaftliche  Werthe: 

„      ^30+ 3K6,  [r=      1V30  +  3F5, 

6  I  o 


«=0 


r ±yzo  +  dVb,  |r=-JV30  +  3^5, 

o  .  reib 


4    1  «H, 


.=     ±V30-3Vb,  4    j  r=     '"J/30-3K5, 

O  f  0 


136) 


</i\ 


r-      1/30  +  3^5,  r-      ^/30  +  3K5, 

D  I 

r  =  -l/3Ö+375,  .     !r  =  -^^30  +  3K5, 

D  ölt  J  ü 

"~*^r  =     iVÜ^m,     a=T]r=      ^/3Ö=3K8, 

D  I  - 

r  =  -lj/ZQ-3VS,  f  r  =  -^V30-3K5. 

O  \  D 

Die  imaginären  Lösungen  sind  von  selbst  ausgeschlossen.  Aber  auch 
von  den  beiden  reellen  Systemen  sind  nur  die  je  zwei  unteren  Werthe 
brauchbar,  da  die  durch  die  beiden  oberen  Werthe  charakterisirten 
Punkte  nicht  mehr  in  den  geschlossenen  Theil  der  Curve  fallen.  Die 
Maxima  der  Wirbelbewegungen  finden  also  an  den  vier  Punkten  «  =  0, 


r^  +  ^-ViO-ö-Vb  und  «  =  £,  r=  +  -^30-3^5  statt.  Derabsolute 
.0  l  o 

Werth  von  g>  an  diesen  Punkten  ist 


ad 


*=WH*+^. 


60 

Also   auch  hier,   bei  dieser  concaven  Curve,   ist  die  Wirbel- 
bewegung nicht  am  Rande  am  grössten. 

Die  Ausflussmenge  ist  auch  hier  wieder  nur  numerisch  zu  berechnen. 
Ich  habe  sie  wieder  mittelst  der  Simpson1  sehen  Regel  bestimmt  Es 
ist  hier 

z0   =1,  to,i  =  0,93589,     20,2  =  0,82497,     *0l3  =  0,71 165, 

*<M  =  0,60291 ,     20,5  =  0,50000 ,     *M  =  0,40274 ,     ?0,7  =  0,31049 , 

«0,8  =  0,22181,     2o,9  =  0,13379,     zx   =0, 
Daraus  ergiebt  sich  die  Fläche  des  Vierecks 
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137)  F=2,06308d*. 

Die  Ausflussmenge  ist 

1 


Q  =  \a#]^jy*Zdy-\jy*Z*dy  +  \fedy-hJy*Zdy 

0  0  0  0 

1 

-if&dy  +  lF]. 


Es  ist  nun  in  angenäherter  Berechnung 

1  11 

Jy*Zdy  =  0,037227,     fy*Z*dy=:  0,017667,   jz*dy  =  0,189389, 

0  0  0 

l  l 

fy*Zdy  =  0,075745,     A»  dy  =  0,268788. 

0  0     „ 

Daraus  folgt 

138)  0  =  0,320049  ad4. 

Wenn  wir  Q  wieder  auf  die  Einheit  der  Fläehe  reduciren,  so  ist 

139)  0  =  0,0751936  aFK 

Der  Ausflusscoefficient  [ist  also  hier  grösser  als  beim  krumm- 
linigen Quadrat  mit  spitzen  Winkeln,  aber  auch  grösser  als 
beim  Dreieck  und  als  beim  geradlinigen  Quadrat.  Er  ist  nur 
kleiner  als  beim  Kreise.  Die  Rundung  der  Ecken  scheint  diesen 
günstigen  Erfolg  hervorzubringen. 

§  IL  Bohren,  deren  Querschnitt  ein  Stern  mit  vier  Ecken  ist. 

Da  die  Flüssigkeitsbewegung  in  den  beiden  letzten  Fällen ,  in  denen 
concave  Seiten  waren,  in  mancher  Beziehung  eigenthümlich  war,  so  be- 
handeln wir  zum  Schlüsse  noch  kurz  das  Problem  für  einen  Querschnitt 
mit  ebenfalls  concaven  Seiten ,  nämlich  für  einen  Stern  mit  vier  abgerun- 
deten Ecken.  Die  Gleichung  desselben  ist  vom  achten  Grade.  In  Bezug 
auf  die  Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  achten  Grades ,  welche  der 

Gleichung  ^— s  +  ^-ä  =  0  und  der  Grenzbedingung  genügt,  verweise  ich 
oy*     o  t 

auf  die  schon  öfter  angeführte  Arbeit  von  St.  Ve'nant*,  in  der  eine  aus- 
führliche Darstellung  derselben  gegeben  ist.  Als  Resultat  seiner  Unter- 
suchung hat  St.  Ve'nant  zwei  Curven  dieses  Grades  gefunden,  welche 
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den  Anforderungen  genfigen;  die  eine  von  ihnen  jedoch  in  höherem  Grade 
nnd  diese  wollen  wir  auch  für  unser  Problem  annehmen.     (Fig.  15.) 

Wir  nehmen  also  <p  als  Differenz  einer  Function  vierten  und  achten 
Grades  an 

140)  q>  =  J(y4-6y*z*+z4)-Btf--2Stfz*+70!/iz*-28p*t*+2*)  +  C. 
Die  Gleichung  der  Grenzlinie  wird  dann 

141) 

a  a 

Wir  setzen  —  =  1 1 ,   also  £=  —  —  A+By  und  benutzen  das 

a  a         a  2 

Resultat  der  St.  V^n  an  t' sehen  Discussion,  dass  die  in  Fig.  15  gezeich- 
nete Curve  erhalten  wird  für 

V -«•*♦•    "-**•*♦•  aUo  c-yO-»-«). 

Wir  setzen  wieder  den  Werth  von  r,  wenn  wir  die  Gleichung  141)  in 
Polarcoordinaten  ausdrücken,  für  a  =  0  statt  gleich  1,  gleich  d  und  be- 
rücksichtigen die  Differentialgleichung  für  u.    Dann  haben  wir 

142)  _^.^^(^_28y»«»  +  10»*z4-28j«»«  +  «8) 

+(i-H.H)^-(y,+*f)]- 

Dieses  u  genfigt  allen  Bedingungen. 

In  der  Axe  der  Röhre  herrecht  die  Geschwindigkeit  tm—  (l-|^,.j^)rf«. 
Wir  haben  ferner 

144)  t=^[^vt*-W+^tf-*1?*+™ya*'-7s*6)  +  ™y]- 

Für  die  Axe  der  Röhre  ist  die  Wirbelbewegung  gleich  Null. 

™     j-  a        •  *  A        Ä    9         8ö     T48    7      96   a  ,  17-49   1 

Für  die  y-Axe  ist  i  =  0  und   t  =  I^[^J,7-_y3  +  __yj 

™  •  *  *»  j.  a  v  a  j  8a  T96  a  48  7  17.49  1 
Ebenso  ist  für  die  s-Axe  £  =  0  und  rj  =       aq\~a*z        j5z ifi~~2r 

Da  die  vier  Ecken  y  =  0,  z=  +  d  und  r  =  0,  ys=  +  d  bier  wieder 
abgerundet  sind,  so  ist  auch  bei  ihnen  die  Wirbelbewegung  nicht  gleich 

Nnll;  sie  hat  vielmehr  den  Werth  ±y  (1-tf  .i*^zedbyGoO< 
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Die  Rotationsgeschwindigkeit  selbst  ergiebt  sich  ans  143)  und  144) 
in  ausserordentlich  unübersichtlicher  Form,  wenn  man  rechtwinklige  Co- 
ordinalen  anwendet.  In  Polarcoordinaten  dagegen  wird  der  Ausdruck 
einfacher.     Es  ist 


145) 


8«    T/144.16  ~     1612.48  ~       .     ,6.17.49.      ~ 
V=1^W    —d*~r *—  '•1°^4«  +  — j-  r»<™8a 

,48.4  ,     12.17  49^       .    ,  /17.49\» 


Aus  diesem  Ausdrucke  ergeben  sich  die  Bedingungen  für  die  Maxim a 
und  Minima  durch  die  Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

14.16.144  1S      10.12.16.48   .        .     ,  8  6.17.49  7       0 

^z rw -^ raros4«H = r1  cos  Ha 

d1*  d*  (fi 

v   ]  ,6.4.48  .     4.12.17.49    8       .     L  «/17.49V        A     m 

und 

1648  10   .  A        17.49  .   .  Q        17.49 u  .  A 

— 0—  r10  sm  4  a = —  r*  sin  8  «H -=—  r*  sm  4  et  =  0. 

rt8  d6  d* 

Ausser  dem  Werthe  r  =  0  ist  es  nicht  möglich ,  hieraus  die  gemeinschaft- 
lichen Lösungen  der  beiden  Gleichungen  zu  finden.  Wir  können  nur 
beweisen,  dass  auch  hier,  ebenso  wie  in  den  beiden  vorigen  Fällen,  wo 
coneave  Seiten  vorhanden  waren,  ein  Maximum  der  Wirbelbewe- 
gung nicht  an  den  der  Axe  am  nächsten  liegenden  Stellen 
des  Randes  sich  befindet.  Um  dies  zu  beweisen,  haben  wir  nur  zu 
zeigen,   dass  die  beiden  Gleichungen  146)   nicht  durch  die  Coordinaten 

dieser  Stelle 'erfüllt  werden.     Die  Coordinaten  sind  «  =  -j  und  r  =  -£  ^ 

oder  er  =  —  ,  r  =  +  — .     Durch  diese  Werthe  wird  nun  zwar  die  zweite 
4  —  2 

Gleichung  erfüllt;  in  der  ersten  ist  aber  der  Ausdruck  links  >0,  diese 

Werthe  geben  also  kein  Maximum. 

Was  endlich  die  Berechnung  der  Fläche  und  Ausflussmenge  betrifft, 

so  giebt  eine  ziemlich  rohe  Annäherung 

F=l,22d»,     0  =  O,O7d* 
und  daraus 

£>  =  0,047**. 

Obwohl  dieser  Werth  nicht  ganz  genau  ist,  zeigt  er  doch,  dass  der 
Ausflusscoefficient  hier  bedeutend  kleiner  ist,  als  in  den 
früheren  Fällen. 


§  12.   Zusammenfassung  der  Resultate. 

Wir  haben  die  allgemeine  Differentialgleichung  für  die  Bewegung 
von   Flüssigkeiten    in  Röhren   mit  ihrer  Grenzbedihgung  in   zweifacher 
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Weise  auf  specielle  Probleme  angewendet*  Einmal  wurde  eine  bestimmte 
Querschnittsform  als  gegeben  angenommen  nnd  diejenige  Losung  der 
Differentialgleichung  gesucht,  welche  an  der  Grenze  der  bestimmten  Be- 
dingung Genüge  leistet,  In  dieser  Weise  bebandelten  wir  das  Problem 
für  den  Kreis,  die  Ellipse  und  das  Rechteck.  Die  Lösung  war  beim 
Kreis  und  der  Ellipse  von  algebraischer,  beim  Rechteck  von  transcenden- 
ter  Form.  Die  zweite  Methode,  die  wir  anwendeten,  bestand  darin, 
dass  wir  Ausdrücke  aufstellten,  welche  der  Differentialgleichung  genüg- 
ten, und  dass  wir  aus  diesen  Ausdrücken  diejenigen  Querschnitte  ermit- 
telten, für  welche  diese  Lösung  gilt.  Es  giebt  so  eine  unendliche  Zahl  von 
Röhrenformen,  für  welche  die  Flüssigkeitsströmung  vollständig  zu  ermit- 
teln ist  unter  der  Annahme,  dass  der  Coefficient  der  äusseren  Reibung 
unendlich  gross  ist,  dass  also  die  Flüssigkeit  die  Wand  benetzt.  Als  Bei- 
spiel dieser  zweiten  Methode  wurden  vier  Arten  von  Röhren  betrachtet, 
nämlich  solche,  deren  Querschnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist,  und  dann 
solche,  deren  Querschnitte  coucave  Seiten  haben.  Für  alle  diese  Arten 
von  Röhren  war  es  möglich,  einen  vollständigen  Ausdruck  für  die  Ge- 
schwindigkeit anzugeben,  unter  der  Annahme,  dass  X  =  00  ist,  wie  es 
die  Poiseuille' sehen  Versuche  bei  benetzenden  Flüssigkeiten  ergeben. 
Natürlich  nimmt  in  allen  Fällen  die  translatorische  Geschwindigkeit  von 
der  Mitte  nach  dem  Rande  ab.  Am  Rande  selbst  ist  sie  Null.  Für  diejeni- 
gen Querschnitte,  die  in  Bezug  auf  beide  Axen  symmetrisch  sind,  Kreis, 
geradliniges  Quadrat,  krummliniges  Quadrat,  Viereck  mit  abgerundeten 
Ecken  und  vierseitiger  Stern,  ist  die  Geschwindigkeit  in  der  Axe  der 
Röhre  proportional  dem  Quadrat  der  linearen  Dimensionen^  Auch  beim 
Dreieck,  das  nur  in  Bezug  auf  eine  Axe  symmetrisch  liegt,  findet  das- 
selbe statt.  Anders  ist  es  mit  den  Wirbelbewegungen,  welche  in  allen 
Röhren  den  H elm hol tz* sehen  Gesetzen  folgen.  Die  Theilchen  in  der 
Axe  der  Röhre  haben  in  allen  betrachteten  Fällen  keine  rotirende  Be- 
wegung. Auch  sonst  ergeben  sich  einige  allgemeine  Sätze  aus  der  Be- 
trachtung der  speciellen  Fälle.  Vor  Allem  zeigt  es  sich  überall,  dass, 
wenn  die  Röhre  scharfe  Kanten  besitzt,  an  diesen  Kanten  die  Wirbel- 
bewegung Null  ist.  Dies  war  sowohl  beim  Rechteck,  als  beim  Dreieck* 
als  beim  Quadrat  mit  spitzen  Winkeln  der  Fall.  Sobald  aber  die  Ecken 
abgerundet  sind,  wie  in  den  Fällen  der  §§  10  und  11,  hat  die  Wirbel- 
bewegung an  ihnen  einen  von  Null  verschiedenen  Werth.  Ferner  zeigte 
sich  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  den  Röhren ,  deren  Querschnitt 
convex  oder  geradlinig  begrenzt  ist,  und  denjenigen,  deren  Querschnitt 
coneave  Begrenzung  hat.  Bei  den  ersteren  hat  die  Wirbelbewegung  ihr 
Maximum  am  Rande  und  zwar  an  der  Stelle  des  Randes,  welche  der  Axe 
am  nächsten  liegt.  So  ist  bei  der  Ellipse  die  Stelle  der  grössten  Wirbel- 
bewegung am  Ende  der  kleinen  Axe,  beim  Rechteck  in  der  Mitte  der 
grössten  Seite  und  beim  gleichseitigen   Dreieck  in  der  Mitte  jeder  Seite, 
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beim  Kreise  ist  die  Wirbelbewegung  am  ganzen  Rande  am  gißssten.  Bei 
den  Röhren  mit  concavem  Querschnitt  dagegen  ist  das  Maximum  der 
Wirbelbewegung  nicht  am  Rande,  sondern  innerhalb  der  Röhre,  nnd  zwar 
liegt  es  auf  den  Axen  in  bestimmter  Entfernung  vom  Mittelpunkte.  Die 
concayen  Ränder  drücken  gewissermaßen  das  Maximum  der  Wirbel- 
bewegung herab. 

Die  AusflusBmengen  sind  bei  allen  in  Bezug  auf  beide  Axeij 
symmetrischen  Querschnitten  und  beim  Dreieck  proportional  der  vierten 
Potenz  der  linearen  Dimensionen.  Bezieht  man  die  Ausfiussmenge  auf 
die  Flächeneinheit,  so  ordnen  sich  die  Querschnitte  nach  der  Grösse  des 
reducirten  Ausflusscoefficienten  (S.  322)  in  die  Reihe: 
Kreis  (0,079577),  krummliniges  Viereck  (0,075194),  Quadrat  (0,070288), 
krummliniges  Quadrat  (0,063767),  Dreieck  (0,057735), 
Stern  mit  vier  Ecken  (0,047). 

^  Die  Vergleichung  der  Ausflussmenge  bei  der  Ellipse  und  dem  Rechteck 
zeigt,  dass  der  Ausflusscoefficient  bei  einem  gewissen  Axen  Verhältnisse 
bei  beiden  gleich,  sonst  aber  bei  dem  einen  Querschnitte  kleiner  oder 
grösser,  als  bei  dem  andern  ist. 

Die  Resultate  über  die  Werthe  der  Elasticitätscomponenten ,  über  die 
Abhängigkeit  vom  Druck  und  der  Röhrenlänge  sind  in  den  einzelnen 
Paragraphen  zusammengestellt. 

Zum  Schi  nee  will  ich  noch  eine  Bemerkung  hinzufügen ,  die  sich  zwar 
nicht  auf  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Röhren,  wohl  aber  auf 
die  angewandte  Methode  bezieht.  Die  Differentialgleichung,  zu  der 
wir  gelangt  sind ,  ist  gleich  derjenigen ,  welche  die  Torsion  von  Prismen 
bestimmt,  und  auch  die  Grenzbedingung  wird  bei  beiden  Problemen  eine 
ähnliche.  Bei  jeder  Flüssigkeitsbewegung,  bei  der  die  Flüssigkeit  die 
Form  eines  Prismas  oder  Cy linders  hat,  wird  die  Differentialgleichung, 
für  den  Fall,  dass  man  stationäre  und  unendlich  kleine  Geschwindigkeit 

annimmt,  --?  +  — -==0.  Nun  geschieht  auch  der  Ausfluss  einer  Flüssig- 
keit aus  einer  Oeffnung  in  dünner  Wand  mit  grosser  Annäherung  in  Form 
eines  Cylinders.  Zugleich  treten  dabei  aber  Drehungen  der  Theilchen 
ein,  welche  die  Gestalt  des  Strahles  zu  einer  complicirten  machen. *  In 
der  Erklärung  dieser  Erscheinung  weichen  zwar  Magnus  und  Buff  von 
einander  ab;  man  brA^it  aber  gar  nicht  auf  die  specielle  Erklärung  ein- 
zugehen und  kann  doch  allgemein  die  Erscheinung  als  eine  Art  Tor- 
sion eines  flüssigen  Cylinders  auffassen,  wo  die  Torsion  ver- 
ursacht wird  durch  Kräfte,  die  in  dem  obersten  Querschnitte  liegen, 
und  unterhalten  wird  durch  die  Schraubengeschwindigkeit,  welche 
- — - — ■ 

*  Magnus  in  Pogg.  Ann.,  Bd.  95.    Buff  in  Pogg.  Ann.,  M^ÖO^ 

27* 
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die  Tbeilchen  beim  Austritt  aus  der  Oeffnung  bekommen.  In  diesem 
Falle  würden  diese  Erscheinungen  des  Ausflusses  sich  ganz  und  gar  durch 
die  Methode  von  St.  Vänant  in  seiner  Arbeit  Sur  la  lorsion  des  prismes 
darstellen  lassen  und  «war  wäre  die  Ausführung  wörtlich  dieselbe. 
Auch  sind  die  Zeichnungen,  die  St.  Ve*nant  von  tordirten  Prismen  giebt« 
annähernd  ähnlich  den  Zeichnungen,  die  Magnus  von  ausfliessenden 
Wasserstrahlen  giebt.  Der  Uebelstand  ist  nur  der,  dass  die  Uebereinstim- 
mung  der  Gleichungen  eben  blos  bei  unendlich  kleinen  Geschwindig- 
keiten stattfindet.  Will  man  endliche  Geschwindigkeiten  betrachten,  so 
kommt  man  zu  Schwierigkeiten ,  die  ich  zwar  bis  jetzt  noch  nicht  besei- 
tigen kann,  die  sich  aber  werden  überwinden  lassen,  wenn  es  gelungen 
sein  wird ,  auch  für  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  Gleichungen  aufzu- 
stellen, in  denen  die  Verdickungen  der  einzelnen  Tbeilchen  und  nicht 
blos  die  Geschwindigkeiten  vorkommen. 
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XXVII.    Ueber   die  ellipsoidischen  Gleichgewichtsfiguren  und  die 

Umdrehungsgeschwindigkeit  einer  homogenen  flussigen  Masse  bei 

gegebener  Energie. 

Denkt  man  sich  ein  homogenes,  freies  flüssiges  System,  dessen 
Theilchen  einander  nach  dem  New  ton1  sehen  Gesetze  anziehen,  durch 
irgend  einen  momentanen  Stoss  in  eine  freie  rotirende  Bewegung  über- 
geführt, so  wird  die  Masse  sich  nach  und  nach  einer  bestimmten  Form 
des  Gleichgewichts  nähern  und  bei  Voraussetzung  einer,  jeder  Substanz 
eigen thümlichen  Zähigkeit  schliesslich  im  Zustande  des  Gleichgewichts 
beharren. 

Die  analytische  Mechanik  lehrt  nun,  dass  die  Axe,  für  welche  die 
Summe  der  Momente  der  ursprünglichen  Kräfte  oder  der  relativen  Flächen 
ein  Maximum  ist,  die  Umdrebungsaxe  wird,  um  welche  das  System  mit 
constanter  Winkelgeschwindigkeit  rotirt,  ferner  dass  diese  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  gehen  muss  und  dass  dieselbe  diese  Eigenschaften  während 
der  ganzen  Bewegung  vor  und  nach  dem  Eintreten  des  Gleichgewichts 
beibehält. 

Nimmt  man  diese  Axe  zur  a:-Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Systems,  so  folgt  sofort  aus  dem  d'Al emb er t' sehen  Princip,  wenn  man 
beachtet,  dass  bei  der  Drehung  des  Systems  um  die  a>Axe  eine  Aende- 
rung  der  relativen  Lage  der  Punkte  des  Systems  nicht  eintritt, 


»  2"|»£-41=*"z-"i. 


wo  «,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  des  Systems,  m  die 
Masse  desselben  und  Y  und  Z  die  Componenten  der  auf  ihn  wirkenden 
Kräfte  nach  den  Axen  der  x  und  y  bezeichnen,  während  die  Summatio- 
nen  auszudehnen  sind  über  alle  Punkte  des  Systems.  Da  nun  die  wir- 
kenden Kräfte  in  unserem  Falle  ein  Potential  haben,  das  nur  von  der 
relativen  Lage  der  Punkte  abhängt,  so  ändert  sich  dieses  nicht  bei  einer 
Drehung  des  Systems  um  irgend  eine  der  Coordinatenaxen.  Das  Drehungs- 
moment der  Kräfte  in  Bezug  auf  jede  der  Coordinatenaxen  ist  also  Null, 
d.  h.  da  £\y  Z — zY\  das  Drehungsmoment  der  wirkenden  Kräfte  in 
Bezug  auf  die  z-Axe  ist, 

2)  j?-t»-«3l-fc 
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Beachtet  man  nun,  dass 

/   d*z        (ßy\      d  (   dz        dy\ 

und  dass,  wenn  man  die  Entfernung  des  MassenthoilchenB  von  der 
Drebungsaxe  mit  r,  den  Winkel  zwischen  der  Protection  des  Radius  vec- 
tor  auf  die  yz-  Ebene  und  der  Axe  der  positiven  y  mit  #  bezeichnet, 

dz        du        9d& 

yTt-tTt==r -hl 

ist.  so  folgt  aus  2) 

*,2-(-S)- 

oder  in  anderer  Schreibart  und  durch  2  dividirt 

Durch  Integration  folgt 

ff fdm  r*d&      „ 

— ä~  ist  die  Fläche,  welche  der  Radius  vector  r  in  dem  Sinne,  in 

welchem  0  wächst,  während  des  Zeitelements  dt  beschreibt.  --  Die  Gleich- 
ung 4)  spricht  den  auf  die  yz -Ebene  bezüglichen  Satz  von  der  Erhaltung 
der  Flächen  aus. 

Bezeichnet  man  mit  w  die  Winkelgeschwindigkeit,  so  dass 

d& 

—  =  tv 
dl 

ist ,  so  ist 

5)  ™-  j  J  jr*dtn  =  Consl. 

Nach  dem  Princip  von  der  Erhaltung  der  Flächen  ist  die  Summe 
der  Momente  der  ursprünglichen  Kräfte  oder  der  relativen  Flächeu  ein 
constantes  Maximum,  also  der  Zeit  proportional. 

Man  definirt  nun  die  Energie  als  das  Product  der  Flächensumme, 
multiplicirt  in  die  Massen elemente,  so  dass  sie  also  gleichbedeutend  mit 
der  halben  Summe  der  Momente  der  Bewegungsquantität  oder  auch  mit 
dem  Product  aus  der  halben  Winkelgeschwindigkeit  in  das  Trägheits- 
moment ist,  also 

"Uff"" 

d.  h.  nach  5) 

6)  E=Consl. 

Die  Bestimmung  des  Werthes  der  Constanten ,  des  invariablen  Maxi- 
mums, ist  somit  auf  die  Berechnung  des  Trägheitsmoments  des  in  Frage 
kommenden  Körpers  in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe  reducirt. 

^  B  igitizedbyTjOOgle 
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Wir  beschränken  ans  auf  die  bei  gegebener  Energie  etwa  auftreten- 
den ellipsoidischen  Gleichgewichtsfiguren.  Das  Trägheitsmoment  eines 
homogenen  Ellipsoids  von  der  Gleichung 


(!)'+(£)'+(!)'= 


l 


und  der  Dichtigkeit  q  in  Bezug  auf  die  x-Axe  ist  nun 

b'+c* 

wo  M  die  Masse  des  Ellipsoids  bezeichnet. 

Hiernach  ist  das  Trägheitsmoment  der  ursprünglichen  Kugel  von  der 
Gleichung 

*2+y*  +  22  =  Ä2 

der  Dichte  q,   die  durch  irgend  eine  Kraft  in  eine  rotirende  Bewegung, 
deren  Aze  die  x-Axe  ist,  gesetzt  ist 

und  ihre  Energie,  wenn  man  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  mit 
w0  bezeichnet, 

7)  EQ  =  ^R*M. 

5 

Das  Trägheitsmoment  eines  um   die  x-Axe  rotirenden,   im  Gleich- 
gewichtszustande befindlichen  Rotationsellipsoids  ist 

und  die  Energie  desselben ,  wenn  man  mit  w  die  Winkelgeschwindigkeit 
bezeichnet , 

8)  E=?rb*M 

5 

w*  6*— a* 

oder,  indem  man    V  =  s und  X  =  — y—   einführt, 

2nqf  a* 

5V-T7 

Das  Trägheitsmoment   des    um   die  x-Axe   rotirenden,    im  Gleich- 
gewicht befindlichen  dreiaxigen  Ellipsoids  ist 

und  die  Energie  desselben,  wenn  man  mit  w1  die  Winkelgeschwindigkeit 
bezeichnet , 

10)  *  J?lS=^.A/(6'+c*) 

oder,  indem  man  wieder   V  und  A  und  ferner  A1  = 


— r—  einführt, 

D^iTizec 
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Es  gilt  nun  der  Satz*: 

Für  jede  Quantität  der  Bewegung,  welche  zwischen  dem  Werthe 
von  £=0  bis  M3338  y0|l87n.W, 


>(¥)' 


liegt,  kann  die  Flüssigkeit  immer  nur  eine  ellipsoidische  Gleich- 
gewichtsfigur annehmen,  und  zwar  die  eines  Rotationsellipsoids  (a); 
für  jede  Bewegungsquantität  aber,  die  zwischen  derselben  Grenze  und 
dem  Werthe  E—oo  liegt,  sind  stets  zwei  ellipsoidische  Gleichgewichts- 
figuren  möglich,  entweder  ein  Rotationsellipsoid  (o)  zwischen  den 
Grenzen  ro  =  0,18711  und  Vi  =  0,2246657  und  ein  dreiaxiges  Ellip- 
soid  zwischen  den  Grenzen  V0  und  F=0  oder  ein  Rotationsellipsoid 
(ß)  und  ein  dreiaxiges  Ellipsoid. 

Aus  diesem  Satze  ersieht  man,  in  welche  ellipsoidische  Gleich- 
gewichtsfigur eine  ruhende  flüssige  Kugel,  welcher  man  auf  irgend  eine 
Art  und  Weise  eine  bestimmte  Energie,  also  eine  bestimmte  anfängliche 
Rotationsgeschwindigkeit  mitgetheilt  hat,  übergehen  kann. 

Wie  wir  gesehen  haben,  bleibt  die  Energie  constant  bei  dem  Ueber- 
gange  der  in  eine  freie  rotirende  Bewegung  versetzten  flüssigen  Kugel 
iu  die  Gleichgewichtsfigur. 

Geht  sie  in  ein  Rotationsellipsoid  über,  so  folgt  7)  und  8) 
t„0Ä*  =  tt>A*,    d.  h.    w0:«  =  6*:Ä» 
und,  da  b>R  ist,   7'0<  71,    wo  T0  die  Rotationsdauer  der  Kugel,   T  die 
des  Rotationsellipsoids  ist.     Da  ferner 

'       Ä»-(a6f)» 
ist,  so  wird 

oder  W 

12)  m0=(l  +  l*)*w. 

Wie    gross    auch   die   Winkelgeschwindigkeit  w0  der  ursprünglichen 
Kugel  sei ,  Ktete  wird  ein  Rotationsellipsoid  die  Gleichgewichtskugel  bilden 
können,  da   aus  dieser  GldchuDg  stete  ein  reeller  positiver  Werth  von  l 
folgt,     Um  mit  fällt  also  die  Lehre  von  der  „Abschleuderung". 
Aus   12)  folgt  weiter 

2*_2*   fb\> 
T~  T  *W 


V% 


taue  Unlenracbttugen  über  frei  rotirende  Flüssigkeiten  im 

GlewbgüwiobU.      E.l   1869.  Digitizedby  G00gk 
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13)  r03:r8  =  a*:68. 

Hieraus  lässt  sich  berechnen ,  wie  gross  die  ursprüngliche  Rotations- 
dauer  der  kugelförmig  gedachten  Erde  gewesen  ist,  damit  sie  gerade  die 
jetzige  Gestalt  and  Rotationsdauer  annehmen  musste. 

Den  Einflnss  des  Umstandes ,  dass  die  Materie  unseres  Erdballes  aus 
höheren  Aggregatzuständen   sich   bis  zu  dem  gegenwärtigen  Grade  ihrer 
Dichtigkeit  condensirt   haben  könnte»   auf  die  jetzige  Tageslänge  lassen 
wir  dabei  ausser  Acht.* 
Aus  13)  folgt 

24.3600 
io~"  (1 +**)*• 
Nun  ist  nach  Kostka** 

(1  +  A*)*=  1,00433467,   d.h.   70  =  23h  55'51,4". 
Hätte  die  Erde  in  die  Laplace'sche  Gleicbgewichtsfigur  übergehen 
sollen,  so  musste 

_ 24.3600 
0^ll  +  A*)K' 
wo  (1  +  il1)*«  680,4939  zu  setzen  istw  d.  h. 

r0=18/34>2/' 
seiu. 

Nach  7)  und  10)  ergiebt  sich  weiter  folgende  Relation  zwischen  w0, 

\i\  -  -3   U±*^±0±V) 

'  °~  2  (l  +  X*)K.(l+l*)* 

gemäss  dem  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie. 

Nach  14)  kann   man  berechnen,  wie  gross  die  ursprüngliche  Rota- 
tionsdauer der  im  Urzustände  kugelförmigen  Erde  gewesen  sein  musste, 
damit  sie  in  die  Jacobi'sche  Gleicbgewichtsfigur  hätte  übergehen  können 
mit  der  Rotationsdauer  von  24*. 
Setzt  man  nach  Matthiessen 

(1 + V)%  =  52,4346 ,    (1  +  V  )*  =>  1,0023 , 
so  folgt  aus  14) 

ro=  14' 40,29". 

Hätte  die  Erde  in  die  Laplace'sche  oder  in  die  Jacobi'sche 
Gleichgewichtsfigur  übergehen  sollen,  so  hätten  also  ungeheure  kosmische 
Kräfte  auf  sie  im  Urzustände  wirken  müssen. 


*  Matthiessen,  Ueber  die  Gesetze  der  Bewegung  and  Abplattung  im  Gleich- 
gewicht befindlicher  homogener  Ellipsoide  etc.,  Abschnitt  V,  Zeitschrift  f.  Math, 
u.  Phys.  1869. 

**  Ueber  die  Auffindung  der  ellipsoidischen  Gleichgewichtsfiguren  etc.,  Mo- 
natsber.  d.  Berl.  Akademie  1870. 

Rostock.  K.  Stirb,  StucLmath. 
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XX  VIR    Das  Kreuzpendel  und  das  Pendelkreuz,  Apparate  sur 
graphischen  Darstellung  der  Sehwingnngsenrven. 

(Hierzu  Taf.  VIII.) 

Das  von  mir  zur  graphischen  Darstellung  der  Sehwingnngsenrven 
constrnirte  Kreuzpendel  hat  folgende  Einrichtung*:  Ein  horizontales  Brett 
ab  cd  (Taf.  VIII  Fig.  1)  ist  an  drei  Drahtstiften  Imn  durch  einen  von 
jedem  derselben  sich  nach  zwei  Richtungen  erstreckenden  Faden  an  den 
vier  festen  Drahtstiften  fxftf$fA,  um  welche  die  Enden  der  Faden  ge- 
schlungen werden,  aufgehängt.  In  der  Buhelage  liegen  die  Punkte 
fxfAlm  einerseits,  die  Punkte  f9fsn  andererseits  in  senkrechten  parallelen 
Ebenen,  so  dass  das  Brett  nur  in  der  durch  den  Pfeil  angedeuteten 
Richtung  seiner  Länge  schwingen  kann  und  dabei  stetB  horizontal  bleibt. 
Die  kleine  stetige  Senkung  kommt  bei  den  verhältnissmässig  kleinen  Aus- 
schlägen nicht  in  Betracht.  Ganz  ebenso  ist  das  zweite  Brett  eigh  auf- 
gehängt an  den  festen  Punkten  /VW4»  und  zwar  derartig,  dass  seine 
Schwingungsrichtung  senkrecht  zu  derjenigen  des  ersten  ist 

Die  Faden  hängen  an  je  vier  Nägeln  an  einem  Statif,  welches  aus 
vier  senkrechten  Pfosten  mit  Querhölzern  hergestellt  ist,  die  einen  80  cm 
im  Quadrat  haltenden  Zwischenraum  einschliessen. 

Zuerst  werden  die  Bretter  durch  zwischengelegte  Latten  annähernd* 
in  ihre  richtige  Lage  gebracht,  und  dann  werden  die  an  ihnen  befestig- 
ten Fäden   in  richtiger  Höhe  um  die  am  Gestell  eingeschlagenen  Nägel 
geschlungen. 

Zur  Einstellung  eines  bestimmten  Schwingungsverhältnisses,  z.  B. 
1:2,  müssen  sich  die  Schwingungsradien  wie  die  Quadrate  der  Maass- 
zahlen,  also  hier  wie  1:4  verhalten.  Man  verführt  beim  Aufhängen  der 
Bretter  am  vorteilhaftesten  auf  folgende  Weise.  Man  legt  erst  ein  Paar 
gleichhoher  Unterlagsleisten  auf  das  Gestell,  auf  diese  das  unterste  Brett 
und  steckt  von  der  Mitte  desselben  den  Sohwingungsradius,  z.  B.  1  m  ab 
und  schlägt  an  den  betreffenden  Stellen  der  Pfosten  Nägel  ein.  Den 
Schwingungsradius  des  untersten  Brettes  lässt  man  am  besten  ein-  für 
allemal  unverändert.  Darauf  legt  man  auf  das  unterste  Brett  wiederum 
ein  Paar  Unterlagsleisten,  auf  diese  dann  das  obere  Brett,  und  steckt 
von  der  Mitte  desselben  nur  ^m  ab,  und  schlägt  an  den  betreffenden 
Stellen  in  die  Pfosten  Nägel.  Alsdann  spannt  man  die  Fäden  für  beide 
Bretter  zwischen  ihren  Aufhängepunkten  in  der  angegebenen  Weise  und 
beobachtet  dabei,  dass  man  behufs  späterer  Justirung  die  Nägel  mehr- 
mals umschlingt,  um  erforderlichen  Falles  das  Brett  eibige  Umwindungen 
niedriger  stellen  zu  können.     Sind  alle  Fäden  gespannt,  so  entferne  man 


*  Bereits  im  Jahre  1875  hatte  ich  in  Giebel* 8  Zeitschr.  46  auf  die  Anwen- 
dung schwingender  Bretter  hingewiesen. 
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beide  Paar  Unterlagsleisten,  wodurch   nun   beide  Bretter  frei  schwingen 
können. 

Zar  genauen  Justimng  zählt  am  besten  von  zwei  Beobachtern  der 
eine  die  des  unteren,  der  andere  die  des  oberen  Schwungbrettes,  welche 
gleichzeitig  losgelassen  sind.  Nach  etwa  60 — 80  Schwingungen  giebt  am 
Ende  einer  vorher  ausgemachten  Schwingungszahl  der  Beobachter  des  un- 
teren Brettes  ein  Zeichen.  Der  Beobachter  des  oberen  erkennt  dann  sofort, 
ob  das  obere  Brett  etwas  zu  langsam  oder  zu  schnell  schwingt,  um  im 
enteren  Falle  die  nöthige  Verkürzung,  im  zweiten  die  erforderliche  Ver- 
längerung durch  Auf-  oder  Abwickelung  der  um  die  Nägel  geschlungenen 
Faden  Windungen  eintreten  zu  lassen. 

Durch  Uebung  gelangt  schliesslich  ein  einziger  Beobachter  durch 
gleichzeitiges  Beobachten  beider  Bretter  bei  einer  bestimmten  Schwing- 
ungszahl zur  Fertigkeit  des  genauen  Justirens. 

Sehneidet  man  drei  Klötze,  welche  bei  richtigem  Abstände  der 
Bretter  an  drei  Stellen  gerade  zwischen  sie  passen,  so  kann  man  dadurch 
stets  leicht  wieder  die  Einstellung  derselben  herstellen. 

An  dem  untern  Brett  ist  eine  Schreib  Vorrichtung  (Fig.  2)  angebracht. 
Auf  dem  Brett  stuv  von  28  cm  Länge  und  11cm  Breite  befinden 
sich  hierzu  zwei  kleine  Pfosten  von  8  cm  Höhe,  welche  ein  Axenlager 
für  einen  um  dasselbe  drehbaren  Hebel  rvz  bilden.  Der  längere,  nach 
vorn  sich  erstreckende  Arm  ist  seitlich  doppelt  verstrebt  und  trägt  bei  rv 
als  schreibenden  Stift  einen  zugespitzten  Silberdraht,  der  in  einer  Glas- 
oder Thonröhre  befestigt  ist. 

Unter  den  Stift  wird  auf  das  obere  Brett  eine  berusste  Glasplatte 
gelegt,  auf  der  der  Schreibstift  beim  Schwingen  der  Bretter  Curven  ver- 
zeichnet. Zur  Begulirung  des  Aufliegens  des  Stiftes  ist  am  andern  Ende 
des  Hebels  ein  verschiebbares  Gewicht  z  angebracht.  Durch  Anziehen 
beider  Bretter,  was  am  besten  mit  beiden  Blanden  zugleich  geschieht,  und 
gleichzeitiges  oder  verschiedenes  Loslassen  derselben  erhält  man  die  ver- 
schiedenen Phasen  für  eine  Einstellung. 

Durch  einige  Versuche  lässt  sich  leicht  die  zur  Herstellung  guter 
Figuren  erforderliche  Stellung  des  Gegengewichts  z  ermitteln.  Es  ist 
vorteilhaft,  das  Gegengewicht  z  zunächst  so  zu  stellen,  dass  der  schrei- 
bende Stift  vorläufig  noch  nicht  aufliegt,  sondern  das  betreffende  Ende 
des  Hebels  in  die  Höhe  gerichtet  ist.  Nach  Verlauf  einiger  Schwing- 
ungen legt  man  alsdann  ein  dünnes  Brettchen  von  Cigarrenholz  auf  die 
entgegengesetzte  Seite  des  Gegengewichts,  welches  dann  den  Stift  zum 
Niedersinken  bringt. 

Die  Figur  ist  dann  leicht  durch  vorsichtiges  Uebergiessen  mit  dem 
Negativlaok  der  Photographen  zu  fixiren  und  liefert  ein  schönes  Trans- 
parentbild«     Sie   lässt  sich    ferner  direct  als   Negativplatte  für  weitere 
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photographische  Abdrücke  in  beliebiger  Zahl  verwenden  und  ist  auch  mit 
Vortbeil  für  das  Skioptikon  zn  braueben. 

Auch  anf  berusstem  Schreibpapier  kann  man  die  Figuren  verzeich- 
nen. Zur  Fixirung  derselben  wird  es  nachher  von  der  Unterseite  mit 
Schell  lackfirniss  getränkt.  Sehr  feine  Figuren  werden  auf  einer  berussten 
Glasplatte  mittelst  einer  feinen  Nähnadel  gezogen. 

Die  vollkommene  Richtigkeit  der  Einstellung  des  Apparates  wird  an 
den  Figuren  selbst  erkannt,  deren  Axe  entweder  constant  bleibt  oder  bei 
etwas  abweichendem  Schwingungsverhältniss  beider  Bretter  sich  all- 
mälig  dreht. 

Anstatt  die  schwingenden  Bretter  oder  Platten,  welche  mit  dem 
Namen  „Schwungplatten44  bezeichnet  werden  mögen ,  in  rechtwinklig  sich 
kreuzender  Richtung  schwingen  zu  lassen ,  (kann  man  erforderlichen  Falles 
auch  derartige  Einrichtungen  treffen ,  dass  sich  die  Scbwingungsrichtungen 
schiefwinklig  kreuzen,  und  kann  man  so  mittelst  des  Kreuzpendels 
Schwingungsfiguren  von  zwei  beliebigen  Schwingungsrichtungen  erzielen. 

Eine  andere  Combination  von  Schwungplatten  zur  Erzeugung  der 
betreffenden  Figuren  ist  folgende: 

Fig.  3.  Die  Schwungplatte  ab  cd  sei  in  angegebener  Weise  an  den 
festen  Punkten  P\P%PzP^  aufgehängt,  so  dass  die  Richtung  der  Schwing- 
ung nach  Pfeil  /  ermöglicht  wird. 

Mittelst  der  Schraube  S  kann  das  Brett  oder  die  Platte  efgh  recht- 
winklig zur  Längsrichtung  der  ersten  Schwungplatte  befestigt  werden. 
Die  Punkte  plp*p*p4  liefern  die  Aufhängepunkte  für  die  zweite  Schwung- 
platte t'Ar/m,  welche,  wenn  die  erste  Schwungplatte  in  Ruhe  bleibt,  in 
der  Richtung  des  Pfeiles  //  schwingt,  genau  senkrecht  zur  Richtung  des 
Pfeiles  1.  Befindet  sich  auf  der  untern  Schwungplatte  der  Hebel  /T,  so 
wird,  wenn  beide  Platten  in  Bewegung  gesetzt  sind,  der  Schreibstift 
auf  ruhender  Fläche  F  die  Figur  zeichnen,  welche  durch  Combination 
beider  auf  einander  senkrecht  stehender  Schwingungsrichtungen  hervor- 
gebracht wird. 

Da  diese  Zusammenstellung  den  Anblick  eines  wirklichen  pendeln- 
den Kreuzes  gewährt,  so  werde  ich  dieselbe  in  Folgendem  zum  Unter- 
schied mit  dem  Namen  „Pendelkreuz44  benennen. 

Auf  experimentellem  Wege  wird  die  genaue  rechtwinklige  Einstellung 
der  Schwingungsrichtungen  ermittelt.  An  einem  dünnen  Faden  wird, 
während  das  eigentliche  Kreuz  in  Ruhe  bleibt,  die  untere  Schwungplatte 
zurückgezogen  und  dann,  wenn  Alles  in  Ruhe  ist,  wird  der  Faden  durch- 
gebrannt. Wenn  das  unterste  Schwungbrett  allein  schwingt,  so  stehen 
die  Schwingungsebenen  genau  senkrecht  zu  einander  und  ist  diese  Stel- 
lung durch  Anziehen  der  Schraube  S  zu  fixiren.  Geräth  dagegen  das 
Kreuz    durch   die    Schwingungen    der   unteren    Schwungplatte   auch   in 
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Schwingungen,  so  sind  die  Richtungen  nicht  senkrecht  aufeinander  und 
müssen  noch  genauer  eingestellt  werden. 

Obwohl  zur  Herstellung  von  Schwingungsfiguren  aus  zwei  Compo- 
nenten  das  Kreuspendel  noch  einfacher  ist,  wie  das  Pendelkreuz,  so  hat 
letzteres  für  instructive  Zwecke  doch  auch  seine  Vorzüge.  Dae  Ange 
sieht  unmittelbar  vor  sich  die  Figur  ans  beiden  Schwingungsrichtungen 
entstehen.  Besonders  ist  z.  B.  das  Pendelkreuz  bei  dem  Verhältnisse  1 : 1 
geeignet  zur  Anschauung  zu  bringen,  wie  durch  die  betreffenden  Phasen- 
differenzen die  entstehende  Ellipse  bald  nach  rechts,  bald  nach  links 
umschrieben  wird ,  was  sich  aus  der  Spirale  unmittelbar  entnehmen  lässt. 

Nun  kann  man  ferner,  statt  die  Fläche  F  ruhend  anzunehmen ,  diese 
wiederum  sich  dargestellt  denken  1.  durch  eine  einfache  Schwungplatte, 
2.  durch  die  unterste  Schwungplatte  eines  zweiten  Pendelkreuzes ,  dessen 
beide  Schwingungsebenen  einen  beliebigen  Winkel  mit  den  Schwingungs- 
ebenen des  ersten  bilden.  Im  ersteren  Falle  erhält  man  die  resultirende 
Schwingungscurve  von  drei  Componenten,  von  denen  zwei  auf  einander 
senkrecht  stehen;  im  zweiten  Falle  ergiebt  sich  als  resultirende  Figur 
eine  Schwingungscurve,  hervorgegangen  aus  vier  Componenten,  von  denen 
je  zwei  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Diese  Figuren  finden  sich  behandelt  in  dem  Werke  „Die  Lehre  von 
den  Schwingungscurven"  von  Melde,  und  sei  hiermit  auf  den  speciellen . 
Fall   ihrer  praktischen  Darstellung  hingewiesen,   dass  zwei  oder  je  zwei 
Componenten  von  vieren  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Nehmen  wir  den  Fall  an,  dass  die  Schwingungsebenen  des  Pendel- 
kreuzes nicht  senkrecht  auf  einander  stehen  und  der  Stift  auf  ruhender 
Flache  eine  Figur  zeichne.  Alsdann  giebt  diese  Cnrve  die  Bahn  eines 
schwingenden  materiellen  Punktes  vom  Gewicht  der  untereu  Schwung- 
platte an,  welcher  um  einen  andern  schwingenden  materiellen  Punkt 
vom  Gewicht  des  Kreuzes  pendelt.  Der  Winkel  des  Kreuzes  ist  gleich 
dem  der  Schwingungsebenen.  Ist  der  Winkel  ein  rechter,  so  sind  die 
Figuren  identisch  mit  den  bis  jetzt  besprochenen  Schwingungscurven. 

Nachdem  im  Vorigen  die  Combinationen  von  Schwungplatten  zum 
Kreuzpendel  und  Pendelkreuz  erörtert  sind,  möge  schliesslich  auf  die 
Verwendbarkeit  eines  so  einfachen  Apparates,  wie  die  einzelne  Schwung- 
platte darstellt,  als  Horizontaldynamometer  hingewiesen  werden. 

Fig.  4.  Nehmen  wir  an,  es  soll  z.  B.  der  Druck  des  Wjndes  auf 
eine  Fläche  von  1  qdcm  ermittelt  werden.  Man  stelle  die  durch  ein 
Gestell  an  den  Punkten  pxp%  hängende  Schwungplatte  ab  derartig,  dass 
ihre  Schwingungsrichtung  mit  der  Windrichtung  zusammenfällt.  Auf  ab 
befestige  man  eine  Platte  cd  von  1  qdcm,  senkrecht  auf  ab  und  senk- 
recht zur  Schwingungsrichtung.  Nehmen  wir  den  Luftstrom  constant  an, 
so  wird   die  Schwungplatte  ab  in  eine  neue  Lage  albl  übergehen,  und 
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da  sie  horizontal  bleibt,  so  wird  cd  auch  stets  senkrecht  zur  Windrich- 
tung stehen. 

Bezeichnet  man  nun  den  Ausschlagswinkel  mit  a,  das  Gewicht  der 
Schwungplatte  ab  und  der  Platte  cd  mit  i>,  mit  X  den  zu  ermittelnden 
Druck  des  Windes,  so  ergiebt  sich 

X*=  P.  Iget. 
Denn  wenn  in  Fig.  5  s  den  Schwerpunkt  des  um  p  schwingenden  Systems 
darstellt  und  s  durch  die  horizontal  wirkende  Kraft  X  auf  s,  gehoben 
ist,  so  wirkt  auf  sl  in  der  Richtung  der  Tangente  nach  unten  ziehend 
die  Kraft  Pcos(R-a)  oder  Psina.  Nach  oben  wird  st  in  der  Richtung 
der  Tangente  durch  die  Kraft  Xcosa  getrieben.    Ruhelage  tritt  ein ,  wenn 

Xcosa=  Psina,  d.  h.  „       ni 

X=Ptga 

ist.  unmittelbar  lässt  sich  tga  leicht  durch  folgende  Vorrichtung  beobach- 
ten. Man  befestige  einen  horizontalen  Stab  mn  am  Gestell.  Wenn  n 
senkrecht  unter  p2  hängt,  so  nehme  man  np%  gleich  der  Einheit  an  und 
theile  von  n  aus  als  Anfangspunkt  nm  in  Ganze  und  Bruchtheile  durch 
Theilstriche ,  welche  nach  p2  convergiren.  Die  Striche  geben  unmittel- 
bar den  Werth  von  tga  an.  Bringt  der  Beobachter  das  Auge  in  die 
durch  die  gespannten  Doppelfäden  gebildete  Visirebene,  so  kann  sofort 
der  Werth  ron  tga  abgelesen  werden. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  mittelst  dieser  Vorrichtung  der  Druck  des 
Windes  auf  eine  vorhandene  beliebig  gestaltete  Fläche  von  convexer  oder 
coneaver  Form  auf  experimentellem  Wege  ermittelt  werden  kann. 

P.    ScnÖNEMANN. 

XXIX.   Heber  die  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Flachen  zweiten 
Grades,  welche  ein  windschiefes  Viersen  gemein  haben. 

Die  folgenden  Sätze  sind  zwar  nur  specielle  Fälle  allgemeiner  Sätze 
über  Strahlensysteme  zweiten  Grades*,  sie  scheinen  mir  aber  interessant 
genug,  um  ihre  besondere  Ableitung  aus  der  Theorie  der  Flächen  zwei- 
ten Grades  gerechtfertigt  zu  finden.  Zudem  fand  ich  Satz  II  nirgends 
besonders  aufgeführt,  obwohl  er  auf  eine  nene  Gattung  von  Schliessungs- 
problemen hinweist,  deren  allgemeine  Behandlung  wttnschenswerth  er- 
scheint« 

Die  beiden  Flächen  zweiten  Grades  %  und  %'  mögen  die  vier  Geraden 
a,  b,  c,  a  gemein  haben  derart,  dass  a  und  c%  b  und  d  resp.  derselben 
Schaar  angehören;  es  schneide  also  die  Gerade  a  die  b  im  Punkte  a,  b 
die  c  in  fc,  c  die  d  in  C,  d  die  a  in  b.  Setzen  wir  fem  er  die  Ebenen 
(«&)=«,  (*c)s=/5,  (c//)=y,  (*/«)=£,  so  gilt  zunächst  folgender  Satz: 

*  Vergl.  meine  Abhandlung:  „Geometrische  UnterBuchungen  etc."  iu  den  Math. 
Ann.,  Bd.  XV  S.  449. 
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Die  FlÄche  zweiten  Grades  9t,  welche  eine  beliebige  Gerade 
g   enthält  und  die  Ebenen   *  und   y  in  resp.  a  nnd  c  berührt, 
schneidet  jede  der  Flächen  %  und  g'  in  zwei  Kegelschnitten ,  von 
denen  jeder  mit  g  einen  Punkt  gemein  hat. 
Schneidet  g  die  Gerade  ac,  so  ist  SR  die  doppelt  zn  zählende  Ebene 
dnrch  g  nnd   ac.     Berührt  ferner  g  die  Fläche  g,   so  fallen  die  beiden 
Kegelschnitte,  in  denen  %  von  91  geschnitten  wird,  in  einen  zusammen; 
91  berührt  also  die  Fläche  %  längs  eines  Kegelschnittes.     Ist  also  g  eine 
gemeinsame  Tangente  von  %  und  $',  so  berührt  91  sowohl  g ,  als  gf  längs 
eines  Kegelschnittes.     Da  nun  infolge  dessen  jede  in  9t  enthaltene  Ge- 
rade %  und  g'  berührt,  so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

I.   Jede  in   einer  solchen  Fläche  zweiten  Grades  9t  ent- 
haltene Gerade,    welche    eine  gemeinsame  Tangente 
zweier  Flächen  zweiten  Grades  enthält,  die  ein  wind- 
schiefes Vierseit  gemein   haben,   und  ferner  die  Flä- 
chen   %    und    g'    in    zwei    gegenüberliegenden    Ecken 
dieses  Vierseits  berührt,    ist  eine  gemeinsame  Tan- 
gente von  %  und  ft'. 
Die  Gerade  p  möge  nun  §  und  %'  in  resp.  p  und  p'  berühren  und 
mit  den  beiden  gegenüberliegenden  Ecken   a  und  c  die  Fläche  zweiten 
Grades  9t,  mit  b  und  b  aber  9t'  bestimmen.     Dnrch  p  geht  nun  ausser  p 
noch  eine  andere  in  9t  enthaltene  Gerade  ?,  welche  §  nach  I  in  einem 
Punkte  q'  berührt,  durch  q'  ferner  ausser  q  eine  andere  in  9t  enthaltene 
Gerade  r,   welche  %  in   r  berührt.     Ebenso  geht  durch  p'  ausser  p  eine 
andere  in  9t  enthaltene  Gerade  q\  welche  %  in  q  berührt,  und  durch  q 
ausser  q   eine  andere  in  9t  enthaltene  Gerade  r',  welche  %'  in  r'  berührt* 
Da  nun  aber  von  jedem  Punkte  der  einen  Fläche  immer  nur  zwei  Tan- 
genten  an   die  zweite  gehen,   welche  auch  die  erste  berühren,  so  folgt, 
dass  alle   die  Geraden  p,  ?,  r,  q\  r   auch  in   9t'  enthalten  sind.     Nun 
können   aber  9t   und  9t'  nicht   identisch  sein;   also  ist  r  =  r'=/>',  r  =  q, 
r'=q\     Da   ferner  die  Geraden  J>q  und  p'q'  in  den  Ebenen  der  Kegel- 
schnitte liegen  müssen ,  in  welchen  9t  wid  9t'  von  g  und  §'  resp.  berührt 
werden,  so  folgt  der  Satz: 

II.  Haben  zwei  Flächen  zweiten  Grades  g  und  $'  ein 
windschiefes  Vierseit  gemein,  so  ordnen  sich  die 
gemeinsamen  Tangenten  derselben  zu  zweifach  un- 
endlich vielen  windschiefen  Vierseiten,  von  denen 
je  zwei  gegenüberliegende  Ecken  mit  den  zugehöri- 
gen Seitenflächen  Punkte  mit  den  zugehörigen  Tan- 
gentialebenen von  g,  resp.  %'  sind.  Die  Diagonalen 
aller  dieser  Vierseite  treffen  diejenigen  des  %  und  %' 
gemeinsamen  Vierseits. 
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Offenbar  verbalten  sieb  die  Flüchen  %  und  %'  mit  ihrem  gemein- 
samen Vierseit  zu  91  und  9t'  mit  ihrem  gemeinsamen  Vierseit  ebenso,  wie 
diese  au  jenen.  Dr>  p#  amüRm 


XXX.   Notiz*  über  gewisse  periodische  Decimalbrtiche. 

Unter  den  Decimalbrüchen  für  die  reeiproken  natürlichen  Zahlen 
findet  man  mehrere,  deren  Periode  eine  gerade  Zahl  von  Decimalstellen 
enthält,  etwa  2  k  Stellen,  von  denen  sich  die  l*6  und  die  (*+l),e,  die 
2te  und  die  (Ar+2)le  u.  s.  w.  zu  9  ergänzen,  wie  z.  B.  bei  4  =  0,142857... 

Um  alle  Brüche  von  der  Form  -rr  zu  entdecken ,  welche  zu  2  k  -  stelligen 

Perioden  dieser  Art  führen,  kann  man  folgende  Regel  benutzen: 

10*  + 1 


„Bezeichnet  T  einen  Theiler  von  10*  + 1,  so  ist  N=: 


und 


die   k  Ziffern    der  ganzen  Zahl   J— 1    sind    die    k   ersten  Stellen    der 
Periode." 

Beispielsweise  hat  man  für  sechsstellige  Perioden  A=3;  108+ 1 
»=7.  11.  13;  7=7,  11,  13,  77,91,  143,  mithin  bei  umgekehrter  Anord- 
nung der  Theiler 


T 

N 

T-\ 

l 

17 

143 

7 

142 

|  =0,142857... 

91 

11 

090 

tV  =0,090909... 

77 

13 

076 

,V  =0,076923... 

13 

77 

012 

W  =0,012987... 

11 

91 

010 

ix  =0,010989... 

7 

143 

006 

t*t  =  0,006  993. ., 

Der   Beweis  dieses  Satzes   beruht  lediglich   auf  der  Summenformel 
für  die  geometrische  Progression  und  kann  daher  dem  Leser  überlassen 
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Die  Entdeckung  der  endlichen  Lichtgeschwindigkeit 
durch  Olaf  Roemer. 

Von 

Dr.  Alex.  Wernicke. 


L   Die  Geschichte  der  Roemer'sehen  Entdeckung. 

Ein  dichter  Schleier  von  ererbten  und  nen  entstandenen  Vorurtheilen 
hallte  die  Welt  des  fünfzehnten  Jahrhunderts  ein.  Es  kostete  gewaltige 
Anstrengungen,  diesen  Schleier  zu  zerreissen,  und  als  endlich  das  freie 
Denken  wieder  zu  Ehren  gekommen  war,  boten  die  Vertreter  mittelalter- 
licher Tendenzen  alle  Kräfte  auf,  um  die  neue  Richtung  zu  unterdrücken. 
Es  gelang  ihnen  auch  auf  dem  Gebiete  des  Glaubens,  die  Entscheidung 
hinauszuschieben,  und  selbst  in  unseren  Tagen  ist  hier  noch  kein  Ab- 
schluss  erreicht.  Anders  steht  es  auf  dem  Felde  der  Wissenschaft.  Da 
ist  der  Sieg  des  kritischen  Verstandes  in  dem  Kampfe  mit  gläubigen 
Vorurtheilen  schon  längst  entschieden.  Der  Streit  begann  mit  der  Geistes- 
that  des  Co  pernio  us  und  endete  mit  der  Entdeckung  von  Olaf  Roemer. 
Nachher  folgte  jene  ruhige  und  stetige  Entwicklung  der  gesammten 
Naturwissenschaften ,  auf  die  wir  heute  so  stolz  sind ;  es  war  ein  rüstiges 
Vorwärtsgehen  ohne  Zaudern  und  Schwanken,  ein  sicheres  und  glück- 
liches Streben,  das  sich  um  seine  Berechtigung  nicht  mehr  zu  kümmern 
brauchte* 

Lange  Zeit  hatte  man  die  Erde  als  Wohnsitz  der  Menschen  für  das 
wichtigste  Glied  des  Alls  gehalten  —  auf  diese  Stellung  lehrte  Co  per- 
nio us  verzichten.  Langsam  begann  man  die  ganze  Bedeutung  der  Natur- 
gesetze zu  verstehen;  man  fing  an  einzusehen,  dass  sie  allein  das  Ruhende 
im  Flusse  der  Dinge  seien,  und  versuchte  die  Erscheinungen  auf  der 
Erde  durch  sie  zu  regeln.  Noch  scheute  man  sich,  durch  das  Ansehen 
der  Bibel  und  der  Aristotelischen  Werke  bewogen,  den  Naturgesetzen 
auch  Geltung  im  Reiche  der  himmlischen  Erscheinungen,  in  der  Welt 
„jenseit  des  Mondes"  zuzusprechen.  Namentlich  stattete  man  das  Licht 
als  Boten  des  Himmels  mit  unmessbar  grosser  Geschwindigkeit  aus.  Darum 
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war  es  von  ungeheuerer  Bedeutung,  dass  dem  Dogma  von  der  momen- 
tanen Fortpflanzung  des  Lichtes  ein  Ende  gemacht  wurde.  Die  Zeit- 
genossen Roemer's  waren  sich  dieser  Bedeutung  wohl  bewusst.  Die 
Geschichte  der  Pariser  Akademie,  welche,  auf  die  alten  Register  und 
die  Historia  von  Du  Hamel  gestützt,  im  Jahre  1735  herausgegeben 
wurde,  sagt  über  diesen  Punkt:  „7/  falut  donc  admeltre  le  retardement  de 
la  Lumiere,  si  vraisemblable  selon  la  Physique,  quand  il  ne  seroit  pas  prouve 
par  V Astronomie.  Pourquoi  la  Lumiire  pourroil- eile  traverser  un  espace  en 
un  instant,  plülöt  que  le  son  ou  pour  parier  encore  plus  philosophiquement, 
plütöt  qu'un  bloc  de  marbre*:  car  le  mouvetnent  du  corps  le  plus  subtil  ne  peut 
Hre  que  plus  prompt,  mais  il  ne  peut  pas  plus  itre  instantane  que  celui  du  corps 
le  plus  pesant  et  le  plus  massif.  Un  pre'juge  trop  favorable  aux  Cieux  et  aux 
Corps  Celestes  leur  a  fait  donner  bien  des  prerogutives  qu'ils  commencent  ä 
perdre.  On  avait  cru  les  Cieux  incapables  de  changemenl  et  d'alle'ralion ;  on 
est  presentement  desabuse  par  Pexperience:  mais  si  on  avoit  bien  raisonne 
c'auroil  du  etre  de  lout  tems  un  grand  prejuge  contre  eux  que  les  change- 
mens  des  corps  sublunaires.  Les  memes  loix  de  la  Nature  ont  cours  partout 
et  les  Cieux  ne  doivent  nullement  itre  priviligies." 

§1. 

Während  die  alten  Physiker  und  Philosophen  dem  Lichte  eine  un- 
endlich grosse  Geschwindigkeit  beigelegt  hatten,  sprach  Bacon  in  seinem 
Novum  organon  aus,  dass  das  Licht  möglicherweise  eine  endliche  Zeit 
gebrauche,  um  eine  endliche  Strecke  zu  durchlaufen.  Vergebens  hatte 
Galilei  Versuchsstationen  errichten  lassen,  um  über  diese  Frage  zu  ent- 
scheiden, vergebens  hatte  Descarte«1)  die  Mondfinsternisse  beobachtet, 
um  einen  endlichen  Werth  der  Lichtgeschwindigkeit  abzuleiten.  Da  ge- 
lang es  Roemer,  in  dieser  Frage  eine  endgiltige  Entscheidung  herbeizu- 
führen. Seine  Forschungen  in  der  Jupiterwelt  setzten  ihn  in  den  Stand, 
diese  Resultate  zu  gewinnen,  und  so  hängt  seine  Entdeckung  eng  zu- 
sammen mit  den  astronomischen  Untersuchungen  seines  Zeitalters. 

Copernicus  hatte  eine  grosse  Zahl  von  Anhängern  hinterlassen, 
und  diesen  kam  es  zu,  den  Ideen  ihres  Meisters  Geltung  zu  verschaffen. 
Neben  den  grossartigen  Arbeiten  Kepler 's  war  es  hauptsächlich  die 
Entdeckung2)  der  Jupitertrabanten  durch  Galilei,  welche  viel  zur  An- 
erkennung des  neuen  Systems  beitrug.  Man  sah  dort  eine  Welt  im 
Kleinen,  die  den  Annahmen  des  Astronomen  von  Thorn  vollkommen 
entsprach.  Natürlich  richteten  die  hervorragendsten  Geister  alle  ihre  Auf- 
merksamkeit auf  die  Erforschung  dieser  fernen  Welt.  Galilei 's  Arbei- 
ten, welche  eine  angenäherte  Bestimmung  der  Bewegungsverhältnisse 
der  Trabanten  geliefert  hatten,  trugen  die  Keime  neuer  Entdeckungen 
in  sich;  sie  bezeichneten  zunächst  den  Zeitgenossen  und  der  Nachwelt 
die  ganz   bestimmte  Aufgabe:   eine  vollständige   Kenntniss  des  Tra-         ^ 
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bantensystems  anzustreben.  Als  Galilei  seine  Tafeln  der  neuen  Ge- 
stirne herausgab,  machte  er  die  Astronomen  darauf  aufmerksam,  dass 
man  in  ihren  häufigen  Verfinsterungen  ein  ausgezeichnetes  Mittel  besäsae, 
die  Ortslängen  zu  bestimmen.  Man  arbeitete  viel  an  der  Bestimmung 
der  Bahnelemente  der  neuentdeckten  Weltkörper  und  dennoch  stand  man 
im  Jahre  1642  noch  ganz  auf  dem  Standpunkte  der  Jahre  1614  und  1615. 

Erst  Cassini,  welcher  der  Erforschung  der  Jupiterwelt  seit  dem 
Jahre  1642  alle  seine  Aufmerksamkeit  zuwandte,  fand  die  geeignete 
Beobachtungsmethode.  Er  sagt:  ,,//  faut  pre'fe'rer  ä  touies  les  autres  phases 
les  eclipses  que  ces  salellites  souffrent  en  passant  par  Vombre  de  Jupiter,  dont 
on  peut  observer  Ventree  et  la  sortie"  Auf  Grund  solcher  Beobachtungen 
entstanden  die  Ephemerides  Fononienses,  welche  Cassinis  Weltruf  begrün- 
deten und  ihm  das  Directorat  des  Pariser  Observatoriums  eintrugen.  Diese 
Tafeln  genügten  weit  besser,  als  Alles,  was  bisher  über  diesen  Gegen- 
stand vorhanden  war.  Damit  war  der  Weg  vorgeschrieben ,  der  zur  voll- 
ständigen Kenntniss  der  Jupiterwelt  führte:  „Es  handelte  sich  zunächst 
darum,  möglichst  viele  Verfinsterungen  der  Jupitermonde  zu  beobachten.11 

In  Paris,  wo  Ficard  und  Richer  neben  Cassini  wirkten,  würde 
diese  Forderung  natürlich  gewissenhaft  erfüllt.  Im  Jahre  1671  reiste 
Picard  im  Auftrage  der  Pariser  Akademie  nach  Dänemark,  um  die  ver- 
fallene Sternwarte  Tycho's  zu  besuchen  und  daselbst  astronomische 
Fundamentalbestimmungen  zu  machen.  In  Kopenhagen  lernte  er  den 
jungen  (1644  zur  Aarhus  geborenen)  Mathematiker  Olaf  Roemer  kennen 
und  bewog  denselben,  von  seinen  Kenntnissen  überrascht,  sein  Vaterland 
mit  Frankreich  zu  vertauschen3).  ^Roemer  wurde  im  folgenden  Jahre 
Mitglied  der  Akademie  und  arbeitete  zunächst  unter  Picard's  Leitung 
mit  Cassini  und  Richer  an  der  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe4). 
Bald  wurde  er  auch  in  die  Untersuchungen  über  die  Jupiterwelt  hinein- 
gezogen. Er  beobachtete  mit  Picard  die  Verfinsterungen  der  Trabanten5) 
und  sie,  wie  Cassini,  bemerkten  bald  in  den  Bestimmungsreihen  ihrer 
Umlaufszeiten  periodisch  wiederkehrende  Unregelmässigkeiten.  Sie  erkann- 
ten ,  dass  die  Dauer  der  Umlaufszeiten ,  die  aus  den  Beobachtungen  folgte, 
in  gewisser  Weise  von  der  scheinbaren  Grösse  des  Jupiter  zur  Zeit  der 
Beobachtungen  abhing6).  Roemer  gewann  nach  und  nach  die  Ueber- 
zeugung,  dass  sich  die  beobachteten  Unregelmässigkeiten  erklären  liessen, 
wenn  man  im  Gegensatz  zu  der  bestehenden  Ansicht  annähme,  dass  die 
Geschwindigkeit  des  Lichtes  eine  endliche  sei. 

§2. 

Roemer  theilte  der  Akademie  der  Wissenschaften  im  September  des 
Jahres  1676  mit,  dass  die  Verfinsterungen  des  ersten  Jupitertrabanten, 
welche  im  November  zu  erwarten  seien,  etwa  10'  später  eintreten  wür- 
den,  als  es  die  Rechnung  auf  Grund   der  Augustbestimmungen  ergäbe, 
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dass  man  sich  z.  B.  am  16.  November  von  einer  solchen  Verzögerung 
überzeugen  könne  und  dass  sich  dieselbe  durch  die  Annahme  einer  end- 
lichen Lichtgeschwindigkeit  erklären  lasse.  Die  in  Aussicht  gestellte 
Verzögerung  der  Novembereclipsen  wurde  in  der  That  beobachtet  und 
zwar  am  9.  November  1676.  Die  Erscheinung  sollte  nach  dem  Calcul 
um  5b  25'  45"  Abends  eintreten  und  trat  um  5h  35'  45"  ein.  Darauf 
trug  Roemer  am  22.  November  1676  in  der  Akademie  seine  neue  Theorie 
ausführlicber  vor  und  theilte  mit,  dass  das  Licht  22'  brauche,  um  den 
Durchmesser  der  Erdbahn  zu  durchlaufen ,  und  dass  die  Geschwindigkeit 
desselben  demnach  48203^rVj-  Meilensecunden  betrage.  Sein  Mass  war 
die  Heue  commune  de  France. 

$3. 

Roemer  begründete  sein  Theorem  auf  folgende  Weise:  So  lange  die 
synodische  Umlaufszeit  (T)  des  Trabanten  dieselbe  ist,  muss  auch  die 
Zeit,  welche  zwischen  irgend  zwei  Immersionen  (oder  zwei  Emersionen) 
desselben  liegt,  stets  ein  Vielfaches  (nT)  der  synodischen  Umlaufszeit  (7~) 
sein.  Ein  Beobachter,  welcher  irgendwo  im  Weltenraum  stationirt  ist, 
wird  daher  aus  den  Immersionen  (oder  Emersionen)  einen  constanten 
Werth  für  die  synodische  Umlaufszeit  der  Trabanten  herleiten,  so  lange 
diese  selbst  ungeändert  bleibt  und  so  lange  die  Entfernung  seines  Stand- 
ortes vom  Jupiter  dieselbe  ist.  Aendert  sich  aber  diese  Entfernung  in 
der  Zeit,  welche  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Beobachtung  liegt,  um 
eine  endliche  Grösse  dy  so  wird  der  Beobachter  durch  seine  Bestimmungen 
die  Grösse  nT  nur  dann  erhalten,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
unendlich   gross  ist.     Ist  dieselbe  endlich  («?),   so  wird  er  statt  nT  das 

Resultat  nT  +  —  erhalten,  je  nachdem  eine  Verlängerung  oder  Verkür- 
zung der  ursprünglichen  Entfernung  stattgefunden  hat.  Nun  zwingt  uns 
einerseits  die  Analogie  der  Erfahrung,  auch  bei  den  Trabanten  die  Con- 
stanz  der  siderischen  (und  demnach  auch  innerhalb  gewisser  Grenzen  die 
Un Veränderlichkeit  der  synodischen)  Umlaufszeit  anzunehmen,  anderer- 
seits finden  wir  aus  unseren  Beobachtungen,  während  sich  die  Erde  vom 
Jupiter  entfernt,  nT-\-x  statt  nT>  und  während  wir  uns  dem  Jupiter 
nähern,  mT  —  X  statt  mT:  folglich  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  das 
Licht  eine  endliche  Zeit  gebraucht,  um  eine  endliche  Strecke  zu  durch- 
laufen.    Ist  ausser  x  oder  A  noch  das  entsprechende  dx  (oder  </*)  gegeben, 

so  findet  man  unmittelbar  i>  =  —  (oder  =-r  ). 

§4- 
Die  Zahlenresultate  hat  Roemer  durch  Bestimmung  von  Gruppen 
*>  <i*i  ••>  A,  4*  aus  den  Beobachtungen   des  ersten  Trabanten  erhalten. 
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Er  wählte  für  die  Rechnung1)  die  Beobachtungen  der  Jahre  1671,  1672, 
1673,  weil  Jupiter  im  Jahre  1672  in  seinem  Aphel  stand  und  deshalb 
„5i6i  similis  et  in  motu  et  in  intervallis  a  sole"  war.  Für  die  Zeit  seiner 
Beobachtungen  durfte  also  Roemer  die  synodische  Umlaufszeit  des  ersten 
Trabanten  als  Consta nt  ansehen.  Roemer  berechnete  wahrscheinlich  aus 
einem  Immersionscyclu6  eine  Umlaufszeit  T1}  aus  einem  Emersionscyclus 

eine  Umlaufszeit  T2  und  benutzte  dann  den  Werth  1=-^-* — ->   um  für 

je  zwei  Beobachtungen  den  Werth  nT  und  also  auch  die  Grösse  x  (oder  X) 
herzustellen.  Wenn  man  die  Beobachtungen  Roeraers,  welche  uns  von 
Horrebow  in  seiner  „Basis  Astronomiae"  mitgetheilt  worden  sind,  auf 
diese  Weise  benützt,  gelangt  man  in  der  That  zu  den  Roemer 'sehen 
Zahlen werthen.  Er  benutzte8)  eine  Sonnenparallaxe  von  9,3"  und  legte8) 
seinen  Rechnungen  die  aus  der  Gradmessung  zwischen  Sourdon  und  Mal- 
voisine  hervorgegangene  Reductionsgleichung 

1°  =  57064  tois.  3  pieds 
au  Grunde.     Die  Heue  commune  de  France,  von  denen  25  auf  einen  Grad 
gehen,  umfasst  2282  tois. 

So  erhalten  der  Erdradius  (r),  der  Halbmesser  (p)  der  Erdbahn  und 
die  Lichtgeschwindigkeit  (y)  folgende  Werth e: 

r  =  1432.745  Heues  c.  d.  F., 

0  =  31814460  Heues  c.  d.  F., 

v  =  48213 .73  Heues-  sec. 
Rechnet  man  diese  Werthe  in  geographische  Meilen  um,  so  findet  man 

r  =  859.6476  geogr.  Meil., 

^=19088680       „         „ 

»«=28922.24  Meil.- Sec. 
Bekanntlich  nimmt  man  jetzt  für  v  einen  Werth  von  etwa  42000 
Meilensecunden  an. 

§5- 
Die  Akademie  erkannte  die  Roemer' sehen  Schlüsse  nicht  unbedingt 
an.1)  Picard  stellte  sich  zwar  auf  die  Seite  seines  Zöglings2),  Cas- 
sini aber  scheiut8)  der  Meinung  seines  Rivalen  nie  beigetreten  zu  sein, 
wenn  er  auch  dem  Gedankengange  desselben  seine  Achtung  zollte. 
Roemer  hatte  seine  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  ersten  Jupiter- 
trabanten gewonnen  und  nicht  verschwiegen,  dass  ähnliche  Betrach- 
tungen bei  den  drei  anderen  nicht  zum  Ziele  geführt  hatten4).  Gassini 
hielt  diesen  Umstand  für  sehr  bedenklich  und  that  nicht  Unrecht  daran. 
Roemer  selbst  hatte  nach  Erklärungen  dieser  Unregelmässigkeiten  ge- 
sucht6) und  war  eigentlich  nur  zu  dem  Resultate  gekommen :  „in  confesso 
est,  ipsos  habere  irregularitates  nondum  determinatasu.    Im  Jahre  1680  gab 
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Cassini6)  verbesserte  Tafeln  der  Monde  heraus,  bei  deren  Berechnung 
er  auf  die  Roemer' sehe  Hypothese  keine  Rücksicht  genommen  hatte7). 
Seine  „Tabula  secundae  aequationis  conjuncUoms",  welche  sich  auf  „rertaines 
iquatiom  cmpiriques"  stützt,  soll  das  Roemer'sche  Calcul  ersetzen8).  Die 
grösste  Correction 9) ,  welche  dort  angegeben  ist,  beträgt  nicht  22',  son- 
dern 14'  10".  (Der  genauere  Werth,  der  viel  später  von  Delambre 
gefunden  wurde,  beträgt  16'  26".) 

§6. 
Roemer  kehrte  1681  nach  Kopenhagen  zurück,  um  fortaoftin  seinem 
Vaterlande  zu  wirken.  In  Paris  scheint  man  nach  seinem  Fortgange  das 
Vertrauen  auf  seine  Entdeckungen  nach  und  nach  verloren  zu  haben. 
Du  Hamel  trat  zwar  in  seiner  „Philosophia  velus  ei  nova",  die  1681 
erschien,  den  Ausführungen  Roemer" 6  bei,  führte  aber  statt  der  von 
Jenem  angegebenen  22'  den  Cassini' sehen  Werth  von  14'  10"  ein. 
Später1)  griff  Maral di  die  Roemer'sche  Entdeckung  heftig  an  und 
wiederholte  alle  Einwände,  die  bereits  Roemer  selbst  ausführlich  erwogen 
hatte.  Durch  ihn  wurde  auch  Fontenelle  bestimmt2),  die  endliche 
Lichtgeschwindigkeit  für  unerwiesen  zu  halten,  während  Halley  mit 
allen  Kräften  für  dieselbe  eintrat8).  Später  wurde  Roemer 's  Verdienst 
auch  in  Paris  wieder  anerkannt.  Der  Secretär  der  Akademie  de  Mai  ran 
gab  6ich  (1735)  viele  Mühe4),  den  Beweis  zu  liefern,  dass  Maraldi 
selbst  schliesslich  die  Hinfälligkeit  seiner  Einwände  anerkannt  habe.  Als 
Bradley's  Arbeiten  über  die  Aberration  die  Roemer'sche  Entdeckung 
bestätigt  hatten,  wurde  dem  Gedankengange  des  grossen  «Dänen  überall 
die  schuldige  Anerkennung. 

§7. 
Was  Roemer  selbst  in  dieser  Frage  noch  gethan  hat,  ist  schwer 
zu  entscheiden.  Obgleich  er  schon  im  Jahre  1677  die  Absicht  hatte,  die 
Beobachtungen  und  Rechnungen,  welche  seine  Entdeckung  bestätigten, 
zu  veröffentlichen1),  so  ist  er  doch  weder  während  seines  Pariser  Aufent- 
halts, noch  in  seiner  Heimath  dazu  gekommen.  Man  weiss  auch  nicht, 
ob  Roemer  weitere  Versuche  gemacht  hat,  die  Unregelmässigkeiten  der 
drei  anderen  Trabanten  zu  erklären,  um  sich  dadurch  gegen  den  einzigen 
stichhaltigen  Einwand  seiner  Gegner  zu  schützen.  Es  ist  auch  keine 
Notiz  darüber  vorhanden ,  ob  er  aus  späteren  Beobachtungen  den  Schluss 
gezogen,  dass  die  Zahl  22  durch  14  oder  15  zu  ersetzen  sei8).  Nach 
dem  Tode  Roemer 's,  welcher  1710  erfolgte,  blieben  seine  Papiere  un- 
benutzt liegen,  bis  einer  seiner  Schüler,  Peter  Horrebow,  Director 
der  Sternwarte  wurde8).  Dieser  fasste  den  Plan,  die  Werke  seines 
Meisters  zu  ordnen  und  herauszugeben.  Als  er  seine  Arbeit  fast  halb 
beendet   hatte,   zerstörte   ein  Brand    (1728)  das  Observatorium  und  bei- 
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nahe  alle  Aufzeichnungen  Roemer 's.  Horrebow  gab  die  Ueberreste 
derselben  in  seiner  „Basis  Astronomiae"  heraus  (1735).  So  ist  wenigstens 
Einiges  von  den  Untersuchungen  des  grossen  Astronomen  auf  uns  gekom- 
men, nud  zwar  Manches,  das  für  die  Geschichte  der  Entdeckung  der 
endlichen  Lichtgeschwindigkeit  von  hohem  Werthe  ist. 


IL   Quellen  und  Belege  für  die  Geschichte  der  Roemer'schen 
Entdeckung. 

Neben  den  Registern  der  Pariser  Akademie,  welche  im  Allgemeinen 
unzugänglich  sind,  ist  die  „Regiae  seien tiar um  Academiae  Historia"  die  älteste 
Quelle  für  die  Thätigkeit  der  ersten  Akademiker.  Einzelne  Arbeiten 
derselben  finden  sich  auch  im  „Journal  des  Sauants".  Im  Jahre  1731 
erschien  in  Holland  ein  umfassendes  Werk:  „Histoire  de  fAcade'mie  Royale 
des  Sciences  conlenant  les  ouvrages  adoptez  par  cette  AcadSmie  avant  son 
renouvellement  en  1699",  während  man  in  Paris  an  einem  ähnlichen  Unter- 
nehmen arbeitete.  Der  Secretär  der  Akademie  Fönten  eile  und  seine 
Nachfolger  bereiteten  ein  zehnbändiges  Werk  vor,  das  1735  erschien  und 
welches  in  den  ersten  Bänden  die  Geschichte  der  Akademie  (Eist.  Par.), 
in  den  anderen  (Anc.  mim.)  die  Arbeiten  der  Akademiker  enthält.  Ausser- 
dem ist  der  im  Jahre  1678  geschriebene,  im  Jahre  1690  herausgegebene 
„Traue  de  la  lumiere  par  Huyghens"  und  die  im  Jahre  1735  veröffentlichte 
„Kasis  Astronomiae"  des  Peter  Horrebow  wichtig  für  das  Studium  der 
Roemer' sehen  Entdeckung.  Ein  Gleiches  gilt  von  der  1681  erschiene- 
nen „Philosophia  vetus  et  nova"  des  Du  Hamel  und  von  einigen  späteren 
Memoiren  der  französischen  Akademie. 

Entsprechend  den  Zahlen  der  vorangehenden  Darstellung,  folgen  nun 
für  die  einzelnen  Paragraphen  die  Nachweise. 

§  1- 

1)  Man  findet  eine  Darstellung  des  Gedankenganges  von  Descartes  im 
„Tratte  de  la  lumiere"  von  Huyghens.  Descartes  war  übrigens,  da  seine  Be- 
obachtungen keinen  endlichen  Werth  rar  die  Lichtgeschwindigkeit  ergaben,  ein 
Verfechter  der  alten  Ansicht,  dass  das  Licht  keine  Zeit  brauche,  um  sich  fortzu- 
pflanzen. 2)  Vergl.  Cassini' 8  Abhandlungen:  De  Vorigine  etc.  und  Hypotheses  etc. 
Sie  finden  sich  Anc.  mem.  Bd.  VIII.  3)  Hist.  Par.  siehe  Jahr  1671.  Interessant 
ist  der  Zusatz:  „C  est  ainsi  que  la  France  faisoit  toujours  des  acqui- 
sitions  du  cöte  de  Vesprit  et  s'enrichissoit  de  ce  qui  appartenoit 
aux  Etrangers."  4)  ibid.  1673.  6)  Brief  Roemer's  an  Huyghens,  enthalten 
in  der  yfBas%8  Astronomiae".  6)  Historia  von  Du  HameL  Lib.  II,  sect.  II,  cap. I, 
art.IX 

§2. 

Es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  in  der  Historia  von  du  Hamel  lib.  II,  sect.  II 
die  UeberBchrift  des  ersten  Capitels  zwar  „de  rebus  astronomicis  änni  1675"  lautet, 
dass  aber  in  demselben  hinter  einander  die  Jahre  1675  und  1676  behandelt  werden. 
Mit  den  Worten :   9rAt  mmime  omittenda  mihi  videtur  quae  die  primo  Jmuarii 
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anni  1676  Lunae  defectio  visa  est"  beginnt  die  Darstellung  der  Ereignisse  des 
Jahres  1676.  Cassini  richtete  sein  Sendschreiben  über  die  bevorstehende  Um- 
kehrung des  Trabantensystems  am  22.  August  1676  an  die  Astronomen,  denn  der 
„annus  proximus"  ist  das  Jahr  1677,  wie  unzweifelhaft  aus  einer  Stelle  des  Hb.  II, 
stet.  VI,  cap.  I,  art.  IV  hervorgeht.  Dort  heisst  es:  „Jam  anno  1676  Dr.  Gassi- 
nus  in  quadam  Eruditorum  diario  admonuerat  Astronomos  exeunte  Mart.  anni  1677 
systema  sateUitum  Jörns  sie  inversum  iri,  ut"  etc.  Die  Histoire  vom  Jahre  1735, 
welche  zum  Theil  nach  Du  Harne  1,  zum  Theil  nach  den  Registern  gearbeitet  ist, 
trägt  diesen  Ueberlegungen  Rechnung  und  giebt  an,  dass  die  erste  Mittheilung 
Roemer's,  die  endliche  Lichtgeschwindigkeit  betreffend,  der  Akademie  im  Sep- 
tember 1676  zugegangen  sei.  Dass  Roemer  selbst  schliesslich  die  entscheidende 
.  Verfinsterung  am  9.  November  1676  beobachtete  und  nicht  am  16.,  geht  aus  seinen 
Aufzeichnungen  (Basis  Astron.)  hervor.  Dass  das  Jahr  1676  das  Jahr  der  entschei- 
denden Beobachtungen  ist,  geht  aber  aus  Folgendem  hervor:  «)  Auf  dem,  aus  dem 
Brande  des  Observatoriums  geretteten,  Blatte  (Bas.  Astr.)  sind  weder  August-  noch 
November-Beobachtungen  des  Jahres  1675  verzeichnet,  während  solche  für  das  Jahr 
1676  vorhanden  sind,  ß)  Der  Aufsatz  Roemer's  steht  im  „Journal  des  Savants44 
vom  Jahre  1676.  y)  Berechnet  man  die  Verfinsterungen  der  Jupitertrabanten  für 
die  Jahre  1675  und  1676,  so  fiudet  man,  dass  zwar  am  9.  und  16.  November  1675 
Verfinsterungen  stattgefunden  haben,  dass  sie  aber  in  die  späten  Frühstunden 
gefallen  sind  und  demnach  für  die  Beobachtung  verloren  waren.  Die  Berechnungen 
stimmen  dagegen  für  das  Jahr  1676  mit  Roemer's  Angaben  vollkommen  überein- 
d)  Huyghens  schrieb  im  September  1677  an  Roemer,  um  über  dessen  neue  (!) 
Entdeckung  Aufschluss  zu  erhalten.  Demnach  spielt  der  22  November  1675,  der 
in  so  vielen  Geschichten  der  Astronomie  angegeben  wird,  in  der  Geschichte  der 
Entdeckung  der  endlichen  Lichtgeschwindigkeit  durchaus  keine  Rolle.  Die  An- 
gaben der  Beobachtungszeit  für  den  9.  November  1676  stimmen  nicht  genau  über- 
ein. Roemer  giebt  an,  dass  die  Verfinsterung  5b45'35"  eingetreten  sei  (Bas. 
Astr.),  während  sich  im  „Journal  des  Savants"  die  Bestimmung  5hS5'4ö"  findet. 
Offenbar  sind  in  einer  der  Quellen  die  Zahlen  45  und  85  vertauscht  worden.  Die 
Rechnung  entscheidet  für  die  Angabe  5h35'45".  Was  die  Angabe  der  22'  betrifft, 
so  stimmen  die  Hist.  von  Du  Hamel  „ut  impendat  decem  vel  undeeim  minuta 
per  spatium  aequale  semidiametro  orbis  annui"  und  das  „Journal  des  Savants", 
,£%  pour  Vintervalle ,  qui  est  le  double  de  celuy  qu'il  y  a  d'icy  jusqu'au  soleü" 
und  Roemer's  Brief  an  Huyghens  (Bas.  Astr.),  „pro  determinatione  illorum 
22  minutorum"  vollkommen  überein.  Später  hat  Du  Hamel  die  Zahl  22  durch 
den  Cassini'schen  Werth  14'  10"  ersetzt.  Dies  geht  aus  der  betreffenden  Stelle 
der  „Philosophia"  des  Du  Hamel  und  aus  einer  Bemerkung,  die  Horrebow  in 
seiner  „Bas.  Astr."  macht,  unzweifelhaft  hervor.  Huyghens  hat  in  seinem  1690 
erschienenen  „Traut  de  la  lumiere"  die  Roemer' sehe  Zahl  22  beibehalten  und 
wir  haben  durchaus  keinen  Grund,  anzunehmen,  dass  Roemer  seine  ursprünglich 
gegebene  Zahl  (22)  durch  irgend  eine  andere  ersetzt  wissen  wollte. 

§3. 
Vergl.  die  Darstellung  im  „Journal  des  Savants44  (1676),  die  auch  in  die 
,^Lnc.  Mim."  (Bd.  X)  übergegangen  ist,  ferner  den  Bericht  der  „Hist.  Par."  (Bd.  I) 
vom  Jahre  1676,  ferner  die  Angaben  Du  Hamel' 8  in  seiner  „Ristoria"  und  seiner 
„Philosophia"  und  endlich  den  Brief  Roemer's  an  Huyghens  (Bas.  Astr.). 

§  4. 
1)  Vergl.  den  Brief  an  Huyghens  (Bas.  Astr.).    2)  und  3)  Wir  haben  keine 
Angaben  über  die  Art  und  Weise,  wie  Roemer  seine  Rechnungen  durchführte. 
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Die  folgende  Rechnung  soll  den  in  §  4  gegebenen  Resultaten  zur  Stütze  dienen. 
Bezeichnet  man  die  Horizontalparallaxe  der  Sonne  mit  £,  den  Erdradius  mit  r 
und  den  Halbmesser  der  Erdbahn  mit  o,  so  ist  r  =  osind.  Nun  soll  o  nach  den 
Angaben  in  11'  mit  der  Geschwindigkeit  48203^^  durchlaufen  werden.  Man  weiss 
also,  dass  Roemer  9  =  11.60.48203^^  setzte  und  demnach  hat  man  ein  Werthe- 
paar  (r,  d)  aus  der  Gleichung  r  =  1 1. 60. 48203-^p sind  zu  bestimmen.  Man  weiss, 
dass  9"  und  einige  Zehntel  für  S  zu  setzen  sind  (Best,  der  Par.  Hist.  Bd.  I,  1671), 
und  hat  die  Resultate  der  Gradmessung  (Hist.  Bd.  I,  1673)  1°  =  67064  tois.  3  pieds 
für  die  Strecke  Malvoisine-Sourdon  und  1°  =  67057  tot«,  für  die  Strecke  Sourdon- 
Amiens  gegeben.  Man  findet  leicht,  dass  nur  d  =  9,3"  und  1°  =  67064  tois.  3  pieds 
von  Roemer  benutzt  worden  sein  kann. 

§6. 
1)  Hist.  von  Du  Hamel  1675  und  1676.  2)  Brief  Roemer's  an  Huyghens 
(Basis).  3)  Man  hat  zu  wiederholten  Malen  versucht,  die  Roemer* sehe  Entdeck- 
ung als  eine  Errungenschaft  Cassini' s  hinzustellen.  Namentlich  hat  Maraldi 
in  einer  Abhandlung  (Mim.  Par.  Acad.  1707)  versacht  darzulegen,  dass  Roemer 
nur  einen,  von  Cassini  leider  zu  früh  aufgegebenen  Gedanken  wieder  aufgenom- 
men habe.  Auf  diese  Verhaltnisse  wirft  die  Darstellung  Deiambre's  (Histoire 
de  V Astronomie)  einiges  Licht.  Dass  Cassini  als  Anhänger  Descartes'  gerade 
die  Roemer' sehe  Ansicht  stets  bekämpft  hat,  geht  aus  verschiedenen  Quellen  her- 
vor. Cassini  selbst  sagt  in  den  „Hypotheses"  (Anc.  Mim.  Bd.  VIII):  „3fr.  Roe- 
mer expliqua  tres  ingenieusement  une  de  ces  inegalitee,  qu'ü  avoit  öbservies  pendant 
quelques  annies  dans  le  premier  satellite,  par  le  mouvement  successif  de  la  lumiere 
...  mais*'  etc.  Diese  Anerkennung  des  Roemer1  sehen  Verdienstes  ist  wesentlich. 
Man  vergl.  damit  eine  Stelle  der  Cassini* sehen  Abhandlung  „De  Vorigine"  {Anc. 
Mim.  Bd.  VIII)  und  den  oft  citirten  Brief  Roemer's,  sowie  Du  Hamel's  An- 
gaben. Interessant  ist  auch  eine  Stelle,  welche  Bertrand  jüngst  aus  den  Regis- 
tern (1678)  der  Akademie  ezeerpirt  hat:  „2fr.  Roemer  a  confirmi  . . .  Comtne  ce 
Probleme  est  un  de  plus  beaux  que  Von  ait  encore  proposis  sur  ce  sujet  et  que  Mr. 
Cassini  y  a  trouvi  quelques  difficultis,  on  Va  examini  souvent  dans  Vassemblie." 
4)  Brief  Roemer's  an  Huyghens  (Basis).  6)  ibid.  6)  „Hist.  Par."  (Bd.  I),  1680. 
Vergl.  auch  „Hypotheses"  (Anc. Mim.  Bd.  VIII).  7)  „Hypotheses"  (436).  Cassini 
sagt  zwar  nur,  dass  er  bei  seiner  ersten  Arbeit  (1668)  empirische  Gleichungen  be- 
nutzt habe,  um  die  Unregelmässigkeiten *der  Beobachtungen  zu  erklären;  da  er 
aber  das  Roemer 'sehe  Calcul  verwarf,  so  muss  man  annehmen,  dass  er  auch  bei 
den  späteren  Tafeln  (1680)  dasselbe  Verfahren  anwandte.  Vergl.  auch  Deiambre's 
„HUA.  de  VAstr.".    9)  hypotheses"  (476). 

§6. 
1)  „Mim.  Par."  1707.    2)  Vergl.  Horrebow's  Bemerkungen  in  der„2?a*w". 
3)  Brief  De  Mairan's  an  Horrebow  (Basis).    4)  ibid. 

§7. 
1)  Brief  an  Huyghens  (Basis).  2)  In  seiner  1681  erschienenen  „Phüosophia" 
sagt  Du  Hamel:  „adeo  ut  periodi  emersionum  in  semievreulo  EBL  sint  longiores 
periodis  immersionum  LEE  simul  sumptis  pene  dimidia  parte  unius  horae".  Diese 
Stelle  führt  Horrebow  in  seiner  „Basis"  an  und  sagt  dazu:  „Scripsit  ergo  in 
Physica  sua  Secretarius  Academiae  expressis  verbis:  „pene  dimidia  parte  unius 
horae".  Ponamus  ergo  pro  „pene  dimidia  parte  unius  horae''  28  Xf\  Tantum 
autem  excedit  semicireulus  EBL  quantum  deficit  semicirculus  LEE  adeoque  habe- 
mus  pro  peragranda  diametro  14  20"  quantem  quoque  moram  statuit  in  tabulis  suis 
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Cassini  (475)."  Später  fügt  Hör rebow  hinzu;  ,Jndicio  estBoemerum  ex  Ultimi* 
et  universis  suis  observationibus  tandem  et  finaliter  condusisse  lutnim  opus  esse 
parum  ultra  minuta  quatuordecim,  ut  diametrum  orbis  annui  emetiatur."  Diesen 
Schlüssen  kann  ich  nicht  beistimmen.  Es  folgt  eben  nur,  dass  Da  Hamel  den 
Cassini 'sehen  Werth  im  Auge  gehabt  hat,  als  er  seine  ,J?hilosophia"  schrieb. 
3)  Vergl.  Horrebow's  Angaben  in  der  „Basis  Astronomiae". 

Berlin,  Ende  Juli   1879. 


Recensionen. 

Beiträge  zur  Theorie  der  Kngelfunotionen.  1.  und  2.  Abtbeilung.  Von 
Dr.  F.  Neumann,  Professor  der  Physik  an  der  Universität  za 
Königsberg.  Leipzig,  B.  G.  Teubner.  1878. 
Im  Jahre  1878  hat  die  Literatur  über  Kugel funetionen  ausser  durch 
die  weiter  unten  zu  .besprechende  zweite  Auflage  des  Heine* sehen  Hand- 
buches noch  eine  weitere  Bereicherung  erfahren  durch  Veröffentlichung 
der  Untersuchungen  von  Herrn  F.  Neumann.  Von  den  zwei  Abthei- 
lungen, in  welche  das  Neumann'sche  Buch  zerfällt,  beschäftigt  sich 
die  erste  allein  mit  der  Darstellung  der  Kugelfunctionen  selbst  mittelst 
unendlicher  Reihen  und  bestimmter  Integrale.  Von  den  verschiedenen 
Gesichtspunkten ,  von  denen  man  bei  der  Ent Wickelung  der  Theorie  aus- 
gehen kann,  legt  Herr  Neu  mann  nur  den  einen  zu  Grunde,  der  bei 
physikalischen  Anwendungen  der  wesentliche  16t.  Er  betrachtet  die 
Kugelfunctionen  als  Integrale  der  bekannten  Differentialgleichung.  Seine 
Methode  ist  daher  eine  einheitliche.  Aus  der  Differentialgleichung  wird 
für  jeden  Fall  eine  Anzahl  specieller  Reihen  abgeleitet,  woran  sich 
die  Darstellung  durch  solche  bestimmten  Integrale  anschliesst,  die  dem 
von  Herrn  Neumann  im  Cr  eile' sehen  Journal  Bd.  37  für  die  einfache 
Kugelfunction  zweiter  Art  aufgestellten  Integrale 

-1 

analog  sind.  Von  den  Kugelfunctionen  mit  zwei  Indices,  die  hier  ab- 
geleitete Kugelfunctionen  genannt  werden,  während  Herr  Heine  sie 
als  zugeordnete  Functionen  bezeichnet,  werden  auch  diejenigen  ge- 
pauer  behandelt,  bei  denen  der  zweite  Index  grösser  als  der  Hauptindex 
ist.  Die  Darstellung  dieser  Functionen  ist  eine  wesentlich  andere,  als 
bei  Heine. 

Uebrigen8  weicht  die  Neumann'sche  Bezeichnung  von  der  Heine- 
schen  insofern  ab,  dass  die  entsprechenden  Functionen  in  beiden  Be- 
zeichnungen sich  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden.     Die  ein- 
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fache  Kugelfunction  der  ersten  Art,  Pn  (x)  nach  Heine,  Pn(x)  nach 
Nenmann,  ist  in  beiden  Bezeichnungen  genau  dieselbe,  während  die 
Kngelfunction  der  zweiten  Art,  Qn(x)  bei  Heine,  gleich  der  Hälfte  des 
vorstehenden   Integrals  ist,  bei  Neumann  dagegeu  gleich  dem  Integral, 

80  da8S  £>»(*)  =  2. (?»(<). 

Die  abgeleiteten  Kugel functionen  sind  particuläre  Integrale  der  Gleichung 

*)  dx      +.(.+i).r-r^7-a 

Man  hat  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  Für  j  <[  n  sind  die  Functionen  der  ersten  Art  für  x  •=  +  1  end- 
lich, für  ar=  +  oo  dagegen  unendlich  gross,  während  die  Functionen  der 
zweiten  Art  für  x=+qd  verschwinden,  für  #=  +  1  unendlich  gross 
werden.     Die  Functionen  der  ersten  Art  sind  nach  Heine 

}K)      K'       }      1.3...(2n-l)      dxi     ' 
nach  Nenmann  ,< «  /•  x 

Die  Functionen  der  zweiten  Art  sind  nach  Heine 

«ffW-^-,^(-,yLL^±9*gd. 

nach  Neumann  .      e 

Die  Neumann'sche  Bezeichnung  hat  den  Vortheil,  dass  fur./  =  0 
die  abgeleiteten  Functionen  unmittelbar  in  die  einfachen  Kngelfunctionen 
übergehen,  während  bei  Heine  P0n(x)  sich  von  Pn{x)  durch  einen  con- 
stanten  Factor  unterscheidet.  Andererseits  ist  bei  Heine  der  Coefficient 
der  höchsten  Potenz  =1,  was  auch  vielfach  vortheilhaft  ist. 

IL  Für  j  >n  bleibt  die  Definition  der  Kugel  functionen  zweiter  Art, 
Q„jy  resp.  Qj,  völlig  ungeändert.  Dagegen  zeigt  die  Function  Pnj  in 
diesem  Falle  ein  ganz  anderes  Verhalten,  weshalb  Herr  Neu  mann  die 
P„j  in  zwei  Gassen  theilt,  deren  erste  die  oben  definirte  Function  P  für 
j  <  n  ist,  während  die  zweite  Claeee  der  Pnj  (für,/>n)  von  Neuem  in 
zwei  Abtheilungen  zerfallt,  die  resp.  mit  S„j(ar)  und  THj(x)  bezeichnet 
werden.  Snj(x)  verschwindet  für  x-=  —  1  und  wird  für  a?  =  +  l  unend- 
lich, TMj(x)  verschwindet  für  x*=  +  l  und  wird  für  a?  =  —  1  unendlich; 
beide  Functionen  werden  ausserdem  für  <r  =  oo  unendlich  gross.  Der 
constante  Factor  in  beiden  ist. so  bestimmt,  dass 
Q„j(x)  =  Snj(x)-Tnj(x) 
wird.  Diese  Unterscheidung  der  »S  und  T  findet  sich  bei  Heine,  der 
für  die  P  in  diesem  Falle  eine  ganz  andere  Darstellung  hat,  nicht. 


12  Historisch -literarische  Abtheilung. 

Nach  Aufstellung  der  Definitionen  entwickelt  Herr  Neu  mann  zu- 
nächst auf  bekannte  Weise  zwei  particuläre  Integrale  der  Differential- 
gleichung der  zugeordneten  Functionen  (s.  oben)  in  Keinen,  die  nach 
fallenden    Potenzen    von    (x  —  1)    fortschreiten,    während    diese    Reihen 

ausserdem  noch  den  Factor  ( j      haben.     Die  eine  der  Reihen,  Yx 

genannt,  hat  als  höchste  Potenz  (#  —  1)";  sie  ist  mit  Pnj  gleichwerthig, 
d.  h.  sie  unterscheidet  sich  von  P„j  nur  durch  einen  constanten  Factor, 
wie  sich  ans  dem  Verhalten  in  den  singulären  Punkten  +  1,  od  ergiebt. 
Die  andere  Reihe  ZL,  die  als  höchste  Potenz  (a:  — 1)~ <",+1)  hat,  ist  mit 
Q„j  gleichwerthig  und  wird  durch  einen  passend  gewählten  Factor  mit 
Q„j  identisch.  Beachtet  man  nun,  dass  die  Differentialgleichung  sich 
nicht  ändert  1)  durch  Vertauschung  von  x  mit  —  x,  2)  durch  Vertausch- 
ung von  j  mit  —  /,  3)  durch  gleichzeitige  Vertauschung  von  *  mit  —  x 
und  j  mit  —  j,  4)  durch  Vertauschung  von  n  mit  —  (h  +  1)>  5)  dadurch, 
dass  man  jede  der  Operationen  1),  2),  3)  mit  der  Operation  4)  combinirt, 
so  folgt,  dass  man  durch  jede  der  genannten  sieben  Operationen  aus 
einem  particulären  Integral  der  Gleichung  a)  ein  anderes  erhält.  Es  ist 
die  Frage,  ob  die  so  auseinander  hervorgehenden  Integrale  auch  gleich- 
werthig sind.  Um  dies  zu  entscheiden,  werden  jene  Operationen  auf 
diejenigen  (als  bekannt  vorausgesetzten)  Reihen  angewandt,  durch  die 
P„j  und  Q„j  nach  fallenden  Potenzen  von  &  entwickelt  werden.  Daraus 
ergiebt  sich,  dass  die  Operationen  1),  2),  3)  jedes  particuläre  Integral 
in  sich  selbst  oder  in  ein  gleichwertiges  überführen.  Jene  drei  Umfor- 
mungen werden  nun  zunächst  mit  der  Reihe  Zt  vorgenommen,  wodurch 
sich  die  neuen  Reihen  Zg,  Zs,  Z4  ergeben,  so  dass  man  nach  Multipli- 
cation  dieser  Reihen  mit  passenden  Constanten,  welchen  Werth  auch  n 
haben  möge,  für  Q*j(z)  vier  Reihen  hat,  von  denen  zwei  nach  fallenden 
Potenzen  von  (x  —  1),  zwei  nach  fallenden  Potenzen  von  (ar  +  1)  fort- 
schreiten. Diese  Reihen  sind  unendlich  und  convergiren  für  x2>l,  so- 
bald j^n,  wobei  /  =  0  eingeschlossen  ist;  die  Reihen  sind  dagegen  end- 
liche für  j>n.  Wendet  man  dieselben  Umformungen  auf  Yx  an,  so 
erhält  man  ausser  Yx  die  Reihen  Y2t  YZi  YA.  Für  J<n  sind  alle  vier 
Reihen,  von  denen  wieder  z^wei  nach  Potenzen  von  x  — 1,  zwei  nach 
Potenzen  von  a+1  fortschreiten,  gleichwerthig  mit  Pmj.  Man  hat  daher 
für  j<,n  vier  verschiedene  endliche  Reihen  für  PHj.  Durch  Umkeh- 
rung der  Reihenfolge  der  Glieder  nehmen  diese  Reihen  noch  eine  andere 
Form  an,  die  man  auch  direct  aus  dem  Taylor' sehen  Satze  ableiten 
kann;    und   in   letzterer  Form  sind   die  Reihen   analog  den  Dirichlet- 

sehen  Reiben,   welche  Pn(cos9^)  nach  Potenzen  von  cos2-^-,  resp.  sin*-^ 

entwickeln.  Für  j  >  n  sind  von  den  vier  Reihen  Y  nur  Yt  und  F4  unter 
einander  gleichwerthig,   desgleichen  Y%  und   Yz\  dagegen  ist  das  erstere 
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Paar  mit  dem  letzteren  nicht  mehr  gleichwertig,  da  für  x  =  1  Yx  =  oo, 
F2  =  0  wird  und  umgekehrt  für  #  =  —  1  ^  =  0,  F2==ao.  Daher  sind 
in  diesem  Falle  zwei  Functionen  zu  unterscheiden:  Yt  =  Y^  =  SHjj 
y2=z  y&=  T„j.  Die  in  diesen  Functionen  enthaltenen  constanten  Fac- 
toren  werden  so  bestimmt,  dass 

Zur  Bestimmung  dieser  constanten  Factoren  wird  für  S  und  T  noch  eine 
andere  Form  abgeleitet;  es  wird  nämlich  gezeigt,  dass  die  durch  Um- 
kehrung der  Reihenfolge  der  obigen  (endlichen)  Reihen  Y  entstehenden 
neuen  Reihen  sich  durch  ein  bestimmtes  Integral  summiren  lassen,  und 
zwar  ist  1  -1 

wobei  der  Integrationsweg  nur  so  zu  wählen  ist,  dass  die  Stelle  z  =  x 
▼ermieden  wird.  Damit  der  oben  geforderte  Zusammenhang  zwischen  S, 
Ty  0  wirklich  stattfinde,  muss 

A,  »*;,=  (- iy.l. 2.3..../ 
sein.     Dann  folgt  weiter  aus  A): 

+1 

A')  0mj^hj0^x^j93M^i     (;>„). 

-1 

Uebrigens  wird  von  den  Integralen  A)  auch  direct  gezeigt,  dass  sie  der 
Differentialgleichung  genügen;  ferner  folgt  aus  denselben 

Weiter  kann  man  mit  Hilfe  der  Reihen  für  S  und  T  für  jedes  der  beiden 
Integrale  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  A)  vier  verschiedene 
Reihen  aufstellen ,  und  von  diesen  Reihen  lässt  sich  zeigen ,  dass  sie  sich 
noch  durch  Integrale  von  anderer  Form  darstellen  lassen,  welche  Herr 
Neumann  als  Integrale  der  zweiten  Gattung  bezeichnet.  Hierdurch 
ergeben  sich  für  die  Functionen  von  5,  71,  Q  die  folgenden  neuen  Dar- 
stellungen : 

SKJ(x)  =  -  C.(j±-^)*J  Hx-zy-*  Pn(z)  riz, 

X 

+1 
B)         \   r^w^-c^^^Ycjr-o^fliW^. 

x 

+1 


wobei 
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ist.  Von  der  letzten  Formel  für  ft^-  wird  nun  (mit  Hilfe  der  bekannten 
Reihe  nach  fallenden  Potenzen  von  x)  gezeigt,  dass  sie  nicht  an  die 
ebengenannte  Voraussetzung  gebunden  ist,  sondern  für  jeden  Werth 
von;  gilt.     Für  ,/  =  0  ist  nur 

(7=1. 2.3..  J 
zu  setzen.  Von  den  Ausdrücken  für  £  und  T  wird  das  Analoge  durch 
Einsetzen  in  die  Differentialgleichung  gezeigt,  d.  h.  e6  wird  gezeigt, 
dass  die  Integrale  B)  für  S,  T  für  alle  Werthe  von  j%  n  ausser  für 
j  =.  0  (wo  die  Integrale  ihren  Sinn  verlieren)  der  Differentialgleichung 
genügen;  und  daraus  folgt  dann  unmittelbar,  dass  auch  die  Kugelfunc~ 
tion  PMj  für  j  <.n  sich  in  die  Form  bringen  läset 

+  1 

*i  p»s  (*) = [i^yj  f(*  -  ^ " i  p»  <«) dz  * 

X 
*-/        1W4.t^-y  +  l)^"y  +  2)...(7l+y) 

Cx      l      ;  1.2.3... 0-1) 

Es  folgt  nun  die  Entwickelung  der  Functionen  £,  T%  Q  nach  stei- 
genden Potenzen  von  x.  Die  betreffenden  Reihen  werden  für  j>n  da- 
durch gewonnen ,  dass  in  den  Integralen  A)  [resp.  A')]  die  zu  integrirende 

Function    nach  Potenzen   von    —   entwickelt  und  in  den  einzelnen  Glie- 

x 

dem  die  Integration  ausgeführt  wird. 

•  Um  die  analoge  Reihe  für  Q»j(x)  für  den  Fall  n  ?ZLJ  zu  erhalten, 
geht  Herr  Neumann  zu  der  bekannten,  von  ihm  Crelle  Bd.  37  auf- 
gestellten Formel  für  Qn(x)  zurück, 

Qn(x)  =  Rn{x)  -  Pu{?)  *(«=|) 

wo  Rn(x)  eine  ganze  Function  vom  Grade  (»—1)  ist.  latj^n,  so  ver- 
schwindet durch  ./-maliges  Differentiiren  Pn(x)*ig(—  1);  es  verschwindet 
aber  nicht  für  j  <£  n.  Vermöge  der  Definition  von  Qnj  (x)  folgt  daher, 
dass  für  .r2<l  Qnj  complex  ist,  sobald  j<n,  wogegen  für  j  >  n 
Q„j  reell  ist.  Zu  bemerken  ist,  dass  Qn(&)  wegen  des  Factors  lg(—  1) 
vieldeutig  ist  und  daher  mit  derjenigen  Function  übereinstimmt,  die  Herr 
Heine  mit  qn(x)  bezeichnet  (vergl.  nächstfolgendes  Referat).  Qn(&)  lässt 
sich  nun  nach  dem  Mac -L au r in1  sehen  Satze  in  eine  nach  Potenzen 
von  x  aufsteigende  Reihe  entwickeln.  Die  Coefficienten  der  Entwicke- 
lung, d.  h.  die  Differentialquotienten  von  Qn(x)  für  <r  =  ü  ergeben  sich 
leicht   durch   weiteres  Differentiiren   der  Differentialgleichung  für  Qn  aus 
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Qu(0)  und  Q'n(O).  Von  den  letzteren  beiden  Grössen  folgt  (je  nachdem 
n  gerade  oder  ungerade  ist)  die  eine  oder  die  andere  unmittelbar  ans 
dem  obigen  Ausdruck  für  0n(&)>  während  die  noch  übrig  bleibende  Grösse 
dadurch  bestimmt  wird,  dass  die  Reihe  für  Qn(&)  durch  7 -maliges  Dif- 
ferentiiren  (./">»)  mit  der  vorher  entwickelten  Reihe  für  Q*j(jv)  überein- 
stimmen muss.  Aus  der  Reibe  für  #„0*0  ergiebt  sich  leicht  die  für 
Q*j(x)  Ü^:n)i  während  die  Entwickelung  von  P»j(x)  nach  steigenden 
x  bekannt  ist.  So  sind  also  schliesslich  dieselben  Functionen  auch  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  in  Reihen  entwickelt,  welche  Reihen,  soweit 
sie  nicht  endlich  sind ,  für  x*  <  1  convergiren.  Die  ebengenannten  Reihen 
kann  man  sämmtlich  auf  die  Form  bringen 

(1  -  *■)*/  \cstnj  (*)  +  ct  emJ  (x)  j , 

wo  C  und  Cx  Constante  sind,  die  entweder  reell  oder  gleich  einer  reellen 
Zahl  mal  ty(— 1)  sind,  während  &„j  und  ©ffj  die  Potenzreihen  bedeuten 


^«i  +  ^^+JLM),. 


+      "   "    r.2.3.4  x  +  • 


U-n  +  \)U  +  n  +  2)^s 


W"J         ^  1.2.3 

AÜ'-»  +  l)U-n  +  3)(j  +  n  +  2)[j  +  n  +  4)    5 

+  1.2.3.4.5  l   +  "  *' 

eine  Darstellung,  die  sich  übrigens  für  7  =  0  auch  bei  Heine  findet. 

In  einem  Anhange  zur  ersten  Abtheilung  stellt  Herr  Neumann 
eine  grosse  Zahl  recurrenter  Relationen  zwischen  den  Kugelfunc- 
tionen  mit  verschiedenem  Index  zusammen.  Für  die  einfachen  Kugel- 
functionen  werden  diese  Relationen  aus  dem  Laplace' sehen  Integral 
abgeleitet,  woraus  dann  eine  Entwickelung  beliebig  hoher  Differential- 
quotienten von  Pn(x)  in  eine  nach  Kugelfunctionen  fortschreitende  Reihe 
folgt.  Entsprechende  Formeln  für  die  Qn  ergeben  sich  aus  dem  Neu- 
mann'sehen  Integral  (vergl.  oben).  Daran  knüpfen  sich  analoge  Rela- 
tionen für  die  Ä,  die  in  der  obigen  Darstellung  von  Qn  mit  Hilfe  des 
Logarithmus  eine  Rolle  spielen,  endlich  sehr  merkwürdige  Beziehungen 
zwischen  den  P  und  (>,  die  zum  Theil  neu  sind.  Als  Beispiele  mögen 
hier  folgende  angeführt  werden: 

2 

Pn  +  l'Qu         —  Pn         •  g*»  +  l  =  2„.|.l» 

p         n  p         n  2(2*  +  !)* 

f«       .Qn       -Pn        •£>'«        =^ZlP'^zec  ~ 
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dP 
wobei  F'n=— —  ist.     Nachdem  noch  für  die  Functionen  Pnj,  Qmj,  Smj, 
o  cc 

Tmj  einige  recurrente  Relationen  abgeleitet  sind ,  schliesst  der  Anhang  mit 
Tafeln ,  welche  die  Werthe  der  sämmtlichen  Functionen  (resp.  ihrer  Dif- 
ferentialquotienten) für  die  speciellen  Werthe  des  Arguments  0,  +  1,  oo 
angeben. 

Diese  Ent Wickelungen  bilden  den  ersten  Theil  der  N e um ann' sehen 
Arbeit.  Sind  die  Resultate  auch  nicht  durchweg  neu,  so  ist  doch  überall 
die  Art,  wie  der  Zusammenhang  der  verschiedenen  Formeln  ermittelt 
wird,  eine  eigenth  um  liehe;  und  die  sämnitlichen  abgeleiteten  Resultate 
werden  für  Anwendungen  der  Eugelfunctionen  auf  physikalische  Probleme 
von  grossem  Werthe  sein. 

Der  zweite  Theil  der  Neu  mann' sehen  Arbeit  beschäftigt  sich  mit 
der  Entwickelung  des  Productes  zweier  Eugelfunctionen  in  eine  nach 
Eugelfunctionen  fortschreitende  Reihe.  Zunächst  ergiebt  sich  aus  der 
Differentialgleichung  der  Eugelfunctionen,  dass  das  Product  zweier  Eugel- 
functionen einer  linearen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  genügt. 
Es  seien  27,  V  Eugelfunctionen  resp.  mit  dem  Index  p,  ?,  gleichgiltig, 
ob  von  der  ersten  oder  zweiten  Art,  so  genügt  das  Product  F=  Ü.V 
der  folgenden  Differentialgleichung: 

+  [p(P+i)-q(9+i))'.r=o. 

Von  dieser  Gleichung  kennt  man  sofort  vier  particuläre  Integrale,  da  die 
Grössen  £7,  V  sowohl  Eugelfunctionen  der  ersten,  als  der  zweiten  Art 
sein  können,  nämlich  die  vier  Producte 

/  p  •  Pq  ,     Qp  •  Qqy     Pp  •  Vqi     Pq  •  (Jp  • 

Nebenbei  ergiebt  sich,  dass  die  Producte  der  abgeleiteten  Eugelfunctio- 
nen Ppi-Pqi,  Qpt-Qqi  etc.  mit  den  vorigen  durch  eine  einfache  Relation 
zusammenhängen  und  dass  diese  letzteren  Producte  ihrerseits  ebenfalls 
die  particulären  Integrale  einer  andern  Differentialgleichung  vierter  Ord- 
nung sind.  Für  p  =  q  geht  ferner  die  obige  Differentialgleichung  in  eine 
der  dritten  Ordnung  über,  so  dass  das  Quadrat  einer  Eugelfunction  einer 
Differentialgleichung  der  dritten  Ordnung  genügt;  für  die  dritte  und  vierte 
Potenz  einer  Eugelfunction  wird  ebenso  eine  Gleichung  der  vierten,  resp. 
fünften  Ordnung  aufgestellt,  ein  Verfahren,  das  sich  leicht  verallgemei- 
nern läset. 

Zu  der  oben  angeführten  Hauptgleichung  zurückkehrend,  zeigt  nun 
Herr  Neumann,  dass  man  jene  Gleichung  durch  eine  Reihe  integriren 
kann,  die  nach  einfachen  Eugelfunctionen  fortschreitet.  Ordnet  man  die 
.Reihe   nach   fallenden  Indices  und  ist  r0  der  Index  des  ersten  Gliedes, 
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so  sind  die  übrigen  r0~"2,  *"0— 4,  ro~"6  etc.  Für  r0  ergiebt  sich  eine 
Gleichung  vierten  Grades,  deren  Wurzeln  sind 

r0  =  P  +  9  =  s,    r0*=~{p  +  q  +  *)  =  -(s+l)%   r0  =  ?-p-l  =  -  (d  +  1) 
r0=p  —  0  —  l=d—  1,   wobei  />>£,  />  +  ?=*,  />  —  $  =  </. 

Somit  erhält  man  aus  der  einen  Reihe,  den  vier  Werthen  von  r0  ent- 
sprechend, vier  particuläre  Integrale,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  die 
Kugelfunction  P—  (b+d  mit  der  Eugelfunction  zweiter  Art  mit  positivem 
Index  Qn{&)  gleichwerthig  ist.  Das  erste  dieser  particulären  Integrale, 
JSy  ist  eine  endliche  Reihe  von  Eugelfunctionen  der  ersten  Art,  mit  P9(o) 
beginnend,  mit  Pa(c)  aufhörend.  Das  zweite  particuläre  Integral,  J_(,_j_2), 
ist  eine  unendliche  Reihe  von  Eugelfunctionen  zweiter  Art,  mit  Qs+i 
beginnend,  und  zwar  ist  der  Index  der  Q  steigend.  Das  dritte  Integral, 
J—frf+D,  ist  eine  endliche  Reihe  der  0,  mit  Q&  anfangend  und  mit  Qt 
aufhörend.  Die  Coefficienten  dieser  Reihe  stimmen  mit  denen  der  ersten 
Reihe  überein.  Das  vierte  particuläre  Integral  endlich,  J<*— i,  ist  eine 
endliche  Reihe  der  P,  mit  P<|  anfangend  und  mit  P0  oder  Px  aufhörend. 
Die  Coefficienten  jeder  der  Reihen  werden  durch  Recursionsformeln  voll- 
ständig bestimmt.  Durch  Betrachtung  der  singulären  Punkte  +  1 ,  oo 
und  durch  das  Verhalten  der  Functionen  bei  Aenderung  des  Vorzeichens 
des  Arguments  ergiebt  sich  leicht  der  Zusammenhang  der  vier  Reihen 
mit  denjenigen  particulären  Integralen ,  die  in  Form  der  Producte  Pp .  Pq 
u.  s.  w.  dargestellt  waren,  und  zwar  ist 

Pp.Pg  =  A.J„  Qp.Qq=B.J-it+2h 

Pp.P9=r.J_(d+i),    Pp.Qq  =  4 .3-{d+i)  +  E.Jd-X. 

Die  Coefficienten  Ay  B,  f,  z/,  E  lassen  sich  leicht  durch  das  Verhalten 
der  Reihen  im  Unendlichen  bestimmen,  resp.  dadurch,  dass  man  die 
Eugelfunötion  der  zweiten  Art  mit  Hilfe  des  Logarithmus  ausdrückt. 
Hierbei  ergiebt  sich  noch  r  =  z/,  so  dass 

Pp*Qq—  Qp'Pq—E»  Jd-\  » 

womit  die  links  stehende  Differenz  in  eine  Reihe  von  Eugelfunctionen 
entwickelt  ist.  Unter  den  verschiedenen  Anwendungen  auf  specielle 
Fälle,  u.  A.  auf  den  Fall  p  =  q>  heben  wir  besonders  hervor  die  Ent- 

wickelung  von  log (  J  in  eine  nach  den  Eugelfunctionen  Pn(o)  fort- 

schreitende unendliche  Reihe. 

An  die  Entwickelung  des  Productes  zweier  Eugelfunctionen  schliesst 
sich  nach  dem  Obigen  leicht  die  des  Productes  zweier  abgeleiteten  Eugel- 
functionen ersten  Grades,  z.  B.  PpiPn  etc.,  sowie  einer  Eugelfunction 
mit  einer  abgeleiteten  Eugelfunction  ersten  Grades  an.  Auch  die  hier- 
für geltenden  Formeln  werden  sämmtlich  mitgetheilt.  Die  abgeleiteten 
Reihen  sind  übersichtlich  in  Tabellen  zusammengestellt,   und  zwar  die 

Hiit-lit.  Abtlüg.  d.  ZrttMhr.  t  Math.  u.  Thyi.  XXV,  1.  * 
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endlichen  Reihen  in  doppelter  Anordnung,  nach  steigenden  und  fallenden 

Indices. 

Den   Schluss    der  Neu  mann' sehen   Arbeit   bildet   die   Ermittelung 

von  Integralen  der  Form 

+  1 
*F(z)dz 

o  —  z 
-1 
in    denen    die  Function   F(z)    entweder    das   Product  ^(t)  Pq  (z)    oder 

(1_z)*!*2l(1!  th^l   oder  p  u)±IjlQ  vertritt.     Da  man   im   dritten 
dz  dz  F  dz 

Falle    ein   verschiedenes  Resultat  erhält,  je  nachdem  p>q,  p<q  oder 

p  =  q  ist,  so  sind  fünf  Integrale  zu  betrachten.     Von  den  Resultaten,  die 

sich   aus   den   obigen   Reihenentwickelungen   ergeben,  sei  hier  das  eine 

angeführt : 


P 


f 


4-1 

o  —  z 


-^l^-OM-W. 


1 

Nachdem  ich  über  den  Inhalt  der  Neumann 'sehen  Schrift  eine 
Uebersicht  gegeben,  bleibt  mir  noch  übrig,  daraufhinzuweisen,  dass  die 
Darstellung  des  Herrn  Neumann  von  musterhafter  Klarheit,  der  Druck 
der  Formeln  sehr  correct  und  übersichtlich  ist.  Dass  Herr  Neu  mann 
die  Arbeiten  anderer  Autoren  auch  da,  wo  sich  seine  Entwickelungen 
mit  denen  jener  berühren,  nicht  citirt,  ist  wohl  dadurch  zu  erklären, 
dass ,  wie  ich  vermuthe ,  die  hier  entwickelten  Resultate  schon  vor  Jahren 
gefunden  und  erst  jetzt  veröffentlicht  sind.  Auch  war  bei  der  einheit- 
lichen, in  sich  abgeschlossenen  Entwickelung  ein  solches  Citiren  zum 
Verständniss  nicht  nothwendig.  Ich  kann  nicht  scbliessen,  ohne  den 
Wunsch  auszusprechen,  dass  Herr  Neumann  in  einer  Fortsetzung  seiner 
Beiträge  auch  Anwendungen  der  abgeleiteten  Formeln  auf  physikalische 
Probleme  mittheilen  möge. 

Berlin,  7.  April  1879.  A.  Wangerin. 


Handbuoh  der  Kugelfunctionen,  Theorie  und  Anwendungen,  von  Dr.  E.  Hein  e, 

ord.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Halle.    1.  Band. 

2.,  umgearbeitete  u.  vermehrte  Auflage.    Berlin,  O.Reimer.    1878. 

Schon  der  äussere  Vergleich  der  zweiten  Auflage  des  Heine' sehen 

Handbuchs  mit  der  ersten,   1861  erschienenen,   zeigt,   dass  es  sich  hier 

um  eine  völlige  Umarbeitung  handelt.     Ist  doch  der  Umfang  des  bisher 

erschienenen  ersten  Theiles  (die  Theorie  der  Kugelfunctionen  umfassend) 

auf  fast  500  Seiten  engen  Druckes  angewachsen.     Der  Zweck,  den  die 
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eiste  Auflage  mit  verfolgte,  den  Anfänger  in  die  Theorie  der  Kugel- 
fnnctionen  einzuführen,  ist  bei  der  neuen  Auflage  in  den  Hintergrund 
getreten;  bei  dieser  ging  der  Herr  Verfasser  hauptsächlich  darauf  aus, 
eine  systematische  Darstellung  aller  hierher  gehörigen  Untersuchungen 
bis  auf  die  neueste  Zeit  zu  liefern.  Alle  Vorzüge,  die  schon  die  erste 
Auflage  auszeichneten,  besitzt  die  neue  Auflage  in  erhöhtem  Maasse. 
Die  verschiedenen  Gesichtspunkte,  aus  denen  die  Kugelfunctionen  Inter- 
esse darbieten  und  welche  für  die  Entwickelung  der  Theorie  massgebend 
gewesen  sind,  sind  sämmtlich  hervorgehoben.  Die  Definitionen  zeichnen 
sich  durch  Exactheit,  die  Beweise  durch  Strenge  aus.  Die  in  dem  Buche 
abgeleiteten  Formeln  sind  bei  dem  jetzigen  Stande  der  Lehre  als  die 
wesentlichsten  anzusehen.  Ueberhaupt  ist  das  vorhandene  Material  so 
erschöpfend  benutzt,  dass  wohl  in  keinem  andern  Gebiete  der  Analysis 
zusammenfassende  Darstellungen  von  gleicher  Vollständigkeit  existiren. 
Die  Originalarbeiten,  aus  denen  der  Verfasser  geschöpft,  sind  überall 
mit  der  grössten  Sorgfalt  angegeben. 

Aus  dem  reichen  Inhalte  des  Buches  werde  ich  mir  im  Folgenden 
erlauben,  einzelne  Punkte  hervorzuheben,  die  mir  von  besonderem  Inter- 
esse erscheinen.  Dabei  werde  ich  mich  auf  solche  Gegenstände  beschrän- 
ken, bei  denen  die  neue  Auflage  von  der  ersten  abweicht,  da  die  letz- 
tere Allen,  die  sich  mit  der  Theorie  der  Kugelfunctionen  beschäftigt 
haben,  hinreichend  bekannt  sein  dürfte. 

Zunächst  ist  hervorzuheben  eine  ausführlichere  und  strengere  Be- 
gründung überall  da,  wo  es  sich  um  Ausdehnung  von  Formeln,  die 
zunächst  für  reelle  Grössen  gelten,  auf  complexe  Grössen  handelt;  so 
gleich  im  Anfang  bei  der  Definition  der  Kugelfunctionen  aus  der  Ent- 
wickelung von  (1  —  2ax  +  a2)-tt  nach  Potenzen  von  «,  so  ferner  bei 
der  Auswerthung  des  Integrals 

2* 

dq> 


ß 


A—  B  cosfp  —  Csim 
ö 
und  an  vielen  anderen  Stellen. 

Die  Darstellung  der  Kugelfunctionen  in  Form  von  höheren  Differen- 
tialquotienten, die  früher  den  Namen  von  Ivory  und  Jacobi  trug,  ist, 
wie  Herr  Heine  durch  literarische  Citate  zeigt,  Rodrigu es  zuzuschreiben. 

Bei  der  Entwickelung  einer  Function  nach  Kugelfunctionen  ist  der 
Begriff  der  Convergenz  in  gleichem  Grade  ausführlich  erläutert. 

Bemerkenswert!]  ist  das  Verfahren  bei  der  Definition  der  Kugelfunc- 
tionen zweiter  Art,  fP(x).    Nachdem  0n(ar)  durch  Entwickelung  von  ——^ 

nach  </*(?),   den  Kugelfunctionen  erster  Art  von  y,   eingeführt  und  da- 
durch für  solche  «,  deren  Modul  >  1 ,  definirt  ist,  wird  zunächst  gezeigt, 
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das  8  diese  Function  der  Differentialgleichung  der  Kugelrun  et  ionen  genügt. 
Es  bleibt  Qn(>r)  auszudehnen  auf  Werthe  von  o*,  deren  Modul  <^1  ist* 
Man  verbinde  zu  dem  Zwecke  die  beiden  Punkte  +  1  durch  einen  Quer- 
schnitt und  suche  eine  eindeutige  Function,  die  1)  bis  an  den  Quer- 
schnitt der  Differentialgleichung  der  Eugelfunctionen  genügt,  die  2)  bis 
an  den  Querschnitt  continuirlich  bleibt,  nur  in  den  Punkten  +  1  unend- 
lich, werden   darf,   die  3),  mit  a:n+!  multiplicirt,  für  a==oo  gleich  wird 

1.2..  .n 
3.5...(2w  +  l)' 
Diese  Function  heisst  Qn(x)  ausserhalb  des  Querschnittes.  Im  Quer- 
schnitt selbst  ist  dagegen  Qn(x)  das  arithmetische  Mittel  aus  den  beiden 
Werthen  an  den  Uferrändern.  Die  Existenz  dieser  Function  wird  dadurch 
bewiesen,  dass  das  Integral  der  Differentialgleichung  der  Kugelfunctionen 
nach  steigenden  Potenzen  von  gc=ar  —  J^a;*—  1  entwickelt  wird.  Von  den 
sich  ergebenden  particulären  Integralen ,  die  hypergeometrische  Reihen 
sind,  stimmt  das  eine  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  /^(x)  über- 
ein, das  andere  hat,  ebenfalls  mit  einem  constanten  Factor  multiplicirt, 
die  verlangten  Eigenschaften.  Das  so  gefundene  Qn(x)  wird  für  a:=+I 
unendlich,  während  es  für  alle  übrigen  reellen  und  complezen  Werthe 
von  x  endlich  ist.  Bildet  man  nun  den  Werth  von  Qn(x)  für  zwei 
Punkte,  die  auf  beiden  Seiten  des  Querschnittes  einander  sehr  nahe 
liegen,  also  für  die  beiden  Werthe  a?  =  cos(#  +  ie)  und  <r  =  cos(#  — i«), 
geht  dann  zur  Grenze  für  e  =  0  über,  so  hat  Qn(x)  für  einen  dieser 
Werthe  die  Form  A+ßi,  für  den  andern  A—Bi\  die  Werthe  von  ß" 
zu  beiden  Seiten  eines  Querschnittes  unterscheiden  sich  daher  um 
2f  B  —  iitPn(x).  Der  Werth  von  Qn  (x)  im  Querschnitt  selbst  ist  A. 
Nachdem  so  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  Function  Q  ermittelt 
sind,  ohne  auf  die  allgemeinen  Sätze  über  lineare  Differentialgleichungen 
zu  verweisen,  ergiebt  sich  durch  Darstellung  der  hypergeometrischen  Reihe 
als  bestimmtes  Integral,  dass  für  alle  Punkte  ausserhalb  des  Quer- 
schnittes 

CO 

19)  Qn  (x)  =  /- du/ , 

J    (*  +  COS(tM).^-l)»  +  1 
0 

während  für  Punkte  des  Querschnittes  selbst 

CD 

du 


19 a)  2  0n  ix'  =  / — I-  / 

J  (x  +  cos{iu).]/xT^l)«  +  l    J  O  -  cos  (in) .  fV- 13-+1 
0  0 

ist;  und  aus  der  letzten  Gleichung  folgt,  dass  Qn(x)  auch  für  Punkte  im 

Querschnitt  der  Differentialgleichung  genügt. 

Will   man   auf  die  Eindeutigkeit   verzichten,   so  kann  man  statt 

des   obigen  Verfahrens   auch    das   folgende   einschlagen.     Man   suche  für 
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die  Function  Qn (x) ,  die  für  modx^i  bekannt  ist,  eine  solche  Fortsetz- 
ung, die  der  Differentialgleichung  genügt  und  überall  continuirlich  ist, 
ausser  in  den  Punkten  x  =  +l.  Man  erhält  dann  eine  mehrdeutige 
Function  9n(ar),  die  beim  Umkreisen  der  Punkte  +1,  und  dieser  allein, 
sich  jedesmal  um  +  in  A*  (*)  ändert.  Diese  Function  lässt  sich  so  dar* 
stellen : 

20)  ?»(*)  =  i />"(*)  %(^)-2«(*), 

wo  Z*(s)  eine  ganze  Function  von  x  vom  Grade  (»  —  1)  ist.  Will  man 
für  die  oben  definirte  Function  (?"(*)  dieselbe  Darstellung  haben,  so  ist 

20c)  ©■(«)  <=4  J>»(s)  log  g±j)  _z*(«) 

für  alle  Punkte  ausserhalb  des  Querschnittes,  während  für  die  Punkte 
des  Querschnittes 

20  d)  0"  (x)  =  *  /»  (x)  %  (|±5)  -  Z-  (*) 

ist.  In  den  beiden  Ausdrücken  für  Q*(x)  ist  der  Logarithmus  so  zu 
nehmen,  dass  der  Modulus  seines  imaginären  Theiles  möglichst  klein 
wird,  während  in  der  Function  q  der  Werth  des  Logarithmus  von  dem 
Wege  abhängt,  auf  dem  man  zum  Punkte  x  gelangt. 

Aus  dem  Abschnitte,  der  die  Eugelfunctionen  der  zweiten  Art  be- 
handelt und  der  eine  völlige  Umgestaltung  in  der  zweiten  Auflage  erfahren 
hat,  hebe  ich  noch  folgende  Punkte  hervor.  Bei  Gelegenheit  der  Dar- 
stellung von  Qn(x)  in  Form  eines  vielfachen  Differentialquotienten  be- 
handelt Herr  Heine  auch  die  beiden  folgenden  Differentialgleichungen, 
die  im  folgenden  Abschnitte,  bei  der  Theorie  der  zugeordneten  Functio- 
nen, eine  wesentliche  Rolle  spielen  und  deren  erste  durch  r- maliges 
Differentiiren  aus  der  Differentialgleichung  der  Kugel functionen  entsteht, 
die  zweite  durch  r- malige  Integration: 

23)        (l-*')ä-2(r  +  l)*^  +  (»-r)(»  +  r  +  l)y  =  0. 

23»)     (l_*«)g  +  2(r-l)*^  +  (»-r+l)(«  +  r)S  =  0. 

Dabei  wird  nicht  nur  der  Fall  r<«,  der  gewöhnlich  allein  in  Betracht 
gezogen  wird,  sondern  auch  der  Fall  r>n  behandelt.  Für  die  Gleich- 
ung 23)  ergeben  sich  hier  folgende  Sätze: 

1.  Ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  23)  ist  für  jede  Grösse 
der  ganzen  positiven  Zahl  r  gleich  der  Function 

2.  Ein  zweites  particuläres  Integral  derselben  Gleichung  ist,  so  lange 
r^">  die  ganze  Function 
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f *-*>VW%"*  *+"+++  ++*+++**+****>^*: 


Ufo  — r)         ^/^(o:) 

1.3...(2n-l)      dar    ' 

Wenn  aber  r>n,  so  findet  man  ein  solches  gleich 

x 
2n  +  l        *"-" 


^  f(l  -^-»-tjofi-iy*  dxj. 


JI(r  —  n— 1)  dxr" 

Diese  Function,   welche,  mit  xr~*  mnltiplicirt,  für  x  =  oo  in   1 
übergeht,  wird  $~\(x)  genannt. 
Nachdem  noch  für  Q*(x)  ein   zweites,   dem  Integral  19)  analoges 
Integral  abgeleitet  ist,   das  ans  diesem  durch  die  imaginäre  Substitution 

-.  N       x  ros(iu)  +  l/.r2  —  1 

•  cos(tv)~ 

x  +  cos  (i  ü)  yx*  —  1 

hervorgeht,  folgt  die  Ableitung  der  Grenze,  der  sich  die  Functionen  P*(x) 
und  #"(.?)  mit  wachsenden  n  nähern.  Hierbei  tritt  das  folgende  neue 
Resultat  auf,  das  von  besonderer  Wichtigkeit  ist  für  den  Convergenz- 
beweis    einer  nach  Eugelfunctionen   fortschreitenden  Reihe:    Ist  x  eine 

Grösse,   die  sich  mit  wachsendem  n  der  Grenze  1  nähert,  z  —  cosl-*), 

(#!  endlich),  so  ist 

Zim  J*(aO«=0, 

sobald  0  <«<{■;  und  zwar  muss  man  für  et  einen  Werth  nehmen,  der 
angebbar  unter  \  liegt.  Die  Annäherung  von  P*(x)  an  Null  ist  dann 
von  der  Ordnung  £(1  — «)• 

Aus  dem  Abschnitte  über  die  zugeordneten  Functionen ,  der  sich  vor- 
zugsweise auf  die  aus  den  obigen  Gleichungen  23)  und  23  a)  gewonnenen 
Resultate  stützt,  hebe  ich  die  Berücksichtigung  derjenigen  Functionen 
/?(#),  ö"  (&)  hervor,  für  die  der  untere  Index  r>n  ist.     Es  ist  in  allen 

F811en  />;:(*) =(*,-i)*r5j£,r(*),  ö?(*)=(«>-i)*'o£t.(*), 

wo  die  Bedeutung  der  Functionen  5ß,  Q  oben  angegeben  ist.  Uebrigens 
lassen  die  zugeordneten  Functionen  noch  mehrfache  andere  Darstellungen  zu. 

Eine  wesentliche  Erweiterung  bat  der  Abschnitt  über  Kettenbrüche 
erfahren.  Es  würde  mich  jedoch  zu  weit  führen,  hier  auf  das  Einzelne 
einzugehen. 

Bei  der  Entwickelung  der  Kugelfuncüonen  mit  mehreren  Veränder- 
lichen werden  die  Methoden  zur  Transformation  des  Ausdrucks 

d%V     d*V     d*V 

dx*+dy*+dz* 

auf  beliebige  orthogonale  krummlinige  Coordinaten  besprochen,  speciell 

die  von  Jacobi  und  Dirichlet,   welch'  letztere  auf  einer  Anwendung 

des  Green* sehen  Satzes  auf  ein  Volumen element  beruht     Dann  ist  die- 
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sem  Abschnitte  ein  Znsatz  über  die  geometrische  Bedentnng  der  Kugel* 
fnnctionen  hinzugefügt,  dem  eine  Bemerkung  aus  dem  Nachlass  von 
Gauss  zu  Grunde  Hegt.  Auch  das  Gauss'sche  Verfahren,  eine  ganze 
homogene  Function  g>{xyz)  vom  Grade  n  in  eine  Reihe  von  Kugelfunc- 
tionen  zu  verwandeln,  wird  hier  mitgetheilt. 

Eine  völlige  Umgestaltung  bat  das  Capitel  erfahren,  das  die  Ent- 
wickelung  von  Functionen  zweier  Veränderlichen  nach  Kugel  fnnctionen 
behandelt.  Durch  Herrn  Kronecker  war  Herr  Heine  darauf  aufmerk- 
sam gemacht,  dass  bei  unserer  heutigen  Kenntniss  von  Eigentümlich- 
keiten der  Functionen  Dirichlet's  berühmter  Beweis  nicht  mehr  völlig 
genügt,  da  er  die  Voraussetzung  enthält,  dass  das  Aggregat 

Ffa)  sing  dri 


J  y2(co8y-cosij)  J   y 


tf2  (C08tl  —  cos  ty) 

y  0 

nach  ty  differentiirt  werden  könne,  wo  F(tj)  den  Mittelwerth 

2« 

c)  ^)=^;  fnn**)d*> 

0 
f  die  zu  entwickelnde  Function  darstellt.  Da  man  nicht  im  Stande  ist, 
anzugeben,  welche  Eigenschaften  f  besitzen  muss,  damit  obige  Beding- 
ung erfüllt  wird,  wurde  der  Dirichlet'sche  Beweis  durch  einen  völlig 
anderen  ersetzt,  bei  dem  eine  Arbeit  von  Dini  benutzt  wurde,  der  aber 
in  wesentlichen  Punkten  Herrn  Heine  eigenthümlieh  ist.  Der  Wichtig- 
keit der  Sache  wegen  sei  es  gestattet,  den  Gedankengang  des  neuen 
Beweises  darzulegen.     Es  ist  die  Summe  der  Reihe  zu  ermitteln 

») 

wo 

0  0 

cosy  =  cos  0  cos  dj  +  sin  0  sin  &x  cos  (^ — ^) , 

ist.     Man  betrachte  zuerst  die  endliche  Reihe  von   n  Gliedern,    deren 
Summe  Sn  sei,  für  den  Fall  O  =  0,  beaQhte,  das6 

nmt      ÄX     .   Ä      dP—1      df*+* 
'»(cosV.stn»-— — , 

so  wird 

/dfn  r         dPa  +  x 

FW  _  dt  +j  F(t)  ~^-  d%% 

0  0 
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wo  F  dieselbe  Bedeutung  bat,  wie  vorher  [Ol.  c)],  während  zugleich  Ox  durch 
&  ersetzt  ist.  Um  die  Grenze  zu  finden,  der  sieb  jedes  der  auf  der  rech- 
ten Seite  der  Gleichung  d)  stehenden  Integrale  mit  wachsendem  n  nähert, 
bestimme  man  die  reellen  und  zwischen  ro*0  =  +  l  und  cos&  =  —  1  liegen- 
den Wurzeln  der  Gleichung  P*(cosd)  =  0;  sie  seien  0  =  ^,  a8,  ...  o*, 
und  zwar  sollen  diese  Grössen  sämmtlich  zwischen  0  und  n  liegen.  Man 
zerlege  jedes  dieser  Integrale  in  Theilintegrale  zwischen  den  Grenzen  0 
bis  ccly  ctx  bis  ctg  etc.,  au  bis  n.     Zwischen  je  zwei  Werthen  a  liegt  eine 

dP» 
und  nur  eine  Wurzel  ß  der  Gleichung  —-  =  0.     Zerlegt  man  nun  jedes 

der  vorigen  Theilintegrale  auf's  Neue  in  zwer  Integrale  von  o»,  bis  ßm 
und  von  ßm  bis  «m-f  l  und  wendet  auf  jedes  der  letzteren  Integrale  den 
Mittelwerthsatz  an,  so  erhält  man  für  das  ganze  Theil integral  von  am 
bis  «m+i  einen  Werth,  der  P*(cosßm)  als  Factor  hat;  und  es  ist 
Lim  P*  (cos  $»)  =  0;  demgemäss  verschwinden  alle  Theilintegrale.     Dieser 

n  =  » 

Schluss  ist  jedoch  nicht  anzuwenden  auf  die  Theilintegrale,  die  0  und  n 
zur  untern,  resp.  obern  Grenze  haben,  weil  Pn(cos&)  sich  mit  wachsen- 
dem n  nur  dann  der  Grenze  0  nähert,   wenn  0  von  0  oder  n  verschie- 

den   ist.     Da  jedoch   Lim  P"  (cos  9)  =  0,    selbst  wenn   #  =  -£,   falls  nur 

a  <  ^,  so  bleiben  für  n  s=  oo  von  dem  ersten  der  Integrale  auf  der  rechten 
Seite  von  d)  nur  die  Theilintegrale  übrig 


/«•)Tr»+fm*-£»> 


0  n-rti 

wobei  ff  und  ^  Grössen  sind,  die  sich  mit  wachsendem  n  der  Null  nähern, 
so  jedoch,  dass  Vn.r]  noch  mit  n  ins  Unendliche  wächst.  Die  Werthe 
dieser  Theilintegrale  ergeben  sich  mit  Hilfe  des  von  den  Herren  Du  Bois- 
Reymond  und  Weierstrass  gefundenen  Mittel werthsatzes ;  dieselben 
Bind  fiir  »  =  oo  _m  +  i_l).^F(„_0h 

Behandelt  man  ebenso  das  zweite  Integral  der  rechten  Seite  von  d),  so 
findet  man  schliesslich 

LimSH  =  F(Q). 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter  ebenso,  wie  bei  Dirichlet,  die  Summe  der 
Reihe  a)  für  den  Fall,  dass  #  von  Null  verschieden  ist.  Damit  die  Reihe 
/"(#,  <p)  zur  Summe  hat,  muss  f  eine  endliche,  einwerthige  Function  vor- 
stellen, die  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Maxima  und  Minima  besitzt, 
und  es  muss  /"(d,  0)  =  /*(#,  2%)  und  /"(0,  ^),  sowie  /*(«,  $)  von  y  unab- 
hängig sein. 

Die  bisherigen  Bemerkungen  bezogen  sich  auf  die  eigentlichen  Kugel 
funetionen.     Meine  Absicht  war  es   nicht,   alle  Verbesserungen,   welche 
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die  zweite  Auflage  erfahren,  einzeln  anzuführen,  sondern  nur  durch 
Hervorheben  einiger  mir  besonders  wichtig  erscheinender  Punkte  eine 
Idee  davon  zu  geben,  mit  welcher  Sorgsamkeit  Herr  Heine  das  neu 
hinzugekommene  Material  benutzt,  resp.  selbst  neues  Material  bei- 
gebracht hat. 

Neben  den  Kugelfunctionen  hat  Herr  Heine  sodann  die  mit  ihnen 
verwandten  Cylinderfunctionen  berücksichtigt.  Bei  Besprechung  der 
Grenze  von  P*(cos&)  für  w  =  oo  ergiebt  sich  die  Cylinderfunction  erster 

Art,  /(#),  als  Grenze  von  Pn  \cos  —  I  für  n  =  oo.    Ebenso  erhält  man  aus 

Qn  die  Cylinderfunction  zweiter  Art  !Tai  und  aus  den  zugeordneten  Func- 
tionen P*  und  Or  die  Cylinderfunctionen  Jr  und  KT.  Von  diesen  Cylin- 
derfunctionen sind  die  wichtigsten  Eigenschaften  abgeleitet;  auf  eine  Voll- 
ständigkeit musste  bei  dem  grossen  Reichthum  an  Formeln ,  die  für  diese 
Functionen  aufgestellt  sind,  verzichtet  werden.  Auch  in  den  späteren 
Capiteln  sind  die  Cylinderfunctionen  neben  den  Kugelfunctionen  berück- 
sichtigt. So  findet  man  zu  der  Entwickelung  von  Pn  mit  dem  zusam- 
mengesetzten Argument 

cos yz=cos&  cos  #j  +  sin&  sin  &t  cos(ip  —  yl) 
(Herr  Heine  nennt  diese  Entwickelung  das  Additionstheorem  der  Kugel- 
functionen) ein  Analogon,  das  zuerst  von  Herrn  C.  Neumann  aufgestellt 
ist,  nämlich  die  Entwickelung  von  -/(#2),  w0 

0,  =  y&  —  2^  cosxp  +  V- 
Endlich  ist  auch  die  Entwickelung  einer  beliebigen  Function  von  zwei 
Veränderlichen  nach  Cylinderfunctionen  abgeleitet. 

Von  Functionen,  die  den  Kugelfunctionen  analog  sind,  werden  fer- 
ner die  Kegelf unctionen  kurz  erwähnt,  die  man  als  Kugelfunctionen 
mit  dem  imaginären  Index  —  i  +  f*i  betrachten  kann. 

Den  L  am  &  sehen  Functionen,  die  für  das  dreiaxige  Ellipsoid  die- 
selbe Rolle  spielen,  wie  die  Kugelfunctionen  für  die  Kugel  und  das 
Rotationsellipsoid,  waren  bereits  in  der  ersten  Auflage  zwei  Capitel  ge- 
widmet. In  der  zweiten  Auflage  fügt  der  Verfasser  den  bisherigen  einige 
neue  Entwickelungen  hinzu  und  betrachtet  dann  auch  die  Functionen 
des  elliptischen  Cy linders,  die  mit  den  Cylinderfunctionen  ebenso  zu- 
sammenhängen, wie  die  L am e*' sehen  mit  den  Kugelfunctionen.  Diese 
Functionen  des  elliptischen  Cylinders,  welche  der  Differentialgleichung 
genügen 

^^  +  (80«  ««2,,  +  4z)  (SO?)  =  0, 

werden  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  der  reellen  oder  imaginären 
Grösse  <p  in  eine  convergente  Reihe  entwickelt,  deren  Coefficienten  Nähe- 
rungsnenner eines  gewissen  Kettenbruches  sind.     Dieselben  Coefficienten 
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treten  auch  auf  bei  der  Entwickelung  der  @  nach  Cylinderfunctionen  / 
mit  dem  Argument  ißj/8  cosip.  Die  Grösse  Z  ist,  wie  bei  den  Lamd- 
sehen  Functionen,  die  Wurzel  einer  gewissen  Gleichung.  Von  den 
Coefficienten  bei  der  obigen  Entwickelung  von  6  in  eine  trigonome- 
trische Reihe  wird  ferner  gezeigt,  dass  sie  sich  zu  einander  verhalten 
wie  die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution,  durch  welche  eine 
gewisse  Form  zweiten  Grades  mit  unendlich  vielen  Veränderlichen  in 
eine  andere  Form  transformirt  wird,  die  nur  die  Quadrate  der  Variabein 
enthält.  Aehnliches  gilt  übrigens  auch  für  die  Entwickelung  der  L aus- 
sehen Functionen  nach  den  Functionen  Pm  oder  in  trigonometrische 
Reihen. 

Ausser  den  genannten  Zusätzen  hat  die  Behandlung  der  La  mi- 
schen Functionen  noch  eine  Erweiterung  erfahren  durch  Hinzufügung 
eines  neuen  Abschnittes,  welcher  die  Lam^' sehen  Functionen  verschie- 
dener Ordnung  behandelt.  Herr  Heine  giebt  hier  wesentlich  eine  Be- 
arbeitung seiner  eigenen  Aufsätze  aus  Borchardt's  Journal  Bd.  60,  61, 
62,  sowie  aus  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre 
1864.  Die  allgemeine  Definition  der  Lame* 'sehen  Functionen  ist  folgende. 
Es  sei 

il>(x)  =  x(x— aj  ...  (*-«,); 

&(x)  sei  eine  ganze  Function  von  x  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
Differentialgleichung 

<P  W  dW 

4,K*>  7*  +  2*'(a!)  77  +  *(ip)  ■ w=  ° 

eine  Lösung  zulässt,  welche  eine  ganze  Function  von  x  ist.  Dann  heisst 
jede  ganze  Function  »ton  Grades  der  Grössen  j/x^  yx—aly  ...  y^x—a^ 
welche  der  obigen  Differentialgleichung  genügt,  eine  Lam^'sche  Func- 
tion erster  Art,  pter  Ordnung  und  nten  Grades.  Ein  zweites  particuläres 
Integral  jener  Differentialgleichung,  das  im  Unendlichen  verschwindet, 
wird  L  am  ersehe  Function  zweiter  Art  und  pieT  Ordnung  genannt.  Die 
von  Lame*  selbst  eingeführten  Functionen  sind  hiernach  von  der  zweiten 
Ordnung.  Was  die  Existenz  der  Function  &{x)  betrifft,  so  läset  sich 
zeigen,  dass  sich 

(W  +  l)(«+2)...(W+P-2) 

1.2...  (p-1)  ^n+P     1} 

Functionen  &  von  der  geforderten  Eigenschaft  bestimmen  lassen,  so  dass 
man  für  ein  gegebenes  n  und  p  ebensoviel  verschiedene  Functionen  jeder 
Art  erhält.  Daraus  folgt  weiter:  Die  Anzahl  der  Lam^'schen  Func- 
tionen pter  Ordnung  und  erster  Art,  welche  zu  n  gehören,  ist  genau  so 
gross,  wie  die  Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  in  der  allgemeinsten 
homogenen  Functionen  *nleu  Grades  W  von  Grössen  Jx.  £2,  •••  l|»+i» 
welche  der  Differentialgleichung 
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genügt.  »fe1  +  dtf  + ' ' ' +  »«%+i  " 

Die  speciellen  Lam^ sehen  Functionen  ergeben  sich  ans  den  vor- 
hergehenden dadurch,  dass  einige  der  Constanten  at,  ...  ap  einander 
gleich  sind.  Unter  den  speciellen  Lam^' sehen  Functionen  treten  be- 
sonders hervor  diejenigen,  für  die  alle  Constanten  alf  ...  ap  einander 
gleich  sind;  sie  heissen  Kugelfunctionen  ptet  Ordnung,  und  zwar 
wird  der  Einfachheit  wegen  ax  =  <i2  ==...  =  ap  =  1  genommen.  Diese, 
namentlich  von  Cayley  untersuchten  Kugelfunctionen  höherer  Ordnung 
kann  man  auch,  ohne  auf  ihren  Zusammenhang  mit  den  allgemeinen  Lam£- 

sehen  Functionen  einzugehen,  durch  Entwickelnng  von  (1— 2«ir  +  a2)  2 
nach  Potenzen  von  a  erhalten;  der  Coefficient  von  an  bei  dieser  Ent- 
wickeln g  ist  die  Eugelfunction  p%m  Ordnung,  nten  Grades  und  erster  Art. 
Auf  diese  Functionen  lassen  sich  viele  Sätze,  die  von  den  einfachen 
Kugelfunctionen  (p  =  2)  gelten,  übertragen,  namentlich  auch  das  Ad- 
ditionstheorem. 

Aus  den  Kugelfunctionen  höherer  Ordnung  folgen   als  Grenze  für 


=  00,  falls  nj/#—  1  dabei  noch  endlich  bleibt,  die  Cylinderfnnctionen 
höherer  Ordnung,  ebenso  folgen  ans  den  Lame^ sehen  Functionen  ana- 
loge, die  als  Verallgemeinerungen  der  Functionen  des  elliptischen  Cylin- 
ders  anzusehen  sind. 

Bisher  habe  ich  aus  der  zweiten  Auflage  des  Heine' sehen  Buches 
nur  solche  Punkte  hervorgehoben,  die  sich  auf  die  eigentlichen  Kugel- 
functionen oder  auf  verwandte  Functionen  beziehen.  Es  bleibt  noch 
übrig,  von  einigen  grösseren  Zusätzen  zu  sprechen,  die  einzelnen  Ab- 
schnitten angehängt  sind.  In  diesen  Zusätzen  wird  die  Behandlung  ein- 
zelner Gegenstände  weiter  geführt,  als  es  ihre  Beziehung  zu  den  Kugel- 
functionen nöthig  macht.  Geht  der  Inhalt  der  Zusätze  somit  auch  über 
den  eigentlichen  Zweck  des  Buches  hinaus,  so  ist  das  dort  gebotene 
Material  doch  an  sich  von  grossem  Interesse.  Als  solche  Zusätze  sind 
vor  Allem  zu  nennen  die  über  Kettenbrüche,  über  trigonometrische  und 
hypergeometrische  Reihen.  Ueber  die  beiden  letzteren  seien  mir  zum 
Schluss  noch  einige  Bemerkungen  gestattet.  Bei  den  Fourier' sehen 
Reihen  handelt  es  sich  vor  Allem  darum,  nachzuweisen,  dass  die  Reihe 
immer  in  gleichem  Grade  convergirt;  und  dieser  Punkt  ist  durch  den 
Dir  ichl  et 'sehen  Beweis  nicht  erledigt.  Herr  Heine  giebt  daher,  nach 
Besprechung  einiger  der  wichtigsten  neueren  Arbeiten  über  trigonome- 
trische Reihen,  einen  neuen,  verhältnissmässig  kurzen  Beweis  dafür,  dass 
die  Summe  der  trigonometrischen  Reihe  =$\f(x  +  0)  + f(x  —  0)}  ist, 
falls  f(x)  eine  endliche  integrable  Function  ist,  die  zwischen  —  n  und 
+  k  nicht  unendlich  oft  vom  Wachsen  ins  Abnehmen  übergeht  und  nicht 
unendlich  viel  Unstetigkeiten  besitzt;   und  aus  diesem  Beweise  ei  giebt 
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sich  leicht  die  Convergenz  in  gleichem  Grade.  Der  sehr  bemerkenswerthe 
Beweis  beruht  wesentlich  auf  folgendem  Satze:  „Ueberschreitet  die  von 
a  =  Q  bis  a  =  /i  für  jeden  Werth  des  Parameters  x  endliche  Function 
<jp(«)  nicht  einen  angebbaren  Werth  y  und  hat  sie  zwischen  a  =  0  und 
a  =  Ä  nur  eine  endliche  Anzahl  Maxima  und  Minima;  ist  ferner  0<r<l, 
so  kann  man  n  so  gross  nehmen,  dass 
h 


n>~r  I  <p(a 


.sin(na)  ,  n  ,  m  Ä. 


0 

und  zwar  für  alle  x  in  gleichem  Grade,  unter  jeden  Grad  der  Kleinheit 
herabsinkt/'  Im  Uebrigen  ist  der  Beweis  analog  dem  über  die  Conver- 
genz der  Kugelfunctionenreihe. 

In  dem  Abschnitte  über  die  hypergeometrische  Reihe  wird  neben 
der  Gauss'schen  hypergeometrischen  Reihe  F(a%ß,y,z)  die  verallge- 
meinerte hypergeometrische  Reihe 

(i^fi-^)>     (i-g'Xi-y'+'Hi-^i-^+O  ,,  , 

^(l-Mi-**)"  (i-^)(i-g2)(i-^)(i-^+i)  *  "h"; 

betrachtet.    Dieselbe  geht,  wenn  man  <?  =  1  +  -r-Zo^t  setzt  und  zur  Grenze 

für  |  =  oo  übergeht,  in  die  Gauss' sehe  Reihe  F(aißiyiz)  über.  Ein 
wesentlicher  Unterschied  zwischen  beiden  Reihen  besteht  darin,  dass  £ 
in  der  allgemeinen  Reihe  ap  eine  ähnliche  Rolle  spielt,  wie  a,  0,  y, 
während  diese  Eigenschaft  dem  z  der  Gauss'schen  Reihe  nicht  zukommt. 
Die  doppelte  Periodicität  der  elliptischen  Functionen ,  die  sich  vermittelst 
solcher  Reihen  <p  darstellen  lassen,  beruht  auf  dem  erwähnten  Umstände. 
Während  nun  F  einer  (bekannten)  Differentialgleichung  genügt,  genügt 
g>  einer  Differenzengleichung.  Wie  sich  ferner  die  hypergeometrische 
Reihe  F  für  e  =  l  summiren  und  durch  die  Gauss1  sehe  Function  JI 
darstellen  läset,  so  lässt  sich  q>  summiren  mit  Hilfe  einer  als  unendliches 
Product  dargestellten  Function 

0(i)=(l-9*+1)(l-9{+,).-> 
resp.  durch  das  endliche  Product 

Ä(S)  =  £|j  =  (i-tf)(i-*V.(i-9*). 

Von  den  zahlreichen  Formeln,  die  sich  durch  weitere  Behandlung  der 
Functionen  JI,  Oy  Sl  ergeben,  sei  hier  nur  die  folgende  hervorgehoben, 

die  analog  der  Darstellung  von  log  n)  ,  l  durch  das  Integral  der  drit- 
ten Gattung  ist: 

cns(z n)        .    f%cos(iux)  —  cos(i\iz)   du 

COS(xn)  'I  Sin  (± tu)  DigMzedby  Li* 
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Endlich  ist  ans  den  Anwendungen  der  Function  <p  auf  die  elliptischen 
Functionen  noch  eine  sehr  allgemeine  Partialhruchzerlegung  erwähnens- 
werth,  welche  die  Zerlegung  der  elliptischen  Functionen  in  Partialbrüche 
als  specielle  Fälle  in  sich  enthält. 

Die  äussere  Ausstattung  des  Heine* sehen  Buches  ist  eine  gute. 
Die  fortlaufende  Nummerirung  der  Formeln ,  die  Angabe  der  Formelnum- 
mer und  des  Paragraphen  in  der  Ueberschrift  jeder  Seite,  endlich  ein 
ausführliches  Inhal tsverzeichniss  erleichtern  die  Uebersicht.  Alles  nicht 
streng  zur  Theorie  Gehörige,  namentlich  die  obengenannten  Zusätze,  sind 
mit  kleinerer,  aber  sehr  deutlicher  Schrift  gedruckt.  Dass  einzelne  Druck- 
fehler und  lncorrectheiten  stehen  geblieben  sind,  ist  bei  einer  so  um- 
fangreichen und  mühevollen  Arbeit  erklärlich;  übrigens  sind  dieselben 
grösstenteils  leicht  zu  verbessern  und  fallen  den  Vorzügen  des  Buches 
gegenüber  nicht  ins  Gewicht. 

Berlin,  6.  April  1879.  A.  Wangebin. 


Notizie  storico-criiiehe  sulla  costruzione  delle  equazioni  per 
Antonio  Fav'aro,  Professor e  nella  r.  universitä  di  Padova.  Modena, 
societä  tipografica.  1878.  IV,  206  S.  2  Figuren  tafeln. 
Wer  da  weiss,  welch*  ungemein  wichtige  Rolle  die  graphische  Auf- 
lösung der  Gleichungen  Jahrhunderte  hindurch  gespielt  hat,  einmal  des- 
halb, weil  überhaupt  die  geometrische  Einkleidung  arithmetischer  Ver- 
hältnisse als  etwas  Selbstverständliches  galt,  und  dann  noch  aus  dem 
weiteren  Grunde,  weil  die  Geometrie  in  einem  unvergleichlich  höheren 
Grade  ausgebildet  war,  als  die  Algebra,  der  wird  in  der  vorstehend  be- 
zeichneten Arbeit  des  bekannten  Verfassers  nur  die  Ausfüllung  einer 
bedeutenden  Lücke  unserer  geschichtlichen  Literatur  erkennen  können. 
Nicht  als  ob  diese  interessante  Partie  von  anderen  Schriftstellern  ver- 
nachlässigt worden  wäre,  allein  während  die  Einen  mehr  den  Griechen, 
die  Anderen  mehr  den  Arabern  ihre  Aufmerksamkeit  zuwandten,  konnte 
sich  keine  einheitliche  Gesammtdarst eilung  bilden ,  wie  sie  uns  eben  Herr 
Favaro  geben  will.  Auf  158  Gross  -  Quartseiten  behandelt  er  sein  Thema 
bis  zum  Beginn  des  XVI.  Jahrhunderts  in  aller  Ausführlichkeit,  und  er 
hatte  Recht,  sich  dasselbe  gerade  so  abzugrenzen,  denn  eben  um  jene 
Zeit  war  es  der  Algebra  durch  die  Bestrebungen  eines  Pacioli,  dal 
Ferro,  Stifel  u.  A.  gelungen,  das  nunmehr  lästig  werdende  geometrische 
Gewand  abzustreifen  und  6ich  völlig  auf  die  eigenen  Füsse  zu  stellen. 
Gleichwohl  bricht  der  Verfasser  an  jener  Stelle  noch  nicht  ab,  vielmehr 
liefert  er  uns  noch  eine  chronologisch  geordnete  Uebersicht  über  alle 
hierher  zu  rechnenden  Leistungen  bis  in  die  allerneueste  Zeit  herein,  die 
freilich  nur  durch  die  staunenswerthe  Literaturkenntniss,  wie  sie  dem 
Verfasser  eignet,   zu  wirklicher  Vollständigkeit  gebracht  werden  konnte. 
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Mit  Euklid  beginnend,  dessen  Behandlang  der  quadratischen  Oleich* 
nngen  er  im  Detail  wiedergiebt  —  die  „Data"  geben  Gelegenheit,  auch 
auf  Gleichungen  von  der  Form  x*+ax2  —  b  einzugehen  — ,  wendet  sich 
der  Verfasser  zum  delischen  Problem,  welches  so  recht  den  Mittelpunkt 
für  alle  hierher  gehörigen  Tendenzen  bildete.  Insbesondere  knüpft  sich 
hieran  gleich  am  besten  die  Erwähnung  dieser  und  jener  Methode,  eine 
unreine  kubische  Gleichung  graphisch  aufzulösen,  wie  sie  beispielsweise 
durch  die  Archimedische  Aufgabe,  eine  Kugel  durch  eine  Ebene  in 
gegebenem  Verhältnisse  zu  theilen ,  gefordert  wurden.  Es  reihen  sich  an 
die  Regeln  von  Pythagoras  und  Plato  zur  Verzeichnung  rationaler 
rechtwinkliger  Dreiecke,  und  da  man  somit  bereits  zur  unbestimmten 
Analytik  gelangt  ist,  so  wird  gleich  noch  die  13.  Aufgabe  des  5.  Buches 
von  Diophant's  „Wpt&fiijrtxd"  angereiht,  als  die  einzige,  bei  deren 
Lösung  sich  der  geniale  Arithmetiker  einer  geometrischen  Hilfsconstruc- 
tion  bediente.  Damit  endet  der  von  den  Griechen  handelnde  erste  Ab- 
schnitt, zu  welchem  vielleicht  aus  des  Pappus  „Collectio**  noch  ein  oder 
der  andere  Punkt  hätte  zugezogen  werden  dürfen,  und  es  kommen  die 
Inder  an  die  Reihe.  Bei  diesen  sind  es  in  erster  Linie  die  von  Thibaut 
und  Cantor  erschlossenen  Culvasutras,  auf  welche  hingewiesen  wird; 
doch  geben  auch  die  zuerst  von  Chasles  in  ihrer  wahren  Bedeutung 
erkannten  Regeln  Brahmegupta's  zur  Construction  rationaler  Kreis- 
vierecke willkommene  Gelegenheit,  die  Diophantische  Analysis  der  Inder, 
die  später  sogenannte  Pell' sehe  Gleichung  mit  inbegriffen,  zu  studiren. 
Aus  Bhascara  Acharya  werden  einerseits  dessen  Beweise  für  gewisse 
identische  Fundamentalgleichungen  der  Algebra,  andererseits  dessen  reisen- 
des Verfahren  zur  Lösung  der  Gleichung  xy  +  ax  +  by  =  c  herausgeho- 
ben ,  welch1  letzteres  in  seiner  geschickten  Vereinigung  rechnerischer  und 
construetiver  Hilfsmittel  nicht  leicht  von  irgend  einem  andern  übertroffen 
wird.  Unter  den  Arabern  beginnt  Mohammed  ben  Musa  den  Reigen 
mit'  seiner  geometrischen  Einkleidung  der  Lösung  quadratischer  Gleich« 
ungen;  es  folgen  Abul  Wafa  und  Abul  Djud,  welcher  zuerst  den 
Versuch  macht,  dem  geometrisch  unangreifbaren  regelmässigen  Neuneck 
auf  algebraischem  Wege  beizukommen.  Wenig  bekannt  und  deshalb  vom 
Verfasser  mit  Recht  besonders  eingehend  discutirt  ist  Abu  Abdallah 
Almahani's  Methode,  die  Lösung  der  kubischen  Gleichung  stereo- 
metrisch zu  erbringen;  Beachtung  verdient  diese  Methode  besonders  des* 
halb,  weil  ihrem  Urheber  eine  deutliche  Vorstellung  von  dem  innewohnt, 
was  wir  gegenwärtig  den  Sinus  einer  körperlichen  Ecke  nennen.  Dass 
des  verdienstvollsten  Theoretikers  im  Fache  der  Gleichungen  dritten 
Grades,  des  OmarAlkhayyami  mit  besonderer  Ausführlichkeit  gedacht 
werden  würde,  war  bei  dessen  hervorragender  Stellung  zu  erwarten. 
Alhassan  Ben  Alhaitham,  eine  erst  spät  mit  dem  Optiker  Alhasen 
identificirte  Persönlichkeit,   beschäftigte  sich  mit  der  Gleichung  ä5  =  «. 
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Schliesslich  gelangt  auch  die  eigentümliche  „Methode  der  Waage"  zu 
ihrem  Rechte,  welche  zuerst  hei  Abraham  Ben  Esra(?)  sich  erwähnt 
findet,  mit  grösserer  Ausführlichkeit  aber  von  Ihn  Albanna  behandelt 
wurde.  Der  vierte  Abschnitt  ist  den  Abendländern  gewidmet,  d.  h. 
besonders  dem  Leonardo  Pisano  und  Luca  Pacioli.  Doch  greift 
Herr  Favaro  noch  in  das  XVI.  Jahrhundert  hinüber,  um  uns  mit  der 
geometrischen  Verification,  welche  den  Cardan  von  der  Richtigkeit  der 
nach  ihm  benannten  Regel  überzeugte,  sowie  mit  Benedetti's  hüb- 
scher Construction  des  simultanen  Systems  x+y  =  a,  y  +  «  =  6,  z-\-x  =  c 
bekannt  zu  machen.  Ueber  den  Anhang  als  eine  höchst  verdienstliche 
Leistung  haben  wir  uns  bereits  ausgesprochen;  wir  wüssten  den  so  zahl- 
reich darin  aufgeführten  Beiträgen  zur  constructiven  Lösung  der  Gleich- 
ungen nur  einen  einzigen  noch  zur  Seite  zu  stellen:  Buteon's  geist- 
reiche Idee,  durch  successive  Construction  von  rechtwinkligen  Parellel- 
epipeden  sich  der  ]/2  bis  zu  jeder  willkürlichen  Genauigkeitsgrenze  zu 
nähern  (Bull,  de  bibliogr.,  (fhisloire  et  de  biogr.  mathetn.,  Tome  II,  Paris  1856. 
S.  35).  —  In  Fig.  2  ist  EP  verzeichnet,  S.  11  Z.  10  v.  u.  statt  diffcrenza 
l.  somma,  umgekehrt  S.  12  Z.  3  v.  o.;  S.  41  Z.  7  v.  u.  ergänze  zur  Rech- 
ten +  a*. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 


Jul.  Cae8äb,  Christian  Wolff  in  Marburg.  Rede  bei  der  Marburger  Uni- 
versitätsfeier des  Geburtstages  Sr.  Maj.  des  Kaisers  am  22.  März 
1879.  N.  G.  Elwert'sche  Verlagsbuchh.  Marburg,  1879. 
Die  Bedeutung  Christian  Wolff 8  liegt  in  der  Geschichte  der 
Philosophie.  Dort  ist  es  am  Platze,  ihn  den  Nachfolger  Leibnitzens 
zu  nennen,  den  Ausbilder  dessen,  was  jener  geniale,  schöpferische 
Geist  nur  angedeutet  hatte.  Für  die  Mathematik  hat  dagegen  Wolff 
nur  wenig  geleistet.  Sein  umfangreiches  Werk  über  alle  damals  vor- 
handenen Theile  unserer  Wissenschaft  darf  zwar  auf  das  Lob  der  Voll- 
ständigkeit, auch  auf  das  der  Klarheit  einigen  Anspruch  erheben,  auf 
das  zweite  noch  mehr,  als  auf  das  erstere;  allein  auch  Tadel  darf 
ihm  nicht  erspart  werden.  Es  bildet  zwar  nicht  den  Anfang  zu  jener 
Genügsamkeit,  die,  mit  den  Elementen  und  deren  Anwendung  auf  Tech- 
nik zufrieden,  die  Lehrstühle  der  Mathematik  in  Deutschland  traurig 
genug  kennzeichnete,  aber  es  gab  diesem  Unwesen  eine  neue,  durch  den 
Ruhm  des  Verfassers  verhängnissvolle  Weihe,  es  war  so  Mitschuld  an 
der  Verflachung  in  unserem  Vaterlande,  die  später  einem  Gauss  das 
Lehramt  verleidete,  die  erst  gegen  die  vierziger  Jahre  dieses  Jahrhun- 
derts hin  ein  glückliches  Ende  nahm.  Ist  Wolff  demnach  keiner  der 
Geisteshelden ,  mit  deren  Namen  die  Geschichte  der  Mathematik  ihre 
Blätter  zu  schmücken   liebt,  so   darf  sein  Name  ebenso  wenig  auf  den- 
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selben  fehlen,  und  es  hat  ein  immerhin  eigentümliches  Interesse,  sn 
erkennen,  wie  dieser  Mann  zu  seinem  Rahme  gekommen  ist,  wie  Feind- 
scbaft  ihn  verfolgte,  Bewunderung  ihn  vertheidigte.  Eine  inhaltsreiche 
Frist  seines  Lebens  bilden  die  Jahre,  welche  er  als  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  in  Marburg  zubrachte  von  1723  an,  wo  er  fast  als 
Flüchtling  und  unter  Widerstreben  der  in  Marburg  angestellten  21  Pro- 
fessoren hinkam,  bis  1740,  wo  er  nach  Halle  zurückkehrte,  aus  welchem 
Neid  und  Unduldsamkeit  ihn  17  Jahre  früher  vertrieben  hatten.  Prof. 
Caesar  hat  von  dieser  Zeit  ein  lebensfrisches,  wohlangeordnetes  Bild 
in  der  verhältnissmässig  kurzen  Rede  entworfen,  auf  deren  Abdruck  wir 
alle  unsere  Leser,  welche  für  solche  Schilderungen  Interesse  haben ,  recht 
sehr  aufmerksam  machen.  Cantor 

F.  6.  Gauss,  Fünfstellige  vollständige  logarithmische  und  trigonome- 
trische Tafeln  zum  Gebrauche  für  Schule  und  Praxis.  11.  Stereo- 
typ-Auflage.  Verlag  von  Eugen  Strien.  Zeitz  und  Leipzig,  1879. 
Die  erste  Auflage  dieser  Tafeln  erschien  1870,  die  zweite  1871; 
heute,  keine  vollen  neun  Jahre  nach  dem  Erscheinen  der  ersten  Auf- 
lage, liegt  die  elfte  vor  uns.  Das  war  bisher  der  äussere  Erfolg.  Einen 
innern  Erfolg  kann  man  die  Urtheile  von  Fachmännern  nennen,  wie  sie 
über  die  Gauss'schen  Tafeln  vielfach  gefällt  worden  siud.  Wenn  ein 
Lehrer  der  Feldmesskunst»  wie  Prof.  Jordan  in  Carlsruhe,  ein  Prak- 
tiker derselben  Kunst,  wie  General  von  Morozowicz  in  Berlin,  Direc- 
toren  von  Sternwarten,  wie  Foerster  in  Berlin,  Peters  in  Altena, 
Weyer  in  Kiel,  ein  Lehrer  des  Eisenbahn-  und  Brückenbaues,  wie 
Winckler  in  Wien,  in  ihren  Lobsprüchen  tibeV  den  säubern  Druck,  die 
tibersichtliche  Anordnung,  die  vortreffliche  Brauchbarkeit  von  solchen 
Tafeln  wetteifern,  dann  kann  ein  relativer  Laie,  der  in  seinem  ganzen 
Leben  vermuthlich  nicht  soviel  mit  Logarithmen  zu  rechnen  hatte,  als 
einer  der  genannten  Männer  in  einem  Jahre,  nicht  besser  verfahren,  als 
das6  er  auf  das  Urtheil  dieser  Männer  sich  beruft  und  seine  Leser  auf 
eben  dasselbe  als  sicherlich  genügende  Empfehlung  vorliegenden  Buches 

verwei8t-  Cantoh. 

Lehrbuch  der  Physik  für  höhere  Lehranstalten,  von  Dr.  Budde.  Berlin, 
Verlag  von  Wiegandt,  Hempel  &  Parey.  1879. 
Das  vorliegende  Lehrbuch  enthält  ein  für  seinen  Zweck  sehr  gut 
durchdachtes  und  von  tüchtiger  praktischer  Erfahrung  getragenes  Lehr- 
gebäude. Die  Vorzüge  des  vorliegenden  Lehrbuches  beruhen  in  der  Art, 
wie  die  einzelnen  Capitel  dargestellt  sind  und  wie  der  Verfasser  sie  dem 
Lehrer  zurecht  gelegt,  um  je  nach  dem  Fassungsvermögen  seiner  Schüler 
darüber  zu  disponiren. 
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Der  Stoff  selbst  ist  der  Reihe  nach  in  folgender  Weise  angeordnet. 
Einer  Einleitung,  11  Seiten  umfassend,  in  der  vom  Messen,  von  all- 
gemeinen Eigenschaften  der  Materie  und  von  der  Eintheilung  der  Physik 
die  Rede  ist,  folgt  allgemeine  Mechanik  von  S.  18—37  und  sich  glie- 
dernd in  die  Mechanik  des  materiellen  Punktes,  die  Mechanik  starrer 
Körper  und  die  Betrachtung  von  Deformation ,  Stoss  und  Bewegungshin- 
dernissen. Die  nun  folgende  Mechanik  der  Aggregatzustände,  von  Seite 
138 — 215,  enthält  im  Besondern  die  Krystallerscheinungen ,  Betrachtung 
flüssiger  Körper  einschliesslich  der  Capillarität  und  Lösung,  die  Mechanik 
der  Gase,  einschliesslich  des  Verhaltens  von  Gasen  und  Flüssigkeiten, 
Gasen  und  festen  Körpern.  Weiter  behandeln  die  Seiten  216—  225  die 
Akustik,  256—332  die  Optik,  333  —  342  die  Magnetik,  343—402  die 
Elektrik  und  403—464  die  Calorik.  Ein  Schlusses pitel  von  S.  465  — 470 
betrachtet  noch  einmal  das  Gesammtgebiet  der  Physik  als  die  „Lehre  von 
der  Mittheilung  und  Umwandlung  der  Energie". 

Wenn  auch  hiernach  die  Anordnung  des  Stoffes  im  Ganzen  in  der 
althergebrachten  Weise  geschehen  ist,  so  betont  doch  der  Verfasser  im 
Vorwort  ganz  richtig,  dass  der  Lehrer  mit  dem  Einfacheren  und  Leich- 
teren zu  beginnen  habe  und  demgemäss  den  Stoff  etwa  in  folgender 
Weise  anordnen  werde:  Lehre  vom  Magnetismus,  der  Elektricität,  Akustik 
und  Optik,  Mechanik,  Theorie  der  Aggregatzustände  und  Wärmelehre. 
Ganz  dieser  gedachten  Anordnung  entsprechend  ist  auch  die  Behandlung 
der  einzelnen  Abschnitte  geschehen,  indem  die  ersten  in  dieser  Reihen- 
folge genannten  Stoffe  mehr  elementar  und  möglichst  ohne  mathematische 
Hilfsmittel  behandelt  sind ,  die  letzteren  aber  mehr  und  mehr  höhere  For- 
derungen an  das  heranreifende  Denkvermögen  des  Schülers  stellen.  Dabei 
ist  ganz  der  vernünftigen  Maxime  Raum  gegeben ,  dass  der  Lehrer  seinen 
Stoff  dem  jeweiligen  Standpunkte  seiner  Schüler  und  dem  parallel  laufen- 
den mathematischen  Unterrichte  anpassen  kann. 

Im  Einzelnen  ist  noch  anzuführen ,  dass  für  die  Krafteinheit  der  Aus- 
druck Dyn  (nach  Maxwell  u.  Gen.)  angenommen  ist,  um  die  Begriffs- 
verwirrung zu  vermeiden,  die  durch  das  in  mehrfacher  Bedeutung  ver- 
wendete Wort  Gewicht  herbeigeführt  ist.  Gase  sind  nicht  auf  0°  und 
760  mm  Druck,  sondern  auf  0°  und  273  mm  Druck  reducirt.  Sonst 
sind  dem  Bache  noch  eine  grosse  Anzahl  einfacher  Illustrationen  und 
eine  kleine  farbige  Spectraltafel  beigegeben. 

F  r  ei  b  e  r  g.  Dr.  Th.  Köttbbitzsoh. 


Die  Telegraphelltechnik  der  Praxis  im  ganzen  Umfange.  Zum  Gebrauch 
für  den  Unterricht,  für  Bau-  und  Maschineningenieure  etc.  be- 
arbeitet von  A.  Merling,  kaiserl.  Provinzial  -  Telegraphendirector 
z.  D. ,  ordentl.  Lehrer  der  Telegraphie  am  königl.  Polytechnikum 

Hlit-Ht.  Abtbig.  d.  ZeitichT  f.  Math.  n.  Phys.  XXV,  1.  3 
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zu  Hannover.  Gr.  8°.  764  S.  mit  1  Karte,  2  lithogr.  Tafeln  und 
530  Holzschnitten  im  Text  Hannover,  Verlag  von  Carl  Meyer. 
1879.     Preis -20  Mk. 

Der  Inhalt  des  vorstehend  genannten  Werkes  ist  für  den  Praktiker 
ein  sehr  werth voller.  Es  nmfasst  derselbe  einen  Abriss  der  Lehre  von 
der  Elektricität  nnd  dem  Magnetismus,  eine  vollständige  Anleitung  zum 
Bau  und  Unterhalt  der  ober-  nnd  unterirdischen  Linien,  die  Beschreibung 
der  am  häufigsten  vorkommenden  Apparate  und  zum  Schlüsse  einige  spe- 
cielle  Anwendungen    der  Elektricität  (Eisenbahnsignale,  Telephon   etc.)* 

In  der  Lehre  vom  Galvanismus  begegnen  wir  einer  sehr  gründlichen 
Besprechung  der  galvanischen  Säulen;  die  Constanten  sind  überall  genau 
angegeben.  Gut  ausgeführte  Curven  erläutern  das  Verhalten  der  elektro- 
motorischen Kraft  während  des  Betriebes. 

Dem  Linienbau  ist  ein  längerer  Baum  gewidmet;  dagegen  wurde  die 
Bestimmung  der  Constanten  der  Kabel  etwas  stiefmütterlich  behandelt. 
Gern  hätten  wir  an  dieser  Stelle  genaue  Beschreibung  und  Abbildung 
des  Thomson'schen  oder  des  Siemens'schen  Reflexgalvanome- 
ter 8  gesehen.  Die  Anwendung  der  höheren  Mathematik  ist  durchweg 
vermieden  worden. 

%  In  der  Lehre  von  den  Apparaten  sind  meist  nur  die  allgemeinen 
Constructionsprincipien  behandelt;  es  hat  sich  hier  Manches  eingeschlichen, 
was  längst  aus  der  Praxis  entschwunden  ist.  Ziemlich  ausführlich  wurde 
der  Typen drucktelegraph  von  Hughes  besprochen;  doch  vermissen  wir 
die  neueren  Verbesserungen  desselben  (mechanische  Einrückung  der 
Druckaxe  etc.),  welche  doch  schon  seit  mehreren  Jahren  definitiv  adop- 
tirt  worden  sind.  Die  Einschaltung  der  M  o  r  s  e  -  Stationen  für  Arbeits- 
und Ruhestrom  wird  durch  zahlreiche,  mit  wenigen  Ausnahmen  sehr  über- 
sichtlich angeordnete  Stromschemata  erläutert. 

Ueber  die  Doppeltelegraphie  spricht  sich  der  Herr  Verfasser  nicht 
eben  günstig  aus ;  sein  Urtheil  bezieht  sich  freilich  hauptsächlich  auf  die 
ökonomische  Leistung  der  genannten  Einrichtungen.  Es  scheint  uns 
indessen,  dass  man  allerorts  dem  Gegensprechen  grosse  Bedeutung  zu- 
misst;  wir  hatten  auf  den  Centralstationen  zu  Berlin,  Paris  und  Lon- 
don Gelegenheit,  dasselbe  in  seiner  Anwendung  auf  Morse-  und  Hughes- 
Apparate,  sowie  auf  Wheatstone's  Automaten  zu  sehen,  und  hör- 
ten nur  günstige  Urtheile  über  die  Leistungen.  Seit  einiger  Zeit  functionirt 
auf  dem  1874  gelegten  Kabel  der  Direct  United  States  Cable  Com- 
pany die  Duplexmethode  von  Dr.  A.  Muirhead,  während  im  gegen- 
wärtigen Momente  J.  B.  Stearns  bemüht  ist,  das  Gegensprechen  auf 
einem  der  Kabel  der  Anglo- American  Telegraph  Company  zu  er- 
möglichen. 

Unter  den  Signalapparaten  für  Eisenbahnen  hat  auch  die  elektrische 
Wendescheibe  von  M.   Hipp   (der  Herr  Verfasser   schreibt   deren    Con- 
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gtruction  irrthümlicherweise  Prof.  Schneeball  zu),  die  seit  mehr  als 
zwölf  Jahren  auf  allen  Hauptstationen  der  Schweiz.  Nordostbahn  in 
erprobter  Anwendung  ist,  ein  Plätzchen  gefunden. 

Ein  alphabetisches  Sachregister,  das  wir  leider  in  den  meisten  Wer- 
ken ähnlichen  Inhalts  vermissen,  bildet  den  Schluss  des  Bandes. 

Zürich,  den  20.  Juli  1879.  Dr.  A.  Tobleb. 


Geschichte  der  Vermessungen  in  dar  Schweiz  als  historische  Einleitung 
zu  den  Arbeiten  der  Schweiz,  geodätischen  Commission  bearbeitet 
von  Rudolf  Wolf.  Mit  einem  Titelbilde  in  Lichtdruck  und 
mehreren  Holzschnitten.  VI,  320  S.  gr.  4°.  Zürich  1879,  Com- 
mission von  S.  Höbr. 
Wer  von  unseren  Lesern  die  Schweiz  zu  längerem  oder  auch  nur 
zu  kürzerem  Aufenthalte  jemals  besucht  hat,  dem  ist  gewiss  eine  dank- 
bare Erinnerung  an  die  vortreffliche  sogenannte  Dufour'sche  Karte 
geblieben,  deren  einzelne  Blätter  den  Wanderer  zu  begleiten  pflegen 
und  ihn  selten  oder  nie  rathlos  lassen.  Ein  solches  musterhaft  gelungenes 
Kartenwerk  entsteht  nicht  plötzlich.  Es  bedarf  Jahre  dauernder  Vor- 
bereitungen, um  das  nöthige  Material  an  Ortsbestimmungen  zu  sammeln. 
Es  bedarf  vorher  aber-  und  abermals  wiederholter,  ganz  oder  zum  Theil 
misslungener  Versuche  auf  ähnlichem  Gebiete,  um  nur  die  zu  vermeiden* 
den  Fehler  kennen  zu  lernen.  Eine  Geschichte  aller  dieser  Vorgänge 
hat  ein  doppeltes  Interesse.  Sie  kommt  der  pietätvollen  Wissbegierde 
der  Nachkommen  zu  Gute,  welche  sich  um  die  Vergangenheit  ihrer  Hei- 
math kümmern.  Sie  erscheint  als  ein  Stück  Geschichte  der  Kartographie 
lehrreich,  da  mit  blosser  Aenderung  der  Namen  und  der  Einzelverhält- 
nisse wohl  in  allen  Ländern  sich  Aehnliches  im  Laufe  der  letzten  viert- 
halbhundert  Jahre  ereignet  hat  und  ein  Beispiel  statt  aller  gewählt  werden 
kann.  Beiden  Interessen  zu  genügen,  war  kaum  ein  Schriftsteller  so 
berufen,  wie  Rudolf  Wolf.  Der  Verfasser  der  Schweizer  Biographien 
und  der  Geschichte  der  Astronomie  hat  bei  seinen  Landsleuten,  wie  bei 
den  Freunden  der  Geschichte  der  Wissenschaften  sich  gerechte  Anerken- 
nung erworben,  eine  Anerkennung,  welche  sich  dem  uns  vorliegenden 
umfang-  und  inhaltreichen  Bande  gegenüber  nur  steigern  kann. 

Egidius  Tschudi,  der  berühmte  Geschichtsforscher,  war  es,  der 
im  ersten  Drittel  des  XVI.  Jahrhunderts  die  erste  Schweizerkarte  anfer- 
tigte. Sie  war  so  orientirt,  dass  Süden  oben  war.  Von  einer  Grad- 
eintheilung  war  keine  Bede.  Zeichnungen  nach  der  Natur,  Distanz- 
abschätzungen, mit  unbewaffnetem  Auge  vollzogen,  lagen  ihr  zu  Grunde. 
Das  waren  die  Anfänge!  Noch  bei  Lebzeiten  Tschudi's  sehen  wir  einen 
Fortschrittt  in  der  Karte,  welche  Sebastian  Münster  1540  herausgab. 


36  Historisch -literarische  Abtheilung. 


■>"^»»N^%^N*\>WN^W  «»-^.A, 


Es  war  die  fünfte  von  20  neuen  Karten,  welche  er  neben  den  28  Karten 
des  Ptolemäus  einer  lateinischen  Ausgabe  von  dessen  Geographie  bei- 
fügte, und  stellte  die  Schweiz,  mit  Ausnahme  von  Freiburg,  dem  Waadt- 
lande  und  dem  Unterwallis  dar.     Die  Grundlage  dieser  Karte  war  zwar 
nicht  gesicherter,    als  bei  der  Tschudi's,    aber  es  waren  wenigstens 
schon  Parallelkreise  angegeben,   wenn  auch  die  Meridiane  noch  fehlten. 
Die  Orientirung  war  so,   dass  Westen  oben  war.     Als  wenn  alle  Lagen 
der  Reihe   nach   hätten  versucht  werden   müssen,    zeigt  die  Karte  des 
Zürchergebietes,   von  Hans  Conrad  Gyger  1667   der  dortigen  Regie- 
rung vorgelegt,  den  Osten  oben.     Diese  Karte,  ein  Meisterwerk  für  ihre 
Zeit  nach  Wolfs  zuverlässigem  Urtbeile,  gehört  unter  eine  ganze  Kate- 
gorie   von  Arbeiten,    welche  am   Schlüsse   des  XVI.   und  während  des 
ganzen  XVII.  Jahrhunderts  erschienen,  wesentlich  einzelne  Gebiete  kar- 
tographisch   zeichnend    und    Einzelheiten    berichtigend.      Allmälig    muss 
dabei  die  Beobachtung  an  die  Stelle  der  Abschätzung  getreten  sein,  wenn 
uns   auch  die   Kartenzeichner  über  die  Art  ihrer  Beobachtungen,    über 
die  benutzten  Messinstrumente  u.  s.  w.  im  Dunkeln  lassen.     Diese  Zeit 
schließet  -mit  Johann  Jacob  Scheuchzer,  der  1713  eine  Karte  voll- 
endete, weit  hervorragend  über  das,   was  vor  ihm  geleistet  worden  war, 
aber  in   von   ihm  selbst  erkannten  Mängeln  noch  jener  älteren  Zeit  an- 
gehörend.    So  hat  Scheuchzer  die  geometrischen  Höhenbestimmungen 
freilich    als    für    kartographische   Zwecke   vielfach   ungenügend  erkannt, 
weil  die  Refraction  des  Lichtes  in  der  Atmosphäre  zwischen  dem  Gipfel 
der  beobachteten  Berge  und  dem  Beobachtungsorte  vernachlässigt  werde, 
weil  die  Gestaltung  der  Thäler  nicht  überall  freie  Umsicht  gestatte,  weil* 
die  Instrumente  auf  steilen  Bergpfaden  nicht  mit  fortzubringen  seien.    So 
hat  er  einen  Reisebarometer  als  Ersatz  erfunden  und  benutzt,  aber  mit 
dem  Bewus6tsein ,  auch  hiermit  nur  Fehlerhaftes  zu  leisten ,  weil  die  Wir* 
kung  der  Temperaturunterschiede  am  Fusse  des  Berges  und  auf  dessen 
Höhe  nicht  in  Rechnung  gebracht  sei.     So  hat  er  auch  den  allgemeinen 
Gedanken  wohl  gehegt,  dass  es  nicht  mehr  auf  Einzelbestimmungen  zu- 
nächst ankomme,  sondern  dass  erst  die  allgemeinen  Verhältnisse  richtig 
erkannt  werden  müssten,  bevor  man  an  die  Einfügung  des  Details  gehe, 
aber  er  selbst  hat  sich  mit  Details  begnügt.     Das  XVIII.  und  XIX.  Jahr- 
hundert haben  erst  die  Verwirklichung  dieser  richtigen  Gedanken  gezei- 
tigt.    Sternwarten  entstanden  seit  der  Mitte  des  XVIII.  Jahrhunderts  in 
Zürich   und  Genf,  jene  unter  dem  Einflüsse  eines  Mannes,   der  für  die 
Geschichte  der  Naturwissenschaften  in  der  Schweiz  überhaupt  epochebil- 
dend dasteht,   Johann   Gessner's.     Unter  seinem  Einflüsse  bildeten 
sich  auch  gelehrte  Gesellschaften  in  verschiedenen  Städten,   die  es  mit 
zu    ihren  Aufgaben   zählten,   gesicherte   Ortsbestimmungen   ihres  Wohn* 
Sitzes  zu  beschaffen.     Die  Meteorologie  entwickelte  sich  vorzugsweise  in 
der  Schweiz   zu  einer  Wissenschaft,  als  deren  Begründer  man  die  Mi- 
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chelis,  de  Luc,  Sans s ure  bis  etwa  zum  Jahre  1800  anzusehen  hat. 
Einen  weiteren  Fortschritt  bildeten  um  die  gleiche  Zeit  die  ersten  Ge- 
birgspanoramen  und  Reliefkarten,  wie  sie  von  Studer  und  von  Pfyffer 
angefertigt  wurden,  wie  sie  insbesondere  unter  der  geschickten  Hand 
Joachim  Eugen  Müller's  einen  wahrhaft  wissenschaftlichen  Werth 
annahmen,  der  M eye r1  sehen  Schweizerkarte  zu  Grunde  liegend,  w&hrend 
man  heutigen  Tages  umgekehrt  Reliefkarten  auf  der  Grundlage  gezeich- 
neter Karten  und  mit  Benutzung  von  deren  Höhecurven  zu  modelliren 
pflegt.  Eigentliche  geodätische  Vermessungen  in  dem  modernen  Sinne 
des  Wortes  begannen  seit  dem  Ende  der  achtziger  und  dem  Anfang  der 
neunziger  Jahre,  vollzogen  durch  Tr alles  und  Hassler.  Sie  wurden 
bald  unterbrochen.  Die  staatlichen  Umwälzungen,  kvon  Frankreich  aus 
sich  fortsetzend,  zogen  auch  die  Schweiz  in  ihr  Erschütterungsgebiet. 
Französische  Ingenieure  setzten  auf  französische  Kosten  die  begonnene 
Triangulation  allein  fort,  nachdem  Tralles  seine  fernere  Mitwirkung 
versagt  hatte,  und  die  Verdienste,  welche  Henry  und  Delcros  sich 
erworben  haben ,  sind  keineswegs  geringfügig.  Aber  wieder  änderte  sich 
die  Gestaltung  der  Reiche  in  Europa,  bevor  die  französisch-schweizerischen 
Arbeiten  beendigt  waren,  und  nun  begann  die  eidgenössische  Triangula- 
tion, die  in  dem  Dufour-Atlas  den  Beweis  ihrer  vollendeten  Durch- 
führung geliefert  hat.  Eines  war  noch  übrig.  Der  Anschluss  an  die 
Nachbarländer  und  deren  Dreiecksnetze  musste  vollzogen  werden.  Diese 
Aufgabe  bewältigte  die  geodätische  Commission,  an  deren  Spitze  Rudolf 
Wolf  stand,  und  der  uns  vorliegende  Band  liefert  die  geschichtliche  Ein- 
leitung zu  ihrem  glücklich  vollendeten  Werke. 

Wir  haben  nur  wenige  Hauptpunkte  hervorheben  dürfen ,  welche  von 
selbst  der  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  sich  empfehlen.  Der  überreiche 
Stoff  zwang  uns  eben  zur  knappsten  Beschränkung.  Aber  auch  so  hoffen 
wir  erreicht  zu  haben,  was  wir  beabsichtigten:  das  allgemeinere  Interesse 
für  ein  Werk  angeregt  zu  haben,  welches  in  jeder  Beziehung  verdient, 
dass  man  sich  genau  und  eingehend  damit  beschäftige.  Cantor. 
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Die  Kenntnisse  des  Archimedes  über  die  Kegelschnitte. 

Von 

Dr.  phil.  J.  L.  Heiberg     . 

in  Kopenhagen. 


Hierzu  Taf.  I  Fig.  5 -2a 


1. 

Bei  der  jetzt  allgemein  anerkannten  Unzulänglichkeit  der  älteren 
Forschungen  über  die  Geschichte  der  Mathematik  der  Griechen,  die,  nur 
auf  das  Phänomenale  und  Aeussere  gerichtet,  meistens  darum  bemüht 
waren,  Notizen  über  die  Verfasser  und  deren  Werke  zusammenzustellen, 
ohne  den  Entwickelungsgang  der  Wissenschaft  als  Hauptziel  ins  Auge 
zu  fassen,  kann  es  nicht  befremden,  dass  bis  vor  nicht  langer  Zeit  die 
unhistorische  Ansicht  allgemein  verbreitet  war,  dass  die  Elemente  Euklid's 
wesentlich  seine  eigene  Arbeit,  sämmtliche  Sätze  von  ihm  selbst  erfun- 
den wären.  Jetzt  ist  es,  namentlich  durch  Bretschneider's  vorzüg- 
liche Arbeit  ,,Die  Geometrie  und  die  Geometer  vor  Euklid",  nachgewie- 
sen worden,  dass  Vieles  aus  älteren  Lehrbüchern  herübergenommen  ist 
und  dass  wir  den  Verdienst  Euklid's  auf  diesem  Gebiete  namentlich  in 
die  Anordnung  des  Ganzen  und  die  sorgfältige  systematische  Form  setzen 
dürfen. 

Dass  ein  ähnliches  Verhältniss  für  die  xcovixa  des  Apollonios  gelte, 
war  schwerer  zu  verkennen,  weil  Apollonios  selbst  es  unumwunden 
ausspricht  in  der  Vorrede  zum  I.  Buch  (p.  8  ed.  Halley),  wo  er  im 
Gegensatz  zu  Buch  III  und  IV,  die  meistens  Neues  enthalten,  von  Buch  I 
sagt,  dass  es  nur  eine  vollständige  und  verallgemeinerte  Darstellung  des 
schon  bekannten  Stoffes  enthalte  (inl  nliov  Kai  xct&okov  pakkov  l&iQyaa- 
piva  nctQa  xd  vno  rav  SkXav  yzyQapyiiva).  Doch  ist  bis  jetzt,  soviel  mir 
bekannt  ist,  noch  nicht  versucht  worden,  eine  Darstellung  dessen  zu  geben, 

Hlit-lit  Abthlg.  d.  ZeUiehr  1  M»th. «.  Phyt-  XXV,  3.  4 
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was  über  die  Kegelschnitte  vor  Apollonios  bekannt  war.*  Weil  die 
älteren  Werke  des  Menaichmos,  Aristaios,  Eukleides  bis  aaf 
wenige  Trümmer  verloren  sind,  sind  wir  darauf  angewiesen,  aus  der 
späteren ,  aufbewahrten  Literatur  Rückschlüsse  zu  machen ,  und  hier  kann 
wesentlich  nur  Archimedes  in  Betracht  kommen,  der  sehr  oft  von  den 
Kegelschnitten  Gebrauch  macht.  Ich  will  daher  hier  die  in  meinen 
„Quaestiones  Archimedeae"  p.  31  angedeutete  Aufgabe  aufnehmen:  Alles, 
was  bei  Archimedes  auf  die  Kegelschnitte  Bezug  hat,  zusammenzu- 
stellen, in  der  Hoffnung,  dass  eine  solche  Sammlung  weiteren  Forsch- 
ungen über  die  Entwickelung  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  einen 
Anhalt  bieten  werde.  Ich  habe  sodann  zunächst  über  die  von  Archi- 
medes als  bekannt  vorausgesetzten  Sätze  zu  reden,  dann  seine  eigenen 
Entdeckungen  auf  diesem  Gebiete  zu  sammeln  und  endlich  einige  Auf- 
gaben hinzuzufügen,  deren  Lösung  Archimedes  bekannt  war  und  nur 
durch  Kegelschnitte  bewerkstelligt  werden  konnte.  Aber  zuerst  einige 
allgemeine  Bemerkungen. 

II. 

Ob  Archimedes  ein  selbstständiges  Werk  über  Kegelschnitte  ge- 
schrieben habe,  ist  sehr  zweifelhaft.  In  meinen  Quaest.  Arckitn.  p.  31 
not.  2  habe  ich  es  geleugnet,  und  ich  will  hier  meine  Meinung  etwas 
ausführlicher  begründen. 

Diejenigen  Worte  des  Archimedes,  auf  die  man  die  Annahme  einer 
Archimedischen  Schrift  xomxd  tfrotgstix  stützt:  anoöiöstxxcci  Öi  xavxct  iv 
xolg  xmvixoig  oxoi%tloig  p.  19,  10;  264,  29  (und  nichts  Anderes  bedeutet 
p.  265,  20:  iv  xolg  xavixolg),  werden  erst  in  das  rechte  Licht  gestellt 
durch  Vergleichung  mit  p.  75,  21 :  xavxct  ycrp  iv  ty  oro^acoW  nctQaii- 
öcoxai,  was  sich  ohne  Zweifel  auf  Euklid  (Eiern.  XII,  2;  X,  1)  bezieht. 
Ebenso  bedeuten  die  angeführten  Worte  nur:  dieses  ist  in  den  Lehr- 
büchern über  die  Anfangsgründe  der  Kegelschnittlehre,  im  System  der 
elementaren  Kegelschnittlehre  bewiesen.  Einen  positiven  Beweis  finde 
ich  in  der  Stelle  des  Eutokios:  Comm.  zu  Apollon.  p.  8  —  9:  og  (ÜQa- 
xXdötig)  xai  q>rjöt  xd  xcdvmcc  facoorJuaxa  imvoijaat  phv  nqmxov  xov  *Aq%i- 
iirjöriVy  xov  ii  'AnoXXmviov  avxd  tvoovxa  vno  9A(fti(iridovg  pi}  iniodivta 
16 lonoirj Caa^ai,  ovx  (xXtj&svoov  xaxd  ye  xyv  ifitjV  o  xs  ydo  'AQXipijSrig  iv 
noXXolg  q>alvexcti  oig  itaXaKoxioctg  [xijg]  Orot%eiciöecog  xmv  xmvtxav  fisjivi?- 
tiivog,  xa\  6  'AitoXXoiviog  ov%  <äg  I6lag  imvotag  yoayn.  Hieraus  erhellt 
deutlich,  dass  Eutokios  die  angeführten  Worte  des  Archimedes  in 
der  angegebenen  Weise  aufgefasst  hat,  als  auf  alte»  Untersuchungen  von 
Anderen  über  die  elementaren  Sätze  der  Kegelschnittlehre  hinweisend. 
Wenn  er  sie  auf  ein   früheres  Werk   des  Archimedes  selbst  bezogen 

*  Sehr  Dankenswertes  über  Menaichmos  giebt  Br  et  Schneider  a.  a.  0. 
8.  156 flgg.,  über  Aristaios  S.  mflgg. 
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hätte,  würde  er  statt  <5xotxnwGt(ag  gewiss  6Toi%tlcov,  wie  ngortgov  fodedo- 
ftivoov  statt  7taXatoxi(jag  gesagt  haben.  Also  hat  er,  ebenso  wenig  wie 
Herakleides,  die  geringste  Kunde  über  ein  solches  Werk  des  Archi- 
medes vernommen. 

Uebrigens  bin  ich  überzeugt,  dass  Bretschneider  a.  a.  0.  S.  156 
dem  Herakleides  Unrecht  tbttt.  Dieser  wollte  gewiss  nicht  die  Er- 
findung der  Kegelschnitte  seinem  Archimedes  vindiciren;  er  meinte 
nur,  das  Lehrgebäude  der  elementaren  Kegelschnittlehre,  wie  es  in  den 
xamxa  des  Apollonios  aufgestellt  ist  (nur  dieses  bedeuten  die  Worte: 
xa  xcovLxä  dscoprjiiaTct)  gehöre  eigentlich  dem  Archimedes  und  sei  nach 
seinem  Nachlass  von  Apollonios  herausgegeben;  wenn  Eutokios  seine 
Worte  auf  die  von  Bretschneider  angenommene  Weise  aufgefasst  hätte, 
würde  die  Widerlegung  gewiss  anders  lauten ;  der  verständige  und  beson- 
nene Eutokios,  dem  die  Arbeiten  des  Menaichmos  aus  seinen  eige- 
nen Studien  bekannt  waren  (Comment.  zu  Archimedes  p.  141  flgg.), 
würde  es  nicht  versäumt  haben,  auf  die  allgemein  bekannte  Thatsache 
hinzuweisen,  dass  Menaichmos  der  Erfinder  der  Kegelschnitte  war, 
während  er  jetzt  sich  damit  begnügt,  aus  Eudemos  zu  beweisen,  dass 
dasjenige  elementare  Lehrbuch  über  die  Kegelschnitte,  worauf  Archi- 
medes hinweise,  nicht  sein  eigenes,  nach  Herakleides  von  Apol- 
lonios unter  eigenem  Namen  herausgegebenes,  sei,  sondern  ein  älteres. 
Es  ist  leicht  erklärlich,  dass  Herakleides,  der  bei  Archimedes  viele 
von  den  Sätzen  des  Apollonios  als  bekannt  vorfand,  darauf  verfallen 
konnte,  diesen  des  Plagiats  zu  beschuldigen.  Vielleicht  kann  hieraus 
geschlossen  werden,  dass  Herakleides  nicht  der  Zeit  um  Archime- 
des und  Apollonios  (vergl.  Quaest.  Ar  eh.  p.  5)  angehöre,  sondern  einer 
viel  späteren,  wo  die  Kunde  von  dem  Lehrbuch  des  Aristaios  ver- 
schollen war.  So  wird  wenigstens  sein  Irrthum  erklärlicher.  Dass  er 
geirrt,  zeigt  Eutokios  p.  9  mit  völlig  genügenden  Gründen. 

Bei  dieser  Gelegenheit  theilt  er  aus  Gern  in  ob  mit,  dass  die  älteren 
(sowie  auch  Euklid,  Elem.  XI  def.  18)  nur  den  rechtstehenden  Kegel 
behandelten  und,  um  die  drei  Kegelschnitte  zu  bekommen,  stets  die 
schneidende  Ebene  senkrecht  auf  eine  Seitenlinie  des  Kegels  legten 
(Bretschneider  p.  156),  so  dass  die  Ellipse  in  dem  spitzwinkligen 
Kegel ,  die  Parabel  in  dem  rechtwinkligen ,  die  Hyperbel  in  dem  stumpf- 
winkligen entstand,  wovon  sie  die  Namen  f\  xov  o£vyaviov  xeovov  ro/u/, 
if  xov  OQ&oycwtov  Koivov  ronrj  und  tj  rov  ipßXvynvlov  xoivov  tofuj  be- 
kamen. Dasselbe  besagt  Eutokios  zu  Archim.  p.  163,  41  flgg.  und  Pap- 
pos  VII,  30  p.  672,  aus  welcher  Stelle  wir  zugleich  erfahren,  dass  diese 
Namen  von  Aristaios  herrühren.  Sie  finden  sich  auch  durchgehends 
bei  Archimedes;  nur  an  drei  Stellen  steht  in  den  Handschriften  ?A- 
Xtityic,  was  aber  überall  zu  entfernen  ist,  wie  schon  Nizze  Uebersetzung 
S.  285,   ohne  das  Richtige  ganz  zu  treffen,   ausgesprochen  hat.    P.  270 
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extr.  sind  die  Worte:  xvxkog  ij  hktiipig,  die  dem  Folgenden  vorgreifen 
und  die  Satzverbindung  stören,  zu  streichen;  ebenso  p.  272," 8  von  unten 
das  ganz  sinnlose  xag  ikktityBwg,  wodurch  der  Abschreiber  hervorheben 
wollte,  dass  AA  in  der  Ellipse  liege,  während  ZT  in  dem  über  ZH 
beschriebenen  Halbzirkel  gezogen  ist;  p.  273,  10  erkenne  ich  in  den 
Worten:  o  nEQikccfißdvwv  xdv  fiUtt^iv  einen  erklärenden  Zusatz  des  Ab- 
schreibers, auch  weil  Archimedes  sonst  durchweg  nur  von  6  KvhvÖQog 
redet.  Dass  die  jetzt  gebräuchlichen  Namen  von  Apollonios  erfunden 
sind,  bezeugen  ausdrücklich  Eutokios  zu  Apollon.  p.  9,  25  und  Pap- 
pos  VII,  30  p.  674.  Uebrigens  kennt  Archimedes  auch  schiefe  Kegel 
(z.  B.  neql  k&vqeiö.  8  p.  269,  10)  und  er  weiss,  dass  die  Ellipse  aus  jedem 
beliebigen  Kegel  oder  gar  Cylinder  entstehen  kann,  aber  für  die  Para- 
bel und  sicher  ebenso  für  die  Hyperbel  war  er  auf  die  ältere  Weise  des 
Hervorbringens  beschränkt  (s.  unten;  vergl.  Nizze,  Vorrede  p.  XI). 

Hier  nur  noch  Einiges  über  seine  von  Apollonios  bedeutend  abwei- 
chende Terminologie.  Die  Kunstwörter,  welche  ohne  Erklärung  bei  ihm  ge- 
braucht werden,  gehören  ohne  Zweifel,  wie  wir  es  von  den  Namen  der 
Schnitte  selbst  mit  Sicherheit  wissen,  der  von  Aristaios  und  Euklid  für 
die  Kegelschnitte  ausgebildeten  Sprache  an.  Man  vergl.  hierzu:  Müller, 
Beiträge  zur  Terminologie  der  griechischen  Mathematiker,  p.  28  flgg. 

Die  Axe  der  Parabel  heisst  d  dutfisxQog  (texQay.  nctQaß.  1 ;  2;  3;  4  etc.; 
icsqI  xg>v.  13  p.  275),  nur  p.  55,  20:  d  aQ%ixd  (sc.  didpsxQog)  in  Gegensatz 
zu  den  mit  der  Axe  parallelen  Linien  (die  nach  Apollonios  Durch- 
messer heissen):  ai  naQai  xdv  did(iixQov  (xsxQay.  naQaß.  1;  2;  3;  5;  14;  15), 
die  selbst  Durchmesser  in  Parabelsegmeten  werden  können.  Ein  solcher 
Durchmesser  heisst  oWperoo?  xov  xpdfiaxog  im  Gegensatz  zu  ötdfiiXQog  rag 
xopag  (d.  h.  die  Axe),  z.  B.  htm.  Igoqq.  II,  5;  8;  10,  und  wird  neql  jmdv. 
4  p.  264  so  definirt:  SidfietQOv  öi  xakica  navxog  xpdfiaxog  xdv  dt%cc  xi(i- 
vovoctv  tag  tv&dccg  ndöag  xdg  nagd  xdv  ßdtitv  avxov  dyopivag.  Man  ver- 
gleiche öidtisxQog  xov  röfiov  (eines  abgestumpften  Parabelsegments)  iiwi. 
Icoqq.  II,  10  p.  55,  3  mit  Eutokios  p.  57.  Die  Bezeichnung  xtxccyfiivmg 
von  den  Ordinaten  der  Parabel  kommt  nur  Imit»  Icoqq.  II,  10  p.  55,  30 
vor:  ctt  öh  AZ^  JH  dg  avxdv  rstayfiivcog  slal  Kaxay^ivat9  instötj  nagdk- 
kijkoi  elai  xa  dno  xov  B  xdg  xopdg  ifpanxoyiiva ;  vgl.  Apollonios  I  def.  16. 
Ueber  i  naQ  av  dvvavxai  s.  unten  III  Nr.  13.  Für  die  Ellipse  wird  als 
bekannte  Bezeichnung  ohne  Erläuterung  xo  xivxQOv  benutzt  neql  xa>v.  8  p.  268 ; 
9  p.  270;  15  p.  278;  20  p.  282;  32  p.  309.  Es  halbirt  alle  durch  dasselbe 
gezogenen  Linien;  tcbqI  xcov.  15  p.  278,  38;  20  p.  382;  32  p.  309,  31. 
Die  beiden  Axen  heissen  d  pelfav  SidfiBtQog  und  d  ikdocmv  SidfisxQog 
(p.  259,  11,  14;  itto\  xcov.  5;  8;  13;  14;  15;  29  u.  s.  w.);  dass  die  ande- 
ren Linien  durch  das  Centrum,  die  Apollonios  Durchmesser  nennt, 
bei  Archimedes  nicht  so  hiessen,  geht  schon  aus  der  Anwendung  der 
Comparative  peifav  und  Ikdavmv  hervor    (vergl.   den  Ausdruck  ut  Ötd- 
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f»€T£Ot  ncol  xoov.  6;  7  u.  s.  w.).  Jene  anderen  Linien  hiessen  wohl  nur 
ai  öid  xov  xivTQov,  wenn  auch  dieser  Name  nie  vorkommt;  aber  vergl. 
ittol  xov.  19  p.  282,  7:  TtfCeitai  8tj  avxa  ötä  xov  %ivxqov ;  p.  282,  11,  16; 
20  p.  283,  1.  Die  beiden  Durchmesser  (Axen)  sind  6v£vyug;  rcfot  xov.  9 
p.  270,  5  von  unten :  xa  yiuosia  xag  ixigag  öiapixQOVj  a  faxt  6v£vyrjg  xa  AB. 
Daraus,  dass  diese  Bestimmung  hinzugefügt  ist,  ungeachtet,  dass  nach 
dem  Vorhergehenden  von  conjugirten  Durchmessern  im  Gegensatz  zu  nicht 
conjugirten  nicht  die  Rede  sein  kann ,  zeigt  sieb ,  dass  das  Wort  auch  für 
andere  Linien  in  der  Ellipse  gebraucht  wurde;  es  hatte  wohl  schon  da- 
mals  denselben  Umfang,  als  bei  Apoll onios  I  def.  17  und  19.  Die 
kleine  Axe  ist  die  kürzeste  von  allen  durch  das  Centrum  gezogenen 
Linien  (itsgi  xov.  15  p.  278,  38).  Von  der  Hyperbel  ist  nur  zu  bemer- 
ken, dass  die  Asymptoten  (die  schon  Menaichmos  kannte,  Eutok.  zu 
Archim.  p.  142)  von  Archimedes  cti  iyyiaxa  (v&eicu  xäg  xov  a pßXvy Ca- 
rlo v  xw'vov  xofiäg  genannt  werden  (imqi  xodv.  p.  258,  14,  18,  20,  27).  Wenn 
eine  Hyperbel  mit  ihren  Asymptoten  sich  um  die  Axe  dreht,  entsteht 
das  hyperbolische  Konoid  mit  seinem  umschliessenden  Kegel;  die  Linie 
vom  Scheitelpunkte  der  Hyperbel  zum  Centrum  derselben  heisst  a  nox. 
lovca  tw  a|ovi  (der  Axe  des  Konoids),  worüber  8.  unten  III,  Nr.  24 
TJeber  xoovcpij  u.  s.  w.  vergl.  IV,  Einl. 

m 

Wir  werden  jetzt  diejenigen  Sätze  zusammenstellen,  die  theils 
ausdrücklich  von  Archimedes  als  von  Früheren  bewiesen  be- 
zeichnet, theils  stillschweigend  als  bekannt  vorausgesetzt 
und  benutzt  werden,  zuerst  einige  allgemeine,  alle  Kegelschnitte  be- 
treffende Sätze,  dann  einzeln  für  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel. 

Allgemeines. 

1.  Eine  Linie,  die  zwei  Punkte  eines  Kegelschnittes  verbindet,  fallt 
innerhalb  derselben;   keq\  x&vohS.  16  p.  279,  3  v.  u.;  17  p.  280,  8  v.  u. 

2.  Wenn  von  einem  Punkte  aus  zwei  Tangenten  zn  einem  beliebi- 
gen Kegelschnitte,  und  im  Kegelschnitte  Linien  mit  den  Tangenten 
parallel  gezogen  werden ,  so  dass  sie  sich  schneiden ,  werden  die  aus  den 
Stücken  der  Parallele  zusammengesetzten  Rectangel  sich  gegen  einander 
wie  die  Quadrate  der  Tangenten  verhalten,  so  dass  der  Rectangel  aus 
den  Stücken  der  einen  Linie  dem  Quadrate  der  mit  ihr  parallelen  Tan- 
gente entspricht.  Dieser  Satz  wird  als  früher  bewiesen  vollständig  auf- 
geführt ntq\  xavoud.  3  p.  264,  21  flgg.*  Er  findet  sich  bei  Apollonios 
xov.  III,   17. 


*  Angewandt  mqI  xov.  14  p.  277,  22  und  15  p.  278,  26  und  33  (wo  ausdrücklich 
darauf  hingewiesen  wird:  ht§l  naqd  tag  iwupavovtag  irrl  al  IIP,  MA  lin.  36). 
Auch  13  p.  276, 18. 
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3.  Von  Aehnlichkeit  der  Kegelschnitte  and  der  Abschnitte  derselben 
spricht  Archimedes  häufig  ohne  weitere  Erläuterungen;  sie  war  also 
vor  ihm  untersucht  und  in  die  älteren  Lehrbücher  aufgenommen.  Apol- 
lonios  behandelt  die  Aehnlichkeit  im  6.  Buche,  das  wir  nur  arabisch 
besitzen.  Nach  der  lateinischen  Uebersetzung  bei  Halley  gab  er  VI 
def.  2  folgende  Definition:  similes  vero  dicantur  secliones,  in  quibus,  ductis 
ad  utriusque  axetn  ordinatim  applicatis,  ipsae  ordmatim  applicaiae  ad  portio- 
nes  axis  ab  iisdem  abscissas  veriicique  conterminas  fuerint  respective  propor- 
tionales, diviso  scilicel  utroque  axe  in  partes  numero  aequales  vel  eandem  inter 
se  rationem  servantes.  Eben  diese  Definition  scheint  bei  Archimedes 
zu  Grunde  zu  liegen.*  Wenn  es  z.  B.  mo\  xoov.  15  p.  278,  4Sflgg.  heisst: 
££  avxwv  öi  (paveQov  iv  näoi  xolg  oxrnictxtaöi  (d.  h.  in  allen  Sphäroiden), 
ort,  aX  xa  naoakkaXotg  imnidoig  Tficffrif,  ui  avxmv  ropal  opouu  foaovvxai* 
Ter  ydo  xsxody&va  rd  dno  xdv  xaOercöv  noxl  xd  7itQi,e%6(A£va  vno  tmv  t|U*- 
Itdicov  xovg  avxovg  Xoyovg  lijotTvri,  ist  die  Sache  so  zu  erklären.     Es  ist 

bewiesen  (p.  278,  26),  dass  Ae  er^Jf%  (Flg-  5),  ak°  »*<*  -a=  — ,, 

wenn  a  und  b  die  Halhazen  der  Ellipse  um  ^/'bezeichnen;  wenn  ferner 
ax  und  bx  die  Halbaxen  der  Ellipse  um  MA  bezeichnen ,  wird  auch  hier 

das  Verhältniss   gelten  -±  =  -jt=-9  o :  —  =  y ,    was    eben    die   angegebene 

Aehnlichkeitsbedingung  ist  (angewandt  mal  xavotiö.  22  p.  286,  2;  vergl. 
Apollonios  VI,  27).     Dasselbe  ist  angedeutet  nsol  xeov.  7   p.  268,  21, 

wenn  aus  der  Proportion    -7r  =  -rö  ^r  Ähnliche  Ellipsen  unmittelbar  ge- 

iL       AJb 

e       a2      6* 
schlössen  wird   —=  —  =  —j  (s.  unten  IV   Nr.  15).     Dass   alle  Parabeln 

ähnlich  sind  (Apollon.  VI,  11),  wusste  Archimedes  ohne  Zweifel;  wenig- 

,.      ^  .  OG      JL      AD    ,      .     ,  rT      -Ä 

stens    scheinen    die    Proportionen    77^=  t~j  *  -777    (rcso*    o%ovfi.   II,    10 

G\d         L  A        DJ 

AD 
p.  348,  9)  und   —j  —  \  (ebend.  p.  348,  13)  nur  aus  den  nach  diesem  Satze 

und  der  angegebenen  Definition  der  Aehnlichkeit  geltenden  Proportionen 

BD     AD  EZ       AJ 

Jpg— "TT  und    o7i=="J7)   abgeleitet  werden   zu  können  (Nizze  p.  246 

not.  f  und  1)  (Fig.  6).  Auch  liegt  dieser  Satz  zu  Grunde,  wenn  es 
p.  258,  43  heisst:  xd  fisv  ovv  oo&oycovLcc  xeovoeiöia  ndvxa  ofiotd  ivn.  Wenn 
Archimedes  dessenungeachtet  von  ähnlichen  Parabelsegmenten  im  Ge- 
gensatz zu  unähnlichen  spricht  (Inm.  Iooqq.  II,  3  p.  39;  7  p.  44),  so  hat 

*  Man  vergl.  noch,  was  von  ähnlichen  Sphäroiden,  gewiss  in  Uebereinstun- 
mung  mit  der  Definition  von  ähnlichen  Kegelschnitten,  gesagt  wird  vsqI  ho». 
p.  269,  37:  Spot*  91  nalüö&cti  rmv  ayaiQoeidicov  öfflfidTCW,  <&v  %a  ol  &£o*H  notl 
zit  S^ixvovs  zbv  avxbv  Xiyov  Ijo™. 
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dies  seinen  Grund  darin ,  dass  er  auch  hier  dieselbe  Definition  ähnlicher 
Segmente  vorfand  und  zn  Grande  legte,  die  Apollonios  VI  def.  7  giebt: 
segmenta  vero  similia  dicantur,  quorum  bases  cum  diameiris  aequales  continent 
angulos,  et  in  quorum  singulis,  ductis  recti$  basi  parallelis  numeroque  aequa- 
libus,  ipsae  parallelae,  ul  et  bases,  ad  abscissas  diametrorum  portiones  verti- 
cibus  conterminas,  sunt  in  iisdem  rationibus  respectiee,  divisa  scilicet  ab  ipsis 
parallelis  utriusque  diametro  in  partes  invicem  proportionales,  welche  Defini- 
tion Eutokios  zu  Archim.  p.  40  so  mittheilt:  xd  opoia  rurj^axa  xmv  xov 
xdvov  rofioJv  'Anokktnviog  cSqIoccto  iv  xm  ?ktg>  ßißkltt)  xdiv  xcuvixwv,  iv  olg 
d%&€iod>v  iv  indaxco  naoakkrjkojv  xrj  ßdan  Xamv  xo  nkijdog,  a[  naodkkijkot 
xat  at  ßdotig  noog  xdg  dnoxsfivouivag  dno  xäv  öiauixpcw  noog  xalg  xoqv- 
tpaig  iv  xolg  avxolg  koyoig  tloi,  xal  at  dnoxspvofitvai  noog  xdg  dnoxsfivo- 
fiivag.*     Neue  Sätze  über  ähnliche  Ellipsen  s.  IV. 

4.  In  jedem  beliebigen  Kegelschnitte  wird  die  Tangente  zum  Endpunkte 
des  Durchmessers  senkrecht  auf  diesem  stehen;  ausdrücklich  angeführt 
nto\  xuv.  16  p.  280,  10  (Quaesl.  Archim.  p.  164):  at  dh  ev&ilui  at  bu- 
tyavovaai  xdv  tcov  xcivcov  xopav  %ata  xo  niqag  xdg  öiapixoov  oo&dg  noiovvxi 
y&viag  noxl  xdv  öidusxoov;  auch  angewandt  neol  6%ovu.  II,  4  p.  341,  44, 
um  zu  beweisen,  dass  die  Senkrechte  auf  NO  vom  Punkte  H  aus  die 
Linie  B  R  zwischen  B  und  B  treffen  wird  (s.  Nizze  p.  236  not.  «);  die- 
selbe Schlussreihe  negl  o'gouft.  II,  5  p.  342,  30.  Der  Satz  ist  nur  ein 
specieller  Fall  von  Apollonios  I,  17;  man  vergl.  die  Bemerkung  des 
Eutokios  dazu  p.  44:  xovxa*  ydo  Siacpioei  o  xvxkog  tcov  tov  xcovov  to- 
f*tov,  ort  in  ixslvov  phv  at  xtxaypivai  noog  oq&dg  ayovxai  xy  iiauixom  . . . 
ln\  Ü  xolv  xoidiv  xopoüv  ov  ndvxcog  noog  oqftdg  ayovxai,  ei  jiij  in\  fio- 
vovg  xovg  a£ovag.     Vergl.  Nr,  10. 

Ellipse. 

5.  Das  Verhältniss  zwischen  den  Quadraten  der  auf  eine  Axe  vom 

Umkreise  senkrecht  gezogenen  Linien  und  den  aus  den  Abschnitten  der 

HG* 
Axe  gebildeten  Rechtecken   ist  überall  dasselbe,   d.  h.  (Fig.  7) 

C  O  .Ja  D 

E  F*  AO*         b* 

^  rw  wn^rn  nn^^*'  wenn  a  und  b  die  beiden  Halbaxen  bezeichnen. 

Dieses  Verhältniss  tritt  als  Haupteigenschaft  der  Ellipse  dadurch  auf,  dass  es 
überall  angewandt  wird,  um  nachzuweisen,  dass  ein  gegebener  Schnitt 
wirklich  eine  Ellipse  sei;    auch  sind  die  entsprechenden  Sätze  für  Para- 


*  Vergl.  ntql  xaw.  p.  259,  89:  Tpdfiaxa  öh  ötpaiootidicav  oj^/icko*  jj  hcwobi- 
dsmv  ofiow  xaltWai,  at  na  dtp9  ouolatv  apuidxaxv  dcpatoijpiva  iavxi  xal  xdg  x§ 
ß  das  ig  duolag  l%ovxi,  nal  ol  aj-ovsg,  avxmv  rjxot  69&0I  iovxsg  notl  xa  inlntöa  xäv 
ßdastov  jj  y anlag  hag  noiovvxeg  noxl  vag  opoldyovg  duzjitxQOvg  xmv  ßdüBmv  xov 
avxev  l%ovxi  koyov  xot'  äkkdkovg  xalg  öftokoyoig  ötapiTOOig  xdfv  ßdoemv. 
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bei  und  Hyperbel  Archimedes  bekannt  und  treten  als  früher  bewiesene 
Haupteigenschaften  auf  (s.  unten  Nr.  12  und  24).  Daher  gewinnt  die 
Vermuthung  Bretschneider's  (p.  157)  an  Wahrscheinlichkeit,  dass 
eben  diese  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  diejenigen  waren,  welche  von 
Menaichmos  zuerst  entdeckt  und  als  charakteristische  Merkmale  auf- 
gestellt wurden.  Für  Ellipse,  Hyperbel  und  Kreis  ist  der  Satz  Apollon. 
hcdv.  I,  21  bewiesen.  Bei  Archimedes  ist  er  direct  ausgesprochen 
neoi  xoDvosid.  9  p.  271,  30:  i%u  Se  a>g  to  dno  xäg  N  xsxodymvov  nozl  %6 
vno  xäv  AA,  AB,  ovxog  xo  dno  xäg  &K  xsxodymvov  noxi  to  vno  xav  AK, 
KB,  insi  iv  xa  avxa  o£vya>vlov  noivov  zofiä  xa&exoi  ivxl  dypivm  hei  öux- 
pEXQov  xdv  AB\  denn  2N  ist  die  mit  AB  conjugirte  Axe  (p.  270,  43)  und 

A  das  Centrum  der  Ellipse  (p.  270,  26).     Ebenso  heisst  es  n*o\  xov.  13 

Qf{t  ja* 

p.  276,  34,  nachdem  es  bewiesen  ist,  dass  ^    =777,:  Sfiolmg  ÖH%&ij- 

aovxai  xai  xa  dno  xav  alkav  xa&ixcov  xBxodymva  xav  dyopivav  dno  xäg  xopäg  bei 

xdv  AT  noxi  xd  nfQit%6fi6va  vno  xmv  xäg  Arxfiafidxcov  xdv  avxbv  i%ovxa  kdyovy 

ov  xo  dno  xägAA  xtxodywvov  noxi  xo  dno  xäg  Ar.Stjkov  ovv9  oxi  d  xopd 

ioxiv  o^vycDvtov  xaivov  rofta*  öidfisxQot  Sh  av*xäg  ivxl,  i  fiiv  petfav  i  AF, 

d  öe  ikdooav  Xoa  xa  AA.    Vergl.  ntqi  xcav.  14  p.  277,  28  flgg.;  15  p.  278, 31. 

Vorausgesetzt  wird  der  Satz  nto\  xa>v.  33  p.  311,  2  flgg.,  mit  ausdrück- 

licher  Hinweisung  angewandt  ntqi  %<ov.  10  p.  272,  44  flgg.  (xov  avxov  örj 

S%h  kdyov  xo  xnqdymvov  xo  dno  xäg  &K  na&ixov  noxi  xo  vno  xäv  AK,  KB 

nsQit%6ptvovy  xal  to  dno  ZT  noxi  xo  vno  xdv  AA,  AB  neqi9%6(iEvov,  in  ei 

Xaa  iaxiv  d  ZH  xa  ixioa  öiafiizoto);  vergl.  n$qi  %arv.  8   p.  269,  40; 

*  /HG*      CH  HD 
11p.  274,  12.    Ganz  dieselbe  Form,  wie  bei  Apollo nios  (-Trrr2==       ' 

Fig.  7j  hat  der  Satz  neqi  xe»v.  29  p.  301,  25.     In  allen  diesen  Fällen  war 

die  eine  Senkrechte  die  Axe;  dass  aber  Archimedes  den  Satz  in  seiner 

Allgemeinheit  kannte,   geht  aus  ntoi  xc&v.  31  p.  306,  20  hervor.     Uebri- 

N*  AM* 

gens  stützt  auch  die  Proportion  7=-- — 77^=  -=r~z — 7=  mqi  *wv.  9  p.  271,  22 

ZA. AH      tLiA.Aij 

sich   auf  diesen  Satz;   denn  es  sei  26  die  mit  EB  conjugirte  Axe;   man 

N*  Ab* 

hat  dann  (p.  271,  2  flgg.)  =  -—3 ,   aber  nach  unserem  Satze  ist 

ZA.AH     EBr 

AM*     ___      b*      _  46* 

E>A.AB~~  (\EB)*~  EB*% 

6.  Wenn  um  die  grosse  Axe  einer  Ellipse  ein  Kreis  beschrieben 
wird  und  Linien,  die  auf  die  grosse  Axe  senkrecht  gezogen  sind,  über 
die  Ellipse  hinaus  bis  zur  Kreisperipherie  verlängert  werden,  werden  sie 
von  dem   Umkreise   der  Ellipse  in   demselben   Verhältnisse  geschnitten, 

K  M       FR 
d.  h.  (Fig.  8)  ^  =  j|5   7ft(fl  *wv.  5   p.  266,  33:   intl  yaq  «t  E»,  KA 

Digitized  by  VjOOQlC 
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xa&txoi  eig  xov  avxov  koyov  xh^vtat  xaxa  xa  M9  B.     Dieser  Satz  folgt 

einfach  ans  dem  vorhergehenden ;  denn  es  ist  -=^|-  ==     ~  ar  ;  aber  nach 

dem  bekannten  Satze,  den  ich  früher  in  dieser  Zeitschrift  bei  Archime- 
des nachgewiesen  habe*,  ist  K A*  =  A A . A T und  E&  =  Aß.ßr]  daraus 
MA*      KA*      SLA      E9  KM     EB 

T&=w°'-Ml=Be>  darauß  ölsl0VXl  (Luklv'  17)  MÄ=BS' 

7.  In  einer  Ellipse  wird  die  vom  Centram  zum  Berührungspunkte 
einer  Tangente  gezogene  Linie  alle  in  der  Ellipse  mit  der  Tangente 
parallel  gezogenen  Linien  balbtheilen ;  mot  xmv.  22  p.  285,  15  flgg.  Vergl. 
für  die  Hyperbel  unten  Nr.  26.  Eine  solche  Linie  ist  ja  nach  dem  Sprach- 
gebrauch des  Apollo nios  Durchmesser  der  Ellipse  (nicht  so  bei  Ar- 
chimedes, s.  oben);  dann  folgt  der  Satz  aus  Apollon.  xov.  I  def.  10. 

8.  Die  Linie,  welche  die  Berührungspunkte  zweier  parallelen  Tan- 
genten verbindet,  wird  durch  das  Centrum  der  Ellipse  gehen;  ausdrück- 
lich ausgesprochen  ntol  xmv.  18  p.  281,  36:  al  8i  xa  ovo  tv&uui  o^vym- 
xlov  xtovov  TOfidg  imtyavcovTi  itaga'kkakoi  iovöat,  xo  xe  xevxqov  tag  xov 
ofyymvlov  xmvov  xopag  xa\  al  awai  in  tv&tiag  laöovvxcu.  Vergl.  Apollon. 
xmv.  II,  27. 

9.  Wenn  durch  das  Centrum  eine  mit  zwei  parallelen  Tangenten 
parallele  Linie  gezogen  wird,  werden  die  Linien,  die  von  ihren  End- 
punkten mit  der  die  Berührungspunkte  verbindenden  Linie  parallel  ge- 
zogen werden,  Tangenten  zur  Ellipse  sein;  ausgesprochen  nsgl  xcov.  19 
p.  282,  13  flgg. :  inu  ovv  foxiv  a  AB  TA  rjxoi  xvxkog**  rj  o£vymvlov  xoivov 
ropa,  xai  Imtyctvovxi  avrdg  Ovo  tv&eiai  al  EZ,  H&>  öia  6e  xov  xivtQOV 
axxai  7taQakkrjkog  avxalg  a  AT9  örjkov  dg  al  ano  xmv  A,  F  ayo'iievat  0a- 
(idmv  Ttagd  xav  BA  iiMftavovxi  xag  xopag  (Fig.  9).  Der  Satz  folgt  aus 
Apollon.  xav,  I,  17  (nicht  II,  6,  wie  Nizze  angiebt);  denn  nach  xmv. 
I,  def.  11  ist  r  xoqvwq.     Vergl.  Nr.  4. 

10.  Hieran  schliesse  sich,  dass  Archimedes  neol  xmv.  9  p.  271, 2 flgg. 

die  Construction   einer  mit  einer  andern   ähnlichen  Ellipse  als  bekannt 

voraussetzt.      Denn    hier    verlangt    Archimedes,    man    solle,    wenn 

N*^ZA.AH,  um  E5  eine  Ellipse  construiren,  so  dass  (es  sei  2  b  die 

46*  N* 

mit  EB  conjugirte  Axe)  -rra858  „       ATJ\  wenn  man  N  als  Ordinate  einer 

Ellipse,   deren  Axen  ZH  und  2  b'  sind,  betrachtet,  hat  man  nach  Nr.  5 

JV*  4P        .  „      .  ,  .    ,  46'       4P         6  b' 

also    soll    sich    verhalten    ■=-=*  =  ttf^  ° :  T~zrz  s=s " 


ZA.AH~~ZU*'  "      ¥WUWWU    EB*~ZH*     $£B      \Ztf 

*  Bd.  XXIV  p.  181  Nr.  16.  Der  umgekehrte  Satz  findet  sich  bei  Serenoa  de 
sect.  cyh  4  und  wird  von  Apollo  nios  angewandt  (xmv.  I,  6  p.  22;  II,  48  p.  138), 
daher  auch  bei  Eutokios  zu  Apollon.  p.  23  und  Pappos  VII,  237  p.  924. 

*»  Für  den  Zirkel  ergiebt  sich  der  Satz  aus  Eukl.  Eiern.  III,  16  nootopa-,  vgl. 
Eutokios  zu  Apollon.  p.  44. 
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was  eben  die  Bedingung  der  Aehnlichkeit  der  Ellipsen  am  ZH  und  EB 
ist  (Nr.  3). 

11.  Hier  ist  nur  noch  daran  zu  erinnern,  dass  Archimedes  neqi 
natv.  p,  260,50  ausspricht,  dass,  wenn  ein  Kegel  durch  eine  mit  allen 
Seitenlinien  zusammenfallende  Ebene  geschnitten  wird,  der  Schnitt  ent- 
weder ein  Kreis  ist  oder  eine  Ellipse  {aX  xa  xavog  imniöa)  xpa&y  <svfi- 
izinxovxt  ndöaig  xalg  xov  xdvov  nXevQCttg,  d  xofid  ttouxai  rjxoi  xvxkog  tj 
6£vya>viov  xtdvov  rofia).  Ebenso  heisst  es  p.  261,8  flgg.,  dass  dasselbe 
von  Cylindern  gelte:  xori  aX  xa  xvkiviqog  övotg  imitidotg  naqaXXdloig 
xfia&'jj  Gvpntnxovxsööi  ndoctig  xalg  xov  xvklvSgov  JtXevQalg,  ai  roftai  io- 
aovvxai  ijxQi  xt/xAot  ij  6^vycovl(ov  xcivav  xofial  toai  xal  opoiai  dkkdkaig. 
Der  letzte  Satz  scheint  gar  nicht  von  den  späteren  Mathematikern  be- 
achtet worden  zu  sein,  wie  überhaupt  die  schwierigeren  Werke  des 
Archimedes  fast  in  Vergessenheit  gerathen  zu  sein  scheinen;  wenig- 
stens fand  der  gewiss  viel  spätere  Geometer  Serenos  es  nothwendig, 
ein  ganzes  Buch  neqi  xvktvÖQOv  xofirjg  zu  schreiben ,  nur  um  zu  beweisen, 
dass  der  schiefe  Schnitt  des  Cylinders  nichts  Anderes,  als  die  gewöhn- 
liche Ellipse  ist;  das  Buch  beginnt  (p.  1  Halley)  mit  folgenden  Wor- 
ten: nokkovg  6qwv7  oJ  q>tls  Kvqs>  x<Sv  tkqI  yeco^exQtav  dvaoxQ$(po(A{vmv 
olofiivovg  xf]v  xov  xvklviqov  nkaytav  xofufjv  ixigctv  elvai,  xijg  xov  xcivov 
xofirjg  xijg  xakovpivrjg  ikksfyimg  9  idixalcooa  ^rj  %qrjva%  ntQiOQav  dyvoovvxag 
avxovg  xxk.  Ueberhaupt  ist  das  glänzende  Genie  des  Archimedes  auf 
diesem  Punkte  über  das  Ueberlieferte  hinausgelangt  und  hat  die  ersten 
Schritte  auf  dem  Wege  gemacht,  der  später  Apollonios  zur  Verallge- 
meinerung der  konischen  Sätze  führte. 

Parabel. 

12.  Nach  Nr.  5  ist  die  Haupteigenschaft  der  Parabel,  dass  die  Qua- 
drate der  Ordinaten  sich  wie  die  von  ihnen  bis  zum  Scheitelpunkt  der 
Parabel  abgeschnittenen  Stücke  des  Diameters  verhalten.  Dieser  Satz 
wird  xtxqay.  naqaß.  3  p.  19  aufgeführt  und  als  in  den  älteren  Lehr- 
büchern der  xmvixd  bewiesen  bezeichnet:  aX  xa  $  oQ&oy<ovlov  xcivov  xofui 
&  ART  (Fig.  10),  d  6i  BA  naqd  xdv  SidfittQov  rj  avxd  d  didptxQog,  xal 
d%&wai  xtvtg  at  Ad)  EZ  naget  xdv  xaxä  xo  B  imtyavovöav  xdg  xov  xovov 
TOftag,  iocuxai  cog  d  Bd  (idxn  noxi  xdv  BZ,    ovtcog  dvvdfisi  d  Ad  noxl 

xdv  EZ  o:   ^7;  =  Tr^i.     Angewandt  wird  dieser  Satz  imn.  Iooqq.  II,  10 
BZ      E  Z 

p.  55,  32;  xbxq.  TtctQaß.  4  p.  19,  24;  19  p.  30,  44;  mgl  xa>vott£.  23  p.  287, 

28;  24  p.  290,  10;  26  p.  293,  10.     Apollonios  hat  ihn  xov.  I,  20. 

13.  Mit  diesem  Satze  steht  in  genauestem  Zusammenhang,  was  bei 
Apollonios  I,  11  die  Grundeigenschaft  der  Parabel  ist  und  zum  Be- 
weise des  obigen  Satzes  von  ihm  benutzt  wird:  dass  die  Quadrate  der 
Ordinaten   dem  Rechtangel  gleich   sind,   der  aus  einer  gegebenen  Linie 
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und    den    von    den   Ordinaten    bis  zum  Scheitelpunkte   abgeschnittenen 

Stücken  des  Durchmessers  zusammengesetzt  sind;  wird  angewandt  Fragm  * 

p.  166,  21  (töJ  öi  VTto  ZZN  faov  ro  dno  £2  Sid  xjv  TtaoaßoXtjv);  p.  167,  34; 

168,  1;  tuoI  xcov.  4  p.  265,  21,  22.     Ebenso  liegt  dieser  Satz  zu  Grunde, 

wenn  aus  MB.HZ=  ZK%  geschlossen  wird,   dass  eine  durch  H  mit  der 

Axe  HZ  und   dem  Parameter  ME  beschriebene  Parabel  durch  K  gehen 

werde;  p.  164,  29;  165  extr.;  166,  38.     Ferner  wird  der  Satz  angewandt, 

PI*     KR 
um  die  Proportion  — ^=-—  nsol  6%ov\l.  II,  8  p.  345,  25  zu  erhalten; 

denn    nach  diesem  Satze  hat  man  PI*  =  2KR.0I,   weil  KR  die  Linie 

zum  Scheitelpunkte   oder  der  halbe  Parameter  (s.  unten)  ist  (p.  344,  8 

von  unten);  aber  iF=202  (Nr.  16);  also   PI*=>KR.IY.     Vergl.  mgl 

ogovp»  II  i  9  p.  347,  0.     Endlich  weist  die  Bezeichnung  des  Parameters 

als  a  nctQ9  av  övvavxai  at  dno  tag  xopäg  auf  diesen  Satz  hin  (p.  264,  49). 

Der  Parameter  wird  a.  0.  als  i  ömlaaia  rag  (ii%Qi  xov  a£ovog  (d.  h.  die 

Axe  des  die  Parabel  enthaltenden  Kegels)  genauer  bestimmt.    Hierin  liegt 

ein  handgreiflicher  Beweis  dafür,  dass  Archimedes  die  Parabel  nur  als 

in  dem  rechtwinkligen  Kegel  entstehend  betrachtete;  denn  nur  für  diesen 

gilt  dieses  Verhältniss.     Es  bezeichne  p  den  Parameter;   dann  ist  nach 

P  CD* 

der  Definition  des  Parameters   bei   Apoll onios  I,  11:  "r^=  BC  BD 

CD9 
(Fig.  11)  =^i    (denn   der  Kegel  ist  rechtsstehend);    aber  CD*=>BC* 

+  BD**=2BC*f  also   auch  p=*2Aß.     Dasselbe  findet  sich  mehrmals  in 
ntg)  axovfi.Il,  2;  3;  4;  5;  6;  7;  8;  9;  10. 

14.  Eine  Linie,  die  vom  Mittelpunkte  der  Grundlinie  eines  Parabel- 
segments dem  Diameter  der  Parabel  (d.  h.  der  Axe)  parallel  gezogen 
wird,  halbtheilt  alle  in  der  Parabel  der  Grundlinie  parallel  gezogenen 
Linien  (d.  h.  ist  Diameter  des  Segments);  ausgesprochen  ittQi  xmv.  4 
p.  265,  lflgg.:  kttl  ovv  öidiietoog  foxi  a  AZ  xov  rpaparog,  a  xs  AE  öl%a 
xifivexcu  xaxa  xo  Z  xai  d  AZ  naqd  xav  diafttXQOv  fori  xäg  xov  oq&o- 
yavlov  xwvov  xopäg*  ovxm  yaq  &l%a  xipvsi  ndöag  xdg  naqa  xav  AE  dyo- 
pivag.  Ebenso  wird  der  Satz  angewandt  Inm.  Iooqq.  II,  5  p.  41,  28: 
xsxpdo&m  itj  dt%a  ixaxioa  xiv  AB,  BT  xaxa  xd  Z,  27,  xa\  itd  rd  Z,  H 
naQa  xav  BA  ax&aouv  at  ZK,  AHm  total  aqa  xov  fiiv  AHB  xpafiaxog 
xSvxqov   xov  ßdgeog  ln\   xdg  ZK,   xov    öh   BfA  Tfidpaxog  xd  xivxqov  xov 


*  Hierunter  ist  diejenige  Lösung  der  Aufgabe  «€?}  9<paio.  II,  5  p.  158  zu  ver- 
stehen, die  Eutokios  zu  Archim.  p.  163—169  mittheilt  (Quaest.  Archim.  p.  31). 
Ich  halte  es  nämlich  für  ganz  unzweifelhaft,  dass  Eutokios  dieses  von  ihm  auf- 
gefundene Fragment  mit  Recht  dem  Archimedes  zuschreibt.  Denn  welcher  Üeo- 
meter  vor  Apollo  nios  könnte  sonst  eine  solche  Lösung  dorisch  herausgegeben 
haben?  (Katok.  p.  163.)  Dann  hat  Eutokios  selbst  die  spätere  Terminologie 
substituirt  und  die  Citate  aus  Apoilonios  hinzugeiagt.   c 
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ßdgeog  inl  tag  HA  nach  II,  4,  wo  aber  nur  bewiesen  ward,*  dass  der 
Schwerpunkt  eines  Parabelsegments  auf  dessen  Durchmesser  liegt;  dass 
ZK  und  HA  Durchmesser  sind,  ist  mittelst  unseres  Satzes  geschlossen 
worden.  Eine  andere  Form  hat  derselbe  Satz  htm.  Icogg.  II,  10  p.  55,  27: 
xa!  ItcA  iv  og&oy&vlov  xcivov  xopy  öidfittgog  iaxi  xov  tpa pccxog  d  ZB, 
d  BZ  rjroi  dgxixd  toxi  tag  xopäg  rj  nagd  xdv  öidpstgov  axrat;  vergl. 
Eutokios  p.  43,  3:  nagdlltjXot  ydg  eloi  näcat  ai  öid^ietgot  xijg  naga- 
ßokijg;  Apollon.  I,  51  noQiCfia.  Eine  andere,  allgemeinere  Gestalt  hat 
dieser  Satz  xsxgay.  nagaß.  1:  a)  ai  %a  #  og&oycovLov  xoivov  xopa  d  ABT, 
r]  Öe  d  alv  BA  nagd  tdv  didptxgov  ij  avrd  d  did^txgog,  d  de  AT  nagd 
tdv  xaxd  xo  B  htityavovaav,  Xca  tatai  d  AA  xd  AT.  b)  xav  föa  d  AA 
[xa  A  r]  nagdkkakoi  iaaovvxai  a  xe  AT  xcrl  a  xaxd  xd  B  btityavovtsa  xdg 
xov  xcovov  tofidg.*  Diese  Form  wird  angewandt  negl  xw.  22  p.  285,  11; 
24  p.  289,  10(a);  mg\  oiovp.  II,  10,  2  p.  349,  23;  xexgay.  nag  aß.  5  p.  20,  6; 
17  p.  29,  30;  18  p.  30,  21;  19  p.  30,  43;  htm.  Icogg.  II,  10  p.  55,  4(6). 
Ganz  ähnlich  Apollonios  I,  46. 

15.  Wenn  in  einem  Parabelsegment  von  dem  Schnittpunkte  der  Grund- 
linie mit  der  Parabel  eine  Senkrechte  auf  den  verlängerten  Durchmesser  des 
Segments  gezogen  wird  und  das  Quadrat  der  halben  Grundlinie  zum  Qua- 
drat der  Senkrechten  sich  wie  eine  gegebene  Linie  zum  Parameter  der 
Parabel  verhält,  wird  die  gegebene  Linie  Parameter  des  Parabelsegments 
sein.  Den  Beweis  dieses  Satzes,  der  ntgl  xa>v.  4  p.  265,  9  flgg.  angewandt 
und  als  „in  den  konischen  Elementen"  bewiesen  bezeichnet  wird,  giebt 
Nizze  p.  159  so  (Fig.  12):  es  sei  TD  eine  Tangente,  BLy  JD,  AG  senkrecht 
auf  die  Axe  BG>  und  DF  Durchmesser  des  Segments  AED\  ferner  ver- 

AF*      N  DQ 

halte  sich,  wenn  M  der  Parameter  zu  BG  ist,  -7770  =  jz.  Man  mache  -=-p 

AK        M  i)  L 

c 

^Tdt*  ^ann  ist  nac^  AP°llonio8  Ii  ^  S  Parameter  für  DF  (o:AF* 

DJ*      DJ* 
=  S.DF).     Es  ist  aber  (Nr.  13)  DJ*  =  M.BJ 0:  tf  =  ^—  =  — -  (s.  unten 

D  J         -£  TJ 

„  ,.,  2DJ*  m  .,  _  2DT.DQ  2DT*  .  M  DJ*  AK* 
Nr.  16)  =^r.    We.l  nun  8 _l— ^  iet  j--^  --j, 

(weil  DJT<*>  AFK)\  also  N=*S  oder  Parameter  zu  DF.  Wahrscheinlich 
war  also  Apollonios  I,  49:  iav  nagaßokrjg  ev&ela  Imfyuvovoa  avpnimq 
xrj  öiapitgü),  %a\  8id  phv  xijg  dq>rjg  a%&y  itagdkkr\kog  xy  öiatdxgm,  dito  ii 
xrjg  xogvtprjg  djftri  nagd  xBxayp,iva>g  xcm^plv^v,  %a\  noirj&xj  dg  xo  tfitjfia 
xt]g  lyanxopiviig  xo  pexa&v  xijg  dvrjy^ivrig  xcrl  xijg  da>rjg  ngog  ro  tfiijfia  xijg 
nagakkrjkov  xo  (iBxa^v  xrjg  dq>rjg  Kai  xyg  dvtjyiiivfjg ,  ovxmg  tv&Bid  xig  ngdg 
xrjv   öutkaoietv  xijg  icpaitxotiivrjg,   fjxig  av  dno  tijg  tofirjg  «%**fl  nagakkt^kog 

*  Der  Wortlaut  des  Satzes  ist  mit  wenigen  evidenten  Berichtigungen  nach 
cod.  Flore*,  gegeben. 
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trj  iq>ct7txopivy  inl  xrjv  iui  xijg  £qnjg  jjyP&W  «iteiov  naoaXXtjXov  xy  öia- 
p&rocp,  iwrjöBxai  xo  nsou%6^$vov  bo&oyciviov  vizo  [xtjg]  nenoQiGpivfiQ  ev&slag 
xai  xrjg  £itoXap,ßavo\Uvrig  vitavxrjg*  noog  xy  £q>j  —  schon  vor  Archi- 
medes bekannt. 

16.  Wenn  eine  Tangente  and  eine  dem  Diameter  der  Parabel  (d.  h. 
der  Axe)  parallel  gezogene  Linie  (die  also  nach  späterem  Sprachgebrauch 
ein  Diameter  sein  wird)  sich  schneiden,  wird  das  Stück  der  Parallele 
vom  Schnittpunkte  der  beiden  Linien  zum  Schnittpunkte  der  Parallele 
und  der  Parabel  demjenigen  Stück  der  Parallele  gleich  sein ,  das  zwischen 
dem  Schnittpunkte  mit  der  Parabel  und  einer  vom  Berührungspunkte  der 
Tangente  zu  diesem  Schnittpunkte  parallel  gezogenen  Ordinate  liegt ,  d.  h. 
(Fig.  13)  BE*=BD.  Der  Satz  wird  als  früher  bewiesen  aufgeführt  xsxoay. 
TtctQaß.  2  p.  18:  ccl  xa  y  og&oycovLov  xcivov  rofia  £  ABT  (Fig.  13),  y  öh  £ 
BA  naga  xav  öiayitTQOv  ij  avxa  £  öiapsxQog)  £  di  A  T  naoa  xav  xaxa  xo 
B  im^avovcav  xag  xov  ntivov  xopag,  xai  £  TE  xag  xov  %mvov  xofiag 
htityavovöct  xaro  xo  r,  foaovvxai  ai  AB,  BE  Xcai  —  und  öfters  angewandt, 
wie  xtxoay.  naoaß.  5  p.  20,  12;  neot  xav.  13  p.  276,  23;  mo\  6%ovp.  II,  8 
p.  345  (s.  oben  Nr.  13);  vgl.  tcbqI  hm.  4  p.  265  (s.  oben  Nr.  15).  Ebenso 
Apollonios  I,  35.  Denselben  Satz  benutzt  Archimedes  Fragm. 
p.  166,  49.     Der  umgekehrte  Satz  (Apollonios  I,  33)  ist  nöthig  zur 

Auffindung  der  Proportion  —  = /"jX/T/  nt&  o%ovp.  II,  10  p.  348,  9 

(Nizze  p.  246  not.  £;  vergl.  Nr.  3). 

17.  Eine  mit  dem  Parabeldurchmesser  parallele  Linie  wird  die  Pa- 
rabel in  einem  Punkte  treffen;  Fragm.  p.  166,  42:  xai  avfineCBlzai  (y  na- 
oaßoXrj)  ixßallopivri  xy  ST  7iaQaXXtjX<p  ov0y  xy  8ia(iixg<p  xrjg  xo(irjg\  auch 
p.  168,  24.  Apollonios  I,  26  beweist  den  Satz  für  Parabel  und  Hyper- 
bel, und  es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass  Archimedes  wusste, 
dass  er  auch  von  dieser  gilt,  wenn  auch  directe  Zeugnisse  fehlen. 

18.  Tangenten  zu  einer  Parabel  zu  ziehen.  Eine  Tangente  zu 
einem  gegebenen  Punkte  der  Parabel  zu  ziehen  (ntol  6%ov(a.  II,  10  p.  384, 5; 
10,  2  p.  349,  18;  10,  5  p.  352,  56)  ist  nach  Nr.  16  leicht  möglich.  Vgl. 
Apollonios  II,  49  p.  139,  wo  es  eben  durch  diesen  Satz  bewerkstelligt 
wird.  Auch  kann  man  leicht  nach  Nr.  14  eine  Tangente  mit  einer  in 
der  Parabel  gegebenen  Linie  parallel  ziehen  (moi  6%ovp..  II,  3  p.  340,  41 ; 
4  p.  341,  17;  5  p.  342,  12;  6  p.  343,  15;  7  p.  344,  15;  8  p.  345,  13;  9 
p.  347,  3;  10,  2  p.  349,  34;  10,  3  p.  350,  17;  10,  4  p.  351,  48;  10,  5 
p.  353,  10);  man  halbirt  nur  die  gegebene  Linie  und  zieht  durch  den 
Mittelpunkt  eine  mit  dem  Parabeldurchmesser  parallele  Linie. 

19.  Eine  von  einem  Punkte  der  Parabel  dem  Durchmesser  parallel 
gezogene  Linie   wird    ausserhalb  des   Schnittes   fallen,    wenn   sie   nach 

*  d.  h.  die  naoaXXrjlog  xjj  iqtctwxofihji. 
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der  Richtung  der  Convexität  gezogen  ist,  wenn  nach  der  entgegengesetz- 
ten Richtung,  innerhalb;  ausdrücklich  ausgesprochen  mqI  xcöv.  16  p.279, 12: 
iv  dh  xa  oQ&oyooviov  x&vov  xopa  ano  itavxog  Cafislov  xav  M  tag  TOfidg 
äyofiivav  itaod  xav  Öidusxoov  et/#«av,  at  phv  int  xa  avxa  ayofitvat,  iqy'S 
ivxi  xd  xvQxi  avxag,  ixxog  ninxovxi9  at  6h  inl  Odxtoa  hxog.  Ebenso  xtxoay. 
TtctQctß.  20  p.  31,  17:  x«*  ano  xmv  A9  T  at  AA9  TE»  nctQa  xav  Sia'fitxooV 
ntaovvxai  örj  avxat  ixxog  xov  xpdftaxog.     Vergl.  Nr.  30. 

20.  Zwischen  zwei  Parabeln  ABL  (mit  dem  Durchmesser  BD)  und 
AFD  eine  gegebene  Linie  (*P)  mit  BD  parallel  zu  legen,  wie  MN  (Fig.  14); 
benutzt  mo\  6%ovfi  II,  10,  4  p.  351,  30:  aptetur  ergo  quaedam  recta  linea 
JV  inter  portiones  AVQLy  AXD  interjecta,  quae  sit  aequalis  *P  et  ipsi  BD 
aequidistans.  Vergl.  II,  10,  5  p.  352,  49.  II,  10,  2  p.  349,  11  fehlt  ungenau 
die  Bestimmung  ipsi  BD  aequidistans. 

21.  Wenn  (Fig.  15)  PF$  dem  Durchmesser  NO,  und  ET±N0  und 
RH  dem  halben  Parameter  gleich,  wird  die  Linie  RT  verlängert  die 
Tangente  KSl  senkrecht  treffen;  nro\  o%ov(i.  II,  4  p.  341,  45;  5  p.  342,  37; 
6  p.  343,  27;  7  p.  344,  21 ;  8  p.  345,  45;  9  p.  347,  21.  Wenn  man  näm- 
lich PL±KSl  und  PS±N0  macht,  wird  man  haben  SP*  =  2RH.S0 

LS       SP       SP 
(Nr.  13);  weil  aber  LPS~SPM,  ist  J^  =  J^  =  _  (Nr.  16)  *:  SP* 

=  2LS.SÖ^2RH.SÖ;  also  RH=  LS  o:  RTHS.  LPS,  also  LPLM 
=  TRH  und  RY$LP,  die  auf  KSl  senkrecht  steht. 

22.  Wenn  (Fig.  16)  KSl^AL,  PJ$N0,  AS  £  der  Tangente  zu  Pt 

PJ  _  jVÜ 
wird  folgende  Proportion  gelten :   r^  >  -— ;  angewandt  mo\  o%ov(i.  II,  6 

p.  343,  19  mit  dem  Zusätze  (lin.  23):  hoc  enim  iam  demonslratum  est.  Den 
etwas  weitläufigen  Beweis,  wozu  aber  aus  der  Kegelschnittlehre  nur  Nr.  14 
und  16  nöthig  sind,  giebt  Robertson  (s.  p.  II)  bei  Torelli  p.  375, 
Nizze  p.  238flgg. 

23.  Wenn  (Fig.  17)  in  zwei  ähnlichen  Parabelsegmenten,*  AMQL 
und  AXD,  von  den  Grundlinien  zu  den  Parabeln  unter  gleichen  Win- 
keln mit  den  Grundlinien  zwei  Linien,  AQ  und  AN  gezogen  sind,  wird 

folgende  Proportion  gelten:  "T^^'Yn'i   nt9%l  o%ovii.U,  10,  2  p.  349,  20. 

Den  Beweis   giebt  Nizze   p.  248   so:  nach  IV  Nr.  3  hat  man  (Fig.  13) 

HL_HM_        L£_HG_  PH  _HN 

1Ta~~~mg  0:  HA" MG         HA  ~~NG 

.      ,  QN      NM       AQ 

ferner  ist,  wie  oben,    _  =  _*:_  = 


*  Man   mu8s   mit  Nizze   p.  292   statt  portionibus  und  portiones  p.  849,  st 
sectionibus  und  sectiones  lesen. 


AD 

o: 

HA 

HG 
~~NG* 

daraus 

LA  _ 
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NG 
~MG] 

NG_ 
MG" 

LA 
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Hyperbel. 
24.  Die  Quadrate  der  Ordinaten  (d.  h.  der  mit  der  Tangente  zum 
Scheitelpunkte  parallel  gezogenen  Linien  in  dem  Schnitte)  verhalten  sich 
wie  die  Rechtecke,  die  ans  den  von  den  Ordinaten  bis  zum  Scheitel- 
punkt abgeschnittenen  Stücken  des  Durchmessers  und  den  Summen  dieser 
Stücke  und  des  zweifachen  Abstands  des  Scheitelpunktes  der  Hyperbel 
vom  Schnittpunkte  der  Asymptoten  gebildet  sind,  d.  h.  wenn  (Fig.  18) 
B  der  Schnittpunkt  der  Asymptoten   ist  und  AB  =  BC%   wird  sich  ver- 

,    .        FG*      FA. FC  ,  M      .„„  .    , 

halten  -^-^=         — ;  angewandt  tceqi  nmv.  27  p.  295, 19  mit  dem  Zusätze: 

iv  ndaa  ydo  t«  tov  d(ißXvy<oviov  %tivov  top«  tovto  ovpßcttvti;  28  p.  298,  29. 
Haupteigenschaft  der  Hyperbel;  vergl.  Nr.  5.  Apollonios  I,  21.'  Der 
Abstand  des  Scheitelpunktes  der  Hyperbel  vom  Schnittpunkte  der  Asymp- 
toten nennt  Archimedes  (aber  eigentlich  nur  für  das  hyperbolische  Konoid, 
8.  oben)  d  not  tov  Ga  (tw  agovi,  nämlich  des  Konoids)  nach  der  Definition  rceoi 
*mv.  p.  258,  29:  tdv  öh  fitta^v  ev&tiav  tag  t$  noovcpdg  tov  nmvoudiog  xai 
tag  xoovatag  tov  xcivov  tov  ntq%i%ovxog  t6  ncovonöig  nottovoav  (p:  noocov- 
cav)  tm  cclovi  xaAfio&at;  vergl.  p.  258,  42.  Diese  Linie  ist  also  nach  dem 
Sprachgebrauch  des  Apollonios  der  halbe  Durchmesser,  aber  diese  Auf- 
fassung ist  dem  Archimedes  fremd.  Er  kennt  augenscheinlich  nicht 
den  Schnittpunkt  der  Asymptoten  als  Centrum  der  Hyperbel;  denn  er 
nennt  ihn  stets  nur  ro  aapLiiov,  na&o  at  fyyiota  avfinlTttovti  (ntyl  xov. 
p.  258,  20;  298,  32).*  Die  einzige  Stelle,  wo  diese  spätere  Auffassung 
auftritt,  ist  ntQt  xcov.  27  p.  295,  13:  iv  itdöa  ydo  xa  rov  diißXvyc&vtov 
xcivov  tofia  tovto  övpßalvn.  d  ydo  övnXaata  tag  nottovaag,  tovxiati 
tag  ix  xov  xivrgov,  nXayia  ht\  tov  elöovg  nXsvod.  Hier  sind  aber  die 
letzten  Worte:  d  ydo  ömXaata  ...  nXayia  ictl  tov  eUovg  nXtvgd  entschie- 
den unecht  und  von  einem  des  späteren  Sprachgebrauchs  kundigen  Ab- 
schreiber als  Erläuterung  hinzugefügt.  Denn  erstens  weckt  die  zweifache 
Begründung  mit  ydo  Anstoss  als  unnöthig  weitläufig;  dann  erregt  auch 
die  Bezeichnung  d  nXayia  tov  elöovg  nXevQct,  die  sonst  niemals  bei  Ar- 
chimedes vorkommt,  Bedenken.  Der  Name  if  oo&La  für  den  Parameter 
Tührt  nämlich,  wie  Bretschn eider  bemerkt  hat,  ohne  Zweifel  erst  von 
Apollonios  her;   denn  er  erklärt  sich  nur  aus  der  Weise,   in  welcher 


*  Ein  weiterer  Beweis  hierför  liegt  in  dem  Gebrauche  des  Wortes  tiapttoog 
bei  der  Hyperbel.  Archimedes  kennt,  wie  bei  der  Parabel,  nur  einen  (a  8td- 
futQog  p.  258,  ut  21,  24),  und  diesen  denkt  er  sich  ganz  innerhalb  des  Schnittes.  Dies 
geht  daraus  hervor,  dass  er  die  Axe  des  hyperbolischen  Konoids  und  den  Durch- 
messer der  Hyperbel  identifidrt  (p.  258  a.  0.  vergl.  p.  277,  9);  die  Axe  geht  aber 
nicht  über  das  Konoid  hinaus,  wie  das  Wort  axrsrert  p.  258,  25  und  der  Name  d 
nottovca  rp  a£ovi  zeigen;  vergl.  auch  p.  279,  20,  25,  wo  sonst  statt  tiva  yoafifidv 
u.  s.  w.  didpitoov  stehen  würde.  jlC 
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Apoll oni os  I,  11;  12;  13  sich  den  Parameter  vorstellt  (senkrecht  auf 
dem  Durchmesser);  aber  ij  nkayta  als  Name  für  den  Durchmesser  hat 
keinen  Sinn,  wenn  er  nicht  in  Gegensatz  zn  r\  oq&I<*  gedacht  wird.  Auch 
konnte  der  Ausdruck  nUvqa,  schwerlich  aufkommen,  ehe  man  gewohnt  war, 
die  Haupteigenschaften  der  drei  Schnitte  durch  die  der  Rechtecke  aus  dem 
Parameter  und  Durchmesser  zu  bezeichnen,  und  das  geschah,  wie  wir  be- 
stimmt wissen,  erst  von  Apollonios  an.  Die  Unechtheit  wird  auch  durch 
die  Parallelstelle  ns ol  xgw.  28  p.  298, 31  erwiesen,  wo  es  zur  Begründung  der 
angeführten  Proportion  einfach  heisst:  httl  iaxtv  a  pev  ZA  dypiva  öid  xov  6, 
xad'  o  cd  k'yyioxa  cv\»,itinxovx%>  ccl  6h  AAy  KE  nccqd  xdv  xcna  to  B  imtyavovactv. 
Dass  6B  die  itoteovöct  und  0Z=  SB  ist,  war  nach  der  ausdrücklichen  Angabe 
p.  297,  18  nicht  nothwendig  zu  bemerken.  Der  Ausdruck  a  nouovCa  kommt 
nur  noch  mqi  k»v.  27  p.  293,  36,  39,  46;  28  p.  297,  2,  4,  17  vor. 

25.  Wenn  von  einem  Punkte  der  Hyperbel  zwei  Linien  zu  den 
Asymptoten  gezogen  werden  und  von  einem  andern  Punkte  derselben 
zwei  mit  diesen  Linien  parallele  ebenso  zu  den  Asymptoten,  werden  die 
Rechtecke  ans  den  beiden  Linienpaaren  gleich  sein;  angewandt  Fragm. 
p.  166,  löflgg.;  167,  27,  52.  Bei  Apollonios  findet  sich  der  Satz  II,  12. 
Der  umgekehrte  Satz  wird  angewandt  Fragm.  p.  164,  36,  wenn  aus 
6K.KA=  AB.BH  geschlossen  wird,  dass  eine  Hyperbel  durch  B  mit 
#r,  r.H  als  Asymptoten  durch  K  gehen  wird;  vergl.  Fragm.  p.  166,  3flgg.v 
46flgg. 

26.  In  einer  Hyperbel  wird  eine  Linie  vom  Schnittpunkte  der  Asymp- 
toten durch  den  Berührungspunkt  alle  in  der  Hyperbel  mit  der  Tangente 
parallel  gezogenen  Linien  halbiren;  angewandt  mq\  xcov.  22  p.  285,  13; 
28  p.  297,  14.  Eine  solche  Linie  ist  nach  Apollonios  Durchmesser; 
dann  s.  Apollon.  I,  def.  10.     Vergl.  Nr.  7. 

27.  Wenn  in  einer  Hyperbel  von  dem  Berührungspunkte  einer  Tan- 
gente eine  Linie  der  Tangente  zum  Scheitelpunkte  parallel  gezogen  wird, 
ist  das  von  dieser  Linie  bis  zum  Scheitelpunkte  abgeschnittene  Stück  des 
Durchmessers  grösser,  als  das  Stück  zwischen  dem  Scheitelpunkte  und 
dem  Schnittpunkte  der  Tangente  und  des  Durchmessers;  angewandt  rapl 
xwv.  14  p.  277,  34  mit  dem  Zusatz:  xovxo  ydg  iaxiv  h  xalg  xov  dußkvyw- 
vlov  xrovov  xofialg  av^nxco^a;  vergl.  Nr.  16.  Der  Beweis  wird  nach  Apol- 
lon. I,  36   ganz   einfach  geführt;   denn   nach  diesem  Satze  ist  (Fig.  19) 

BE     BD      .      EA      BE      t       nri  ,  ,  ,    M_      , 

fz^jTj^  a»o  jrj  ==777)i  a°er  BE  ist  nothwendig  grösser  als  BD,  also 

auch  EA>  DA.  Hieraus  darf  geschlossen  werden,  dass  Apollon.  I,  36 
schon  vor  Archimedes  bewiesen  war,  wenigstens  für  die  Hyperbel;  er 
lautet:  Idv  vnsQßokijg  rj  ikkeityttog  rj  nvnkov  7i£QL(p£Qslag  iq>dnxrjxal  xig 
ev&eia  av(i7tinxovaa  xjj  nkayla  xov  elöovg  nksvoa  ttctl  dito  rrtg  dq>rjg  %axa%^ 
Bv&eict  rerayfiivoog  inl  xtjv  öicipETQov,  ioxut  cog  t\  dnokaußccvonivri  V7to  xtjg 
i(pct7iTopivT]g  noog  reo  nioaxi  xijg  nkctyictg  nkBvgdg[ngdg  xi)v  dnokafißctvotiiv^v 
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vno  xrjg  itpanxopivrig  ngog  xw  ixigip  ntgccxi  xrjg  nXsvQag,  Dvxcog  r]  dnoXafi- 
ßavofiht]  vno  xrjg  xaxrjyfiivrjg  ngog  xco  nigaxi  xrjg  nXsvQag  nQog  xrjv  dno- 
Xa^ßavo^ivrjv  vno  xrjg  xarrjyiiivrjg  ngog  tc5  ixigm  nigaxi  xag  nXsvgäg,  Saxe 
xdg  opoXoyovg  ow$%eTg  tlvai. 

28.  Wenn  eine  Linie  zwischen  den  Asymptoten  mit  der  Hyperbel 
zusammenfällt  und  dadurch  halbirt  wird,  ist  sie  eine  Tangente;  benutzt 
Fragm.  p.  167,  10;  folgt  als  Umkehrung  aus  Apollon.  II,  3. 

29.  Eine  Linie,  die  in  dem  von  den  Asymptoten  und  der  Hyperbel 
begrenzten  Räume  einer  Asymptote  parallel  gezogen  wird,  trifft  mit  der 
Hyperbel  (nur  in  einem  Punkte)  zusammen;  ausdrücklich  angedeutet 
Fragm.  p.  167,  49:  (SvpßaXü  ydg  avxy  (xrj  vnsgßoXrj)  öid  xo  nagaXXrjXog 
zlvcu  xrj  aov(inx<ox(p.     Apollon.  II,   13. 

30.  Eine  von  einem  Punkte  der  Hyperbel  dem  Durchmesser  parallel 
gezogene  Linie  wird  ausserhalb  des  Schnittes  fallen,  wenn  sie  nach  der 
Convexität  hin  gezogen  ist,  bei  entgegengesetzter  Richtung  innerhalb; 
ausgesprochen  negl  kcqv.  16  p.  279,  30:  h  6h  xd  rov  dpßXvy&viov  xcivov 
xopa  dnb  navxog  6a(trf6v  xov  int  xag  xopäg  xdv  ayopivar  sv&eidv  nagd  xdv 
ovxcog  (d.  h.  vom  Schnittpunkt  der  Asymptoten  durch  den  Scheitelpunkt 
der  Hyperbel)  aypivav  ygafifidv  ctt  piv  inl  xd  avxd  dyopsvai ,  ig?  a  laxiv 
avxdg  xd  xvgxd,  inxog  ninxovxiy  at  öi  inl  ftdxega  Ivxog.  Vergl.  für  die 
Parabel  Nr.  19. 

31.  Vergl.  Parabel  Nr.  17. 

Wenn  auch  von  allen  diesen  Sätzen  einige,  namentlich  der  in  den 
6%ovpivoig  vorkommenden,  nicht  von  der  Zeit  vor  Archimedes  her- 
rühren sollten,  sondern  von  ihm  selbst  erfunden  sind,  und  nur  darum 
so  ohne  Beweis  dahingestellt,  weil  er  es  dem  kundigen  Leser  überlassen 
zu  können  glaubte,  selbst  den  Beweis  aus  den  allgemein  bekannten 
Sätzen  der  Lehrbücher  der  Konika  zusammenzustellen — soviel  ist  jeden- 
falls gewiss ,  dass  die  hier  aufgeführten  Hauptsätze  schon  vor  ihm  bekannt 
und  in  die  axoi%sta  nwvixd  des  Aristaios  und  Eukleides  aufgenommen 
waren.  Ausser  einigen  Sätzen  der  Übrigen  Bücher  des  Apollonios  und 
einigen  anderen,  die  er  nicht  aufnahm,  weil  sie  in  das  System  nicht  pass- 
ten ,  enthielten  also  diese  älteren  Lehrbücher  das  Wesentliche  der  beiden 
ersten  Bücher  des  Apollonios  (ausgenommen  sind  jedoch  alle  Sätze 
über  die  dvxiXHfiivai9  die  gewiss  von  Apollonios  selbst  erst  in  die  Unter- 
suchung hineingezogen  wurden).  Denn  um  die  hier  aufgeführten  Sätze 
beweisen  zu  können,  waren  natürlich  viele  andere  von  den  Sätzen  des 
Apollonios  nöthig;  aber  aus  den  Beweisen  des  Apollonios  kann 
nichts  Directes  für  die  ältere  Gestalt  der  Beweise  geschlossen  werden, 
weil  eben  die  Beweise,  um  in  die  allgemeinere  Fassung  passen  zu  kön- 
nen, von  Apollonios  umgearbeitet  sein  müssen;  daraus,  dass  Apol- 
lonios bei  dem  Beweise  eines  auch  bei  Archimedes  vorkommenden 
Satzes  einen  Satz  benutzt,  kann  also  gar  nicht  geschlossen  werden,  dass 

HiBt-lit.  Abthlg.  d.  Zeitsöht.  f.  Math,  vu  Phjra.  XXV,  2.  6 


58  Historisch -literarische  Abtheilung. 


Archimedes  auch  diesen  Satz  kannte.  Ich  habe  daher  solche  Bück« 
Schlüsse  nur  wenig  berücksichtigt,  indem  ich  nur  das  geben  wollte,  was 
sicher  dem  Archimedes  bekannt  war.  Erst  auf  der  Grundlage  einer 
solchen  Sammlung  können  erspriessliche  Untersuchungen  über  die  dabei 
vorauszusetzenden  Kenntnisse  vorgenommen  werden.  Aber  diese  Aufgabe 
fordert  einen  Mathematiker  vom  Fache,  nicht  einen  in  der  Mathematik 
dilettantirenden  Philologen. 

IV. 

Fragen  wir  jetzt,  welche  Erweiterungen  der  Kegelschnittlehre,  welche 
neue  Sätze  über  die  Schnitte  wir  dem  Archimedes  zuschreiben 
können,  so  werden  wir  finden,  dass  sein  Genie  auch  hier  bedeutende 
und  schöne  Resultate  gewonnen  hat.  Zuerst  scheint  Archimedes  die 
Parabelsegmente  in  die  Untersuchung  gezdgen  zu  haben.  Dass  sie  von 
den  Früheren  gar  nicht  bearbeitet  und  in  das  elementare  Lehrsystem 
nicht  aufgenommen  worden  waren,  lässt  sich  einmal  daraus  schliessen, 
dass  auch  Apollonios,  dem  doch  die  Untersuchungen  des  Archime- 
des vorlagen,  sie  in  seinem  Lehrgebäude  nicht  berücksichtigt.  Auch 
giebt  Archimedes  die  hierhin  gehörigen  Definitionen  als  etwas  Neues: 
xtxqcty.  nvQaß.  17  p.  30,  4:  tcöv  xfiafidxtav  xmv  ntQis%0(iiva>v  vkoxb  tv&elag 
xa\  xafiTtvXag  ygappäg  ßdatv  fihv  xcclico  xav  Bv&eiav,  vtyog  öi  xav  peylö- 
xav  xd&exov  ctnb  xäg  xa^invkag  ygafiftag  dyofiivav  ini  xav  ßdatv  xov  rpa- 
(xaxogy  xogvydv*  6h  xb  eapeiov,  dcpov  ä  fisyiaxa  xd&tcog  aysxai.  Vergl. 
auch  die  Definition  des  öid^exgog  xov  xfid^iaxog  tcsqI  xoov.  4  p.  264  (s.  oben). 
Auf  diese  Segmente  nun  wendet  er  die  Exhaustionsmethode  der  alten 
Geometer  an ,  die  von  keinem  andern  mit  so  glänzendem  Erfolg  benutzt 
worden  ist  und  ihm  die  Volumenberechnung  der  Kugel,  der  Sphäroiden 
und  Konoiden  ermöglichte,  und  findet  dann: 

.  1.  Ein  Parabelsegment  ist  £  eines  Dreiecks  mit  gleicher  Grundlinie 
und  Höhe.  Diesen  Satz  beweist  er  in  der  Abhandlung  xsxgctymvtOfAog 
TtaoaßoXrjg,  erst  (prop.  17)  mittelst  der  in  Inm.  Iöoqq.  I  bewiesenen  Sätze 
über  den  Schwerpunkt,  dann  (prop.  24)  rein  geometrisch;  vergl.  die  Vor- 
rede p.  18,20:  dvayqdtyavxeg  ovv  avxov  xdg  dnodslfcig  aitotixikkopsv,  noa- 
xov  fiiv  mg  ötd  tcov  firjxavtxmv  i&ecoQrj&r},  find  xavxa  61  xa\  cSg  6ti  xmv 
yBa>iLEXQOVfiivmv  anodüxwxau 

2.  Es  sei  ^J3T(Fig.  20)  ein  Parabelsegment  und  Bd  vom  Mittel- 
punkte der  Linie  AT  dem  Durchmesser  parallel  oder  selbst  Durch- 
messer.    Wenn   dann  von  der  (verlängerten)**  Linie  BT  der  Linie  BA 

*  Diese  Bezeichnungen  werden  übrigens  schon  thtqay.  naqaß.  17  p.  29,  38 
angewandt. 

**  Dasselbe  gilt  auch,  wenn  die  parallele  Linie  Z&  ganz  innerhalb  des  Schnit- 
tes fällt,  wie  auf  der  zweiten  Figur  Torelli's  (Fig.  20a);  jedoch  hat  Archime- 
des zunächst  den  ersten  Fall  berücksichtigt,  wie:  xai  ...  iußeßiii*&a  zeigt; 
vergl.  jedoch  IV  Nr.  9. 
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parallel  die  Linie  ©Z  gezogen  wird,  dann  wird  sich  verhalten  ■s-7J== > 

Öj&T     Z^ 

xtxqay.  naqaß.  4    p.  19'.    ftfT«   tfiäpa  ntqu%6ptvov  vno  tvfaiccg  xal  öq&o- 

ymvlov  xcivov  xofiäg  xo  ABT,  a  öl  BA  ano  fiioag  tag  AT  naqä  xav  ita- 

pergov  a%$a>,  jj  avxä  öidfitxqog  lata*,  xal  ä  BT  sv&tia  Imfaviduoct  txßi- 

ßltja&e*.     El  öy  xorogfrc/ij  xig  akka  ä  Zß  naqä  xav  BA  xipvovta  ixaxiqav 

xäv  AT  xal  TB  eufoiav,  xov  avxov  8£h  koyov  ä  Zß  itoxl  xäv  BH,  ov  ä 

AA  noxl  xav  A Z.     Der  Beweis  wird  so  geführt:  -^  = -£FZr«  (III  Nr.  12) 

B  K.     HIL 

BT    /in    BT*     ,     BT    bb    re    bz     jr     t 
°-Bi=7v=Bl^  al8°  bü=bi  =  ■eT^BH=7zi  aber  ^r=^. 

also  ^-t>=— ^ .    Angewandt  nsql  o'got/p.  II,  10  p.  348,  3   (der  umgekehrte 

C7XZ        A  Z 

DZ      B K 
Satz),  wenn  ans  ^-f  =  7T5-  (Nizze  p.  245  not.  8)  geschlossen  wird,  dass 
Z  A      Du 

K  anf  der  Parabel  liegt.     Vergl.  Nr.  3. 

3.  Es  sei  wiederum  ABr(Fig.  21)  ein  Parabelsegment.  Ans  A  ziehe 
man  dem  Durchmesser  parallel  ZA,  und  rz  sei  eine  Tangente  in  r. 
Wenn  dann  im  Dreieck  ZA  T  der  Linie  A Z  parallel  eine  Linie  gezogen 
wird,  wird  diese  Linie  von  der  Parabel,  und  ^Pvon  der  gezogenen  Linie 
in  demselben  Verhältnisse  getheilt,  so  dass  die  beiden  Stücke  bei  A  und 
AF  sich  entsprechen;  xtxqay.  naqaß.  5  p.  19  —  20:  loxiv  Tjtapa  ntqisypyLt- 
vov  vno  tvfclag  xal  oq&oya>vlov  xcivov  xofiäg  xo  ABT,  xa\  a%&co  ano  xov 
A  naqä  xav  iiäptxqov  a  ZA>  ano  dh  xov  T  imtyavovoa  xäg  xov  xcovov 
xopäg  xaxä  xo  T  ä  TZ.  ei  öy  xig  ä%dür]  h  xm  ZA  T  TQtyoiva  naqä  xav 
AZy  [*lg]  xov  avxov  koyov  a  d%&el6a  mftijtffrai  vno  xäg  xov  oq&oywvtov 
xcivov  xopäg  xa\  ä  AT  vno  xäg  ä%&staag '  opokoyov  dh  loouxai  xo  Xfiäpa 
xäg  A  T  xo  noxl  xcB  A  ra>  Tpapari  xäg  ä%&üoag  reo  noxl  xu"  AT*  Der  Be- 
weis wird  erst  für  AA^AT  geführt;  dann  ist  nach  III  Nr.  14  AT  pa- 
rallel   mit  der  Tangente  zu   B,   und  nach  III  Nr.  16  BE=^BA^    also 

AA      AB 

-tj,=  ^-t;=1.     Wenn   aber  AT  nicht  halbirt  wird,  ist  IA~K1%  weil 

BE-BA,   daher   jj-^,  aber  (nach  Nr.  2)  _=_,:_«— ; 

ßK      AK 
daraus  ttt—ttt,'     Angewandt  xtxqay.  naqaß.  14   p.  26,  1,  27  und  nsql 
xjA       KL 

l%ovy..  II,  10  p.  348,  0  (Nizze  p.  246);   II,  10,  2p.  349,  22  (Nizze 

p.  248). 

4.  Wenn  in  einem  Parabelsegment  vom  Mittelpunkte  der  Grundlinie 
eine  Linie  dem  Durchmesser  parallel  gezogen  wird,  ist  der  Punkt,  in 
welchem  diese  die  Parabel  schneidet,  der  Scheitelpunkt  des  Segments; 
xtxqay  %  naqaß.  18  p.  30:  al  xo  iv  Tfioftan,  o  n£qii%sxai  vno  sv&slag  xal 
oq&oycDviov  xoivov  xopäg  ano  (iioag  xäg  ßdciog  £%&$  tv&ila  naqit  xav  Ä*«- 

5* 
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psxgov9  Kogvq>d  itöelxai  xov  xpdpaxog  xo  cafteiov,  xa#'o  a  nagd  dtdfisxgov 
d%&stoa  xipvu  xdv  tov  Küivov  xopdv.  Der  Satz  ist  nur  eine  Umsetzung 
von  xsxgay.  nctqaß.  1,  b  (III  Nr.  14)  in  die  von  Archimedes  neu  auf- 
gestellten Begriffe  Kogvqpd  u.  s.  w.  (s.  oben).  Angewandt  x$xg.  nctQaß.  21 
p.  31,  44;  p.  32,  1. 

5.  In  einem  Parabelsegment  ist  die  Linie  vom  Mittelpunkte  der 
Grundlinie  (dem  Durchmesser  parallel)  £  der  vom  Mittelpunkte  der  hal- 
ben Grundlinie  ebenso  gezogenen  Linie;  xngay.  nagaß.  19  p.  30:  iv  rptx- 
ftcm*  TceQiBxo^ivG)  vno  ev&siag  Kai  og&oywvlov  Kcivov  xopäg  d  dno  (ifaag 
xag  ßdoscag  d%&eZoa  xag  dno  pitag  xag  rj{iiotiag  dyopivag  inlxgixog  ioonxai 

,t«W     Denn  (Fig.  22)   §|  =  §|J  (IÜ  Nr.  14  und  12)  =4  o:  |^  =  J 

o:  B4  =  $ZE.     Angewandt  xsxgay.  nagaß.  21  p.  32,  0. 

6.  Das  in  einem  Parabelsegment  eingeschriebene  Dreieck  mit  gleicher 
Höhe  und  Grundlinie  ist  grösser,  als  die  Hälfte  des  Segments;  xsxgay. 
nagaß.  20  p.  31 :  aV  xa  slg  x^dfia  nsgu%6ii$vov  vno  xb  ev&slag  Kai  og&o- 
ycovlov  xoivov  xofiag  xglycovov  iyygaqp^j  xdv  avxdv  ßdatv  %%ov  xco  xfidpaxi  xal 
vtyog  xo  avxo,  (jLtZfav  iaöelxai  xo  iyygaqpiv  xglymvov  rj  rjpiöv  xov  xpdpaxog 
(denn  ABT  ist  die  Hälfte  des  Parallelogramms  AAET^  das  nach  III 
Nr.  19  grösser  ist,  als  das  Segment). 

7.  Wenn  in  einem  Parabelsegment  ein  Dreieck  mit  gleicher  Höhe 
und  Grundlinie  eingeschrieben  wird  und  dasselbe  in  den  zurückbleiben- 
den kleinen  Segmenten  geschieht,  ist  das  grössere  Dreieck  das  Achtfache 
von  jedem  der  beiden  kleineren;  xsxgay.  nagaß.  21  p.  31 :  «?%a  tlg  Tpapa 
negis%o(isvov  vno  ev&eiug  xal  og&oywviov  k&vov  xopdg  xglywvov  iyygaq>j 
xdv  avxdv  ßdöiv  $%ov  xcS  xfidfiaxi  xal  vtyog  xo  avxo%  iyyqacpimvxi  de  xal 
akka  xglycova  dg  xd  ksino^eva  xpdfiaxa  xdv  avxdv  ßdoiv  l%ovxa  xolg  Tpa- 
fidxEOOi  %al  vtyog  xo  avxoy  ixaxigov  xcov  xgiydvcav  xmv  dg  xd  negikHndpeva 
xpafiaxa  iyyqacpivxtov  oxxankdaiov  icotlxai  xo  xglyatvov  xo  elg  xo  okov  xpäpa 
tyyoayiv.  Denn  weil  (Fig.  24)  AJ=JT,  AS=0B,  5J=IjT,  sind 
B,  Z,  H  Kogvtpal  (Nr.  4);  man  hat  nun  (Nr.  5)  BJ=>$EZ  =  2E6  o: 
©E  =  2ÖZ;  AEB  =  2ZBA,  weil  AES=*lA&Z  und  0BE  =  2ZÖJ5; 
aber  AEB  =  \JBd=*\ABr o:  AB T=  8ZBA.  Angewandt  xzxgay.  nagaß. 
22  p.  32,  38;  24  p.  34,  11. 

8.  Wenn  man  eine  Anzahl  Grössen  hat,  die  eine  Quotientenreihe 
mit  dem  Quotienten  4  bilden,  und  die  grösste  einem  Dreieck,  das  die- 
selbe Höhe  und  Grundlinie  mit  einem  Parabelsegment  hat,  gleich  ist, 
wird  die  Summe  der  Grössen  kleiner  als  das  Segment  sein ;  xsxgay.  nagaß. 
22  p.  32:  aX  xa  y  xfidfia  nsgis%6(isvov  vno  tv&Hag  Kai  oq&oycoviov  xvivov 
xo[idg9  Kai  %<og(a  rs&icovxi  §l-ijg  onoaaovv  iv  xtxgankaolovt  koy<py  y  öh  xo 
piyiaxov  xcüv  %(üqta>v  icov  toJ  xgiywvtp  xcp  ßdoiv  f%ovxi  xdv  avxdv  rw  xpa- 


*  Ueber  die  Gestaltung  dieses  Satzes  s.  Quaest.  Architn.  p.  163. 
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ficrn  %a\  vtyog  xo  avxo,  övfinavxa  xd  %woia  ikdoaova  iaanxai  xov  xpdpaxog. 
Denn  es  seien  die  Grössen  a,  4a,  16a;  wenn  dann  16a  =  ^23 T (Fig.  24), 
ist  4a  =  AZB+'ßffr  (Nr.  7),  und  a  wird  der  Summe  der  in  den  vier 
kleinsten  Segmenten  auf  die  angegebene  Weise  eingeschriebenen  Dreiecke 
gleich  sein;  die  Summe  der  Grössen  ist  also  einem  im  Segmente  ein- 
geschriebenen Vieleck  gleich  o:  kleiner  als  das  Segment.  Angewandt 
xsxqay.  naoaß.  24  p.  34,  29. 

9.  Das  auf  die  oben  beschriebene  Weise  im  Segment  eingeschriebene 
Vieleck  nennt  Archimedes  yvwoipcag  iyysyQa^ivov  (htm.  Igoqq.  II,  2 
p.  36,  22  flgg.:  aX  xof  elg  rpapa  neQt%6^tvov  vno  ev&eiag  xctl  oodoycoviov 
noivov  xofxdg  XQlycovov  tyyoaq>y  xdv  ccvxdv  ßaaiv  t%ov  t©  rpafian  xal  vfyog 
ifoov,  xat  ndkiv  slg  xd  xctTakuitofieva  xfiaxa  Toiytova  iyyoacpicovxi  xdg  avxdg 
ßdoag  fyovxa  xolg  xfACCfiixECGi  Kai  vtyog  ftfov,  xai  alel  tlg  xd  xaxakHitopsvct 
xpdfAaxa  xoiycovct  iyyoayicovxi  xov  avxov  xqotcov,  xo  ysvd(xsvov  G%rji*cc  iv  reo 
xpdyLaxi  yvcootpag  iyyodcpso&ai  keyia&oo;  vergl.  Eutokios  p.  39, 13).  Ueber 
dieses  Vieleck  stellt  Archimedes  (ohne  Beweis)  folgende  Sätze  auf: 

a)  Die  die  entsprechenden  Winkelspitzen  verbindenden  Linien  sind 
der  Grundlinie  parallel. 

b)  Sie  werden  vom  Durchmesser  des  Segments  halbirt. 

c)  Sie  schneiden  den  Durchmesser  im  Verhältniss  1:3:5:7  u.  s.  w. 
Ebend.  p.  36,  30:  (paveoov'  di,  oxi  xov  ovxmg  iyyoaq>ivxog  oxqfictxog  at 
xctg  ymviag  im&vyvvovGai,  xdg  te  HyyiGxa  dno  xag  noovcpag  xov  xpapazog 
%a\  xdg  ejzijg,  nagd  xav  ßd<Hv  ioGovvxat  xov  xfidparog,  xctl  öi%a  xfia&rj- 
öovxai  vno  xdg  xov  x^d^axog  jjap&oou,  xat  xdv  didfttXQOv  xefiovvxt  Big 
xoig  xeov  ilsjjg  ittoiGGmv  doi&iimv  koyovg,  ivog  ktyofiivov  noxl  xa  xoqvcpy 
xov  xfidfiaxog'  xavxa  öeixxiov  iv  xalg  xu&atv.  Diese  Sätze  hatte  Archi- 
medes gewiss  durch  die  oben  aufgeführten  Untersuchungen  über  Para- 
belsegmente* gefunden;  denn  xtxocty.  naoecß.  19  (Nr.  5)  ist  nur  ein  ein- 
zelner Fall  von  c),  weil,  wie  es  sich  in  xtroecy.  naoaß.  21  (Nr.  7)  ergiebt, 
Z  (Fig.  22)  Winkelspitze  des  eingeschriebenen  Vielecks  ist  und  Z&  ver- 
längert die  entsprechende  Spitze  treffen  wird ;  aber  ZB^  AT\  daraus 
ergiebt  sich  also  a).  Wie  die  letzten  der  oben  angeführten  Worte  be- 
sagen, beabsichtigte  Archimedes,  diese  Sätze  in  ihrer  ganzen  Allge- 
meinheit später  einmal  mit  Beweisen  und  vielleicht  in  Verbindung  mit 
anderen,  darauf  ruhenden  Untersuchungen  zu  veröffentlichen.  Das  geschah 
wohl  aber  nie;  wir  kennen  kein  verlorenes  Werk  des  Archimedes,  wo 
diese  Sätze  Platz  finden  könnten,  und  auch  Eutokios  war  in  dersel- 
ben Lage  (zu  Archim.  p.  37,  31;  s.  namentlich  lin.  33:  innörj  ovv  daaq>ig 
faxt  xo  XEydfievoVy  dvayxatov  dittlv  ßqayiu  mol  avxov  ix  xav  'Anokkcavlov 
xmvtxtuv  evoe&ivxa).  Eutokios  giebt  dann  p.  37 — 39  die  Beweise  mit 
Benutzung  von  den  xmvixd  des  Apollonios;  denn  er  hatte  die  Abhand- 


*  Denn  diese  Abhandlung  ist  älter,  als  httn.  Igoqq. 
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lang  tETQayoaviCpoQ  nagaßolrjg  nicht  gesehen  (Quaest.  Archim.  p.  29).  Sonst 
würde  er  eingesehen  haben,  dass  Archimedes  selbst  in  dieser  Schrift 
Hinlängliches  giebt,  nm  diese  Beweise  zu  Stande  zu  bringen.  Ich  gebe 
hier  nach  Nizze  p.  27  einen  solchen  Beweis,  der  nur  Sätze  aus  xexgay. 
Ttagaß.  benatzt  und  dem  Archimedischen  ähnlich  sein  möchte.  Es  sei 
HJKABCDEF  yvwgi^mg  eingeschrieben.  Man  halbire  HK,  KB,  BD} 
DF,  HB,  BF  (Fig.  25)  und  ziehe  durch  die  Mittelpunkte  JL,  KM,  AN, 
CO,  DP,  EQ  dem  Durohmesser  BG  parallel;  sie  werden  dann  die  xo- 
Qvcpcti  der  Segmente  treffen  (xtxgay.  nagaß.  18,  Nr.  4),  d.  h.  die  Winkel- 
spitzen (weil  die  Höhen  der  Abschnitte  und  Dreiecke  gleich  sind);  zu- 
gleich wird  HL  =  IM*=MN=NG  und  GO  =  OP  =  PQ  =  QF,  und  weil 
HG  =  GF,    alle  Stücke    der   Grundlinie   unter   sich    gleich.     Ferner  ist 

HL      HG      GF      OF 

—  =—=  —  =—  o:  LR=QS.     Dann   ist  nach  xtxg.  itagctß.  4  (die 

.      ^.  *t    *         x  ^Ä      GF     HG      QS       _,      OB1 

zweite  Figur,  s.  oben  Nr.  2  not.)  ■s-V=7r;  =  7r7r:=^Tii>:  ÄJ=SÄ,  und 

.  KJ        (r L        (rjj        o iL 

LJ=  QE;  sie  sind  aber  auch  parallel,  also  JEQL  ein  Parallelogramm, 
und  JE^iHF]  ebenso  kann  bewiesen  werden,  dass  AC%  KD^HF. 
Ferner  weil  LE,  TD  und  FC  Parallelogramme  sind,  LG  =  GQ,  TY=YÜ, 
VZ^ZX,  sind  auch  JY*=YE,  KZ  =  ZD,  A0=QC.  Endlich  verhält 
sich  B 0: BZ:  BY\  BG  =  A&\  K2?\JY*\ HG9  (x$xgay.  nag.  3,  III  Nr.  12) 
=  1:4:9:16.  o:  BQi&Z.ZT:  JG  =  1:3:5:7  w.  z.  b.  w.  Angewandt 
Imn.  laogg.  II,  3  p.  39,  34  (c);  5  p.  41,  28(6). 

10.  Wenn  in  einem  Parabelsegment  ein  Dreieck  mit  gleicher  Grund* 
linie  und  Höhe  eingeschrieben  wird,  ist  der  Durchmesser  das  Vierfache 
von  jedem  der  beiden  Durchmesser  der  übrig  gebliebenen  kleinen  Seg- 
mente; iniit.  laogg.  II,  8  p.  46,  10:  d  6h  B4  (Fig.  26)  xsxgunkaaimv  xdg 
KZm  xovxo  ydg  in\  xikn  dilnvvxat,  ov  oapelov  to  8.  Also  hatte  Archi- 
medes in  einem  Anhange  diesen  Beweis  gegeben,  der  aber  verloren 
gegangen  und  schon  dem  Eutokios  fehlte;  denn  er  sagt  p.  46:  tstoo- 
nkaola  6h  tj  BJ  xäg  KZ'  xovxo  ydg  in\  xikn  öiixwxai,  ov  öafislov  0] 
Qrjg  öh  avxo  rjfislg  dsl^o^sv.  Er  giebt  dann  folgenden  Beweis:  es  sei  BD 
Durchmesser  des  Segments  ABG,    KZ  des  AKB,  und  KE%ZH%  AG; 

BZ      H       BH      AF         ."         Ä„  ,        BE     K  E*      A       , 

dann  ist  ^  =  1  =  —  =  —  ,:  AD^KE^  aber  ^  =  j^=i   oder 

BD=s4BE=*2BH,  BH=2BE,  BE=EH=KZ,  also  BD  =  4KZ.  Ebend. 
p.  46,  22:  x«l  intl  xtxgankadnv  d  BJ  xäg  B£m  Kai  ydg  xovxo  ötlxwxai 
wird  angewandt  BD  =  IBE  (Fig.  26);  vergl.  Eutokios  p.  47,  18flgg. 

11.  Wenn  von  einer  Parabel  zwei  Segmente  abgeschnitten  werden, 
deren  Durchmesser  gleich  sind,  werden  sowohl  die  Segmente,  als  die  in 
ihnen  eingeschriebenen  Dreiecke  mit  gleichen  Höhen  und  Grundlinien 
gleich  sein;  itsgl  xoov.  4  p.  264:  aX  xa  dito  xdg  avxdg  og&oyavtov  nmvov 
xofidg    ovo    xpdpctxa    dnoxfia&iavn   onaoovv   Xöag   fyovxa   xdg  öw&hgovg 
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avxd  xs  xd  xpdpaxa  Ftfcr  iaaovvxat  xai  xd  xolymva  xd  iyyQuyopiva  elg  avxd 
xdv  avxdv  ßctOiv  fyovxa  xolg  x'^a^naxtcoi  xai  vtyog  xo  avxo.*  Angewandt 
25  p.  291,  12. 

12.  Eine  Ellipse  verhält  sich  zn  dem  mit  der  grossen  Axe  als  Dia- 
meter beschriebenen  Kreise  wie  die  kleine  Axe  zum  grossen ;  7ibq\  xcov.  5 
p.  265:  nav  x&qiov  xo  nsQi$%6invov  vno  o£vya>viov  xoivov  xopdg  noxi  xov' 
xvxlov  xov  t%ovxa  didpBXQOV  loav  xa  fu/foviu  6u*iiixQG>  xdg  xov  d^vyoaviov 
xoZvov  xopdg  xov  avxov  Iget  koyovf  ov  d  ikdoöcov  öidfiBXQog  avxdg  noxi  xdv 
fm'fcD,  Tovxfaxi  noxi  xdv  xov  xvxkov  didpixoov;  angewandt  nsQi  xwv.  6 
p.  267,  36. 

13.  Eine  Ellipse  (E)  verhält  sich  zn  einem  Kreise  (C)  wie  das  ans 
den  Axen  {A,  B)  der  Ellipse  gebildete  Rechteck  zum  Quadrat  des  Durch- 
messers (D)  des  Kreises;  neol  xcov.  6  p.  267:  nav  %<oqLov  ni0ie%6^evov 
vno  o£vycoviov  xoivov  xopdg  noxi  ndvxa  xvxkov  xov  avxov  i%ei  koyovy  ov 
xo  n(QiB%6fisvov  vno  xdv  öiafiixQtov  xdg  xov  o£vyjovlov  xoivov  xo(iag  noxi 
xo  dno  xäg  xov  xvxkov  diafiixoov  xexodycovov.     Denn  es  sei  c  ein  Kreis  um 

E         B         ßy  A 

die  grosse  Axe  A  als  Durchmesser;  dann  ist  (Nr.  12)  —  =  -~s=s— -—  *  aber 

C         A  A 

£=»^  (Eukl.  XII,  2)  o:  ^=  ?££.  Angewandt  7  p. 268, 12;  25  p.291,  43. 

14.  Ellipsen  verhalten  sich  wie  die  Rechtecke  der  beiden  Axen; 
nEQi  xov.  7  p.  267 :  xd  ntQiB%6psva  %a>o/a  vno  6£vycwlov  xoivov  xopäv  xov 
avxov  l%ovxi  koyov  nox  akkaka,  ov  xd  ntoiexoptva  vno  xdv  öictphoonv  xdv 
xov  6£vymvlov  xoivov  xopdv  nox*  dkkaka.  Es  seien  die  Ellipsen  e,  E  mit 
den  Axen  <z,  b  und  A^  B\   ferner  C  ein  Kreis  mit  dem  Durchmesser  D. 

Dann  ist  nach  Nr.  13  --- jj-  nnd  ^«^  *'•  J  =  ^- 

15.  Hieraus  folgt,  dass  ähnliche  Ellipsen  sich  wie  die  Quadrate  der 

entsprechenden  Axen  verhalten;  7  p.  268,  21:    Ix  xov  xov  6h  q>av$o6v,  oxi 

xd  nSQUxifitva  %a>ola  vno  opoidv  ofryavicav  xoivoav  xopdv  xdv  avxov  koyov 

fyovxi  nox9  akkaka,  ov  ¥%ovxi  öwafin  nox9  dkkdkag  ai  Ofiokoyoi  8id(i$xooi  xdv 

i  a      ±j 
xopdv.     Wenn  e  und  E  (s.  Nr.  14)  ähnlich  sind,  ist  fr  =  ri>  (HI  Nr.  3) 

A      *  *  A*  »3 

o:  —  =  — ;  also  tt  = -75=^5  (Nr.  14).     Angewandt  n$Qi  xwv.  24  p.  290, 
od  E       A       x> 

16;  28  p.  298,  26. 

16.  Wenn  eine  Ellipse  und  eine  im  Centrum  aufgerichtete  Perpen- 
diculäre  auf  der  Ebene  der  Ellipse  gegeben  sind,  ist  es  möglich,  einen 
die  Ellipse  enthaltenden  Kegel  mit  dem  Endpunkte  der  gegebenen  Linie 
als  Scheitelpunkt  zu  finden;   ntql  xmv.  8  p.  268 — 270:  ofaycovlov  xwvov 


*  Hier,  wie  bei  einigen  der  folgenden  Sätze  habe  ich  den  etwas  weitläufigen 
Beweis  des  Raumes  wegen  weggelassen. 
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rofiag  öodeloag  xal  yoctfifiäg  dno  xov  xivxgov  xäg  xov  o&ymviov  xcivov 
roftag  avsoxaxovoag  oo&äg  noxi  xo  inlnsdov,  iv  cJ  loxiv  d  xov  d^vywviov 
xavov  rofia,  övvaxov  iaxi  xoovov  bvqhv  xoovtpäv  $%ovxa  xo  nioag  xäg  dvzava- 
xovxag  evdsiag,  ov  Iv  xa  iniq>avsla  iaastxai  d  do&eloa  xov  6£vya>viov  xcivov 
xopä.     Angewandt  9  p.  271,  9;  24  p.  289,  30. 

17.  Auch  wenn  die  gegebene  Linie  nicht  senkrecht  auf  die  Ebene 
der  Ellipse  ist,  aber  in  einer  Ebene  liegt,  die  durch  die  eine  Axe  senk- 
recht auf  der  Ebene  der  Ellipse  steht,  ist  dasselbe  möglich;  neol  xcov. 
9  p.  270  —  271:  o£vymviov  xcivov  xofiäg  öo&eiöag  xal  yoaptiäg  (ifj  oo&äg 
dvsaxccxovaag  dno  xov  xivxqov  xäg  xov  ofrycoviov  xcivov  xo[iäg  iv  htmiSoDy 
6  iaxiv  oq&ov  dvsoxaxog  öid  xäg  ixigctg  Öictfiixoov  noxi  xo  inlneSov,  iv  c5 
iaxtv  d  xov  o^vymvlov  xcivov  xopd,  övvaxov  iaxi  xcSvov  svgslv  xoovydv 
l%ovxa  xo  nioag  xäg  dvsoxaxovoag  ev&eiag,  ov  iv  xä  inupavsla  iaaslxai  d 
ö o& elo a  xov  o£vyoovlov  xcivov  tofta.  Angewandt  28  p.  297,  45;  30  p.  303, 
41;  32  p.  309,  14. 

18.  Wenn  Alles,  wie  oben  (Nr.  17)  gegeben  ist,  kann  anch  ein 
Cylinder  gefunden  werden  mit  der  Axe  auf  der  Verlängerung  der  ge- 
gebenen Linie,  der  die  gegebene  Ellipse  enthält;  nsol  xiov.  10  p.  272 
bis  274:  o&ycDvlov  xcivov  xopäg  öo&staag  xal  yqa^äg  dno  xov  xivxgov 
xäg  xov  o^vycovlov  xcivov  xopäg  ^iq  og&äg  dveaxaxovaag  iv  ininidc?,  o  iariv 
dno  xäg  ixigag  öiapirgov  og&ov  dvsoxaxog  noxi  xo  ininedov,  iv  ©  ioxw  d 
xov  o£vya>viov  xcivov  rofi«,  övvaxov  iaxi  xvXivögov  svgslv  xov  a£ova  hjovxa 
in  sv&slag  xä  dvsaxaxovaa  ygapfiä,  ov  iv  xä  intq>avsla  iaaslxai  d  öo&sioa 
xov  o&ycovlov  xcivov  xopd.  Angewandt  22  p.  285,  25;  24  p.  289,  25;  28 
p.  297,  31;  30  p.  303,  38;  32  p.  309,  9.  Die  drei  letzten  Sätze  (Nr.  16, 
17,  18)  haben  einen  gewissen  Anklang  an  Apollonios  xwv.  VI,  31  —  33. 

19.  Schliesslich  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  Archimedes  ntot 
xcov.  12  p.  274 — 275  einige  Sätze  (ohne  Beweis)  über  die  Schneidung 
der  Konoiden  und  Sphäroiden  giebt  mit  dem  Zusätze  p.  275,  26:  xovxmv 
ös  ndvxcDv  iv  q>avsgip  ivtt  cti  dnoöei£itg. 

a)  Wenn  ein  rechtwinkliges  Konoid  von  einer  durch  die  Axe  oder 
derselben  parallel  gelegten  Ebene  geschnitten  wird,  ist  der  Schnitt  die 
hervorbringende  Parabel;  angewandt  16  p.  279,  11;  24  p.  289,  6;  vergl. 
16  p.  279,  46;  280,  8.     Den  Beweis  giebt  Torelli  p.  315;  Nizze  p.  168. 

b)  Wenn  dagegen  der  Schnitt  senkrecht  auf  die  Axe  gelegt  wird, 
entsteht  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  auf  der  Axe;  angewandt  13  p.  276,  5; 
25  p.  291,  41. 

c)  Wenn  ein  stumpfwinkliges  Konoid  durch  die  Axe  geschnitten 
wird,  entsteht  die  hervorbringende  Hyperbel,  wenn  der  Axe  parallel,  eine 
damit  ähnliche,  wenn  durch  den  Scheitelpunkt  des  umschliessenden 
Kegels,  eine  nicht  ähnliche;  Torelli  p.  316  —  317;  Nizze  p.  169—170. 
Angewandt  i6  p.  279,  28;  vergl.  p.  279,  46;  280,  8.  gitizedbyGoOgk 
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d)  Wenn  der  Schnitt  senkrecht  auf  die  Axe  gelegt  wird,  entsteht 
ein  Kreis  mit  dem  Centrum  auf  der  Axe;  angewandt  14  p.  277,  17. 

e)  Wenn  ein  Sphäroid  durch  die  Axe  geschnitten  wird,  ist  der 
Schnitt  die  hervorbringende  Ellipse  selbst,  wenn  der  Axe  parallel,  eine 
derselben  ähnliche;  Torelli  p.  317 — 318;  Nizze  p.  171.  Angewandt 
17  p.  280,  44;  18  p.  281,  32;  19  p.  282,  1;  29  p.  299,  80. 

f)  Wenn  der  Schnitt  senkrecht  auf  die  Axe  gelegt  wird,  entsteht 
auch  hier  ein  Kreis ;  19  p.  282,  13. 

Für  a,  c  und  e  wird  der  Durchmesser  des  Schnittes  die  Schneidungs- 
linie der  schneidenden  Ebene  mit  einer  durch  die  Axe  auf  diese  Ebene 
senkrecht  gelegten  sein. 

Es  könnte  auffallen,  dass  Apollonios  keinen  einzigen  der  von  Ar- 
chimedes entdeckten  Sätze  in  seinen  Elementen  aufgenommen  hat. 
Aber  es  ist  zu  bedenken ,  dass  sie  wesentlich  Segmente  und  Raumberech- 
nungen betreffen,  die  beide  von  jeher  in  der  elementaren  Behandlung 
der  Kegelschnitte  keinen  Platz  fanden. 


Eine  vollständige  Uebersicht  der  Kenntnisse  des  Archimedes  über 
die  Kegelschnitte  muss  auch  diejenigen,  nur  durch  Hilfe  der 
Kegelschnitte  zu  lösenden  Aufgaben  umfassen,  von  denen 
wir  wissen,  dass  Archimedes  eine  Lösung  besessen  hat,  wenn 
wir  auch  nicht  angeben  können,  wie  er  sie  bewerkstelligte. 

1.  Die  Auffindung  zweier  mittleren  Proportionalen  wird  vorausgesetzt 
TttQt  Gq>.  Kai  xvX.  II,  2  p.  133,  3:  xcri  tlXrjcp&a)  xmv  Td,  EZ  ovo  pfoat 
dvdXoyov  vi  HS,  MN.  Vielleicht  begnügte  er  sich  mit  den  älteren  Lö- 
sungen des  Piaton,  Archytas,  Menaichmos. 

2.  Eine  gegebene  Linie  dZ  so  zu  theilen  (in  JT),  dass  ttt*^  -ttt** 

Z  \9       d2L 

wenn  ZS  und  B^P  gegeben  sind;  wird  vorausgesetzt  ntol  a<p.  na)  xvX>  II,  5 
p.  158,  20:  xol  ör]  do&eiaav  xr)v  dZ  tepttv  öei  xard  xo  X  xal  noulv  tag 
xr\v  XZ  noog  öo&eitiav  xtjv  Z&,  ovxwg  xo  do&hv  xo  dno  Bd  noog  xo  dno 
dX.  Hierzu  bemerkt  Archimedes  p.  158,  23:  xovxo  ovxwg  dnXäg  fiiv 
XtyofASvov  !%h  ÖLOQiGfiovy  nQoaxi^tfiivmv  di  xtSv  nooßXrmdxav  xwv  iv&döe 
vnaQiovKov,  xovxiaxi  xov  xs  öinXaclccv  elvai  xtjv  dB  xrjg  BZ,  xal  xov  ptl- 
fovö  xtjv  BZ  xrjg  Z&,  dg  xaxd  xtjv  dvdXvotv,  ovx  1%h  diooiGfiov'  xal  Soxai 
xo  TtQoßXrjtia  toiovtov.  ovo  Öo&uamv  tv&sicSv  xcov  dB,  BZ,  xal  dmXaalag 
ovarig  xrjg  dB  xrjg  BZ,  xal  GrjfAsiov  inl  xrjg  BZ  xov  6,  xtpsiv  xtjv  dB 
netxd  xo  X  xal  noulv,  cSg  xo  dno  Bd  noog  xo  dno  AX>  xr]v  XZ  noog  Z&; 
wie  die  Schlussworte  p.  158,  33:  ixdxsQa  ös  xavxa  inl  xiXei  dvaXv&rjoexccl 
xb  xal  ovvxs&riasxcti  zeigen,  hatte  Archimedes  sowohl  das  allgemeine, 
als  das  specielle  Problem  in  einem  besondern  Anhang  gelöst.   Dass  dieser 
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Anhang  schon  zu  Eutokios'  Zeiten  verloren  war  und  dass  er  nur  „nach 
vielem  Suchen"  ein  Fragment  fand,  das  ihm  (und  wohl  mit  Recht)  die 
Archimedische  Lösung  zu  enthalten  schien ,  habe  ich  oben  schon  berührt. 
Wir  haben  also  bei  Eutokios  p.  163  ügg.  die  echten  Archimedischen 
Lösungen  dieser  Probleme,  wenn  auch  von  Eutokios  überarbeitet  und 
modernisirt;  die  darin  zur  Anwendung  kommenden  Sätze  habe  ich  oben 
an  ihren  Stellen  angegeben. 

3.  Es  sei  ein  Kreis  gegeben  und  KH  (Fig.  27)  durch  das  Centrum 
der  Tangente  in  B  parallel.  Man  soll  eine  Linie  BH  so  legen,  dass  SB 
eine  gegebene  Grösse  hat  und  verlängert  B  trifft;  vorausgesetzt  ntol  ilUu 
5  p.  222,  1  von  unten:  xal  %eia&a>  a  HS  fca  xa  E  vsvovoa  tnl  xo  JS; 
ebenso  mal  Hut.  7  p.  224,  15:  i%h<o  notl  IN  vsvovoav  inl  xo  R  Dieselbe 
Aufgabe  tritt  nsol  ikix.  6  p.  223,  35  in  anderer  Gestalt  auf:  xda&m  ii  a 
BN  (ABTai-v  tag  nsouptQtlag  xal  tag  sv&elag  diu  xov  r*.  Es  wird  also 
verlangt,  man  solle  eine  Linie  durch  B  (Fig.  28)  nach  B  legen,  so  dasa 
BH  eine  gegebene  Grösse  hat;  weil  aber  BS  durch  ihre  Endpunkte  J3,  © 
gegeben  ist,  fällt  diese  Aufgabe  mit  der  oben  angeführten  zusammen. 
Durch  die  Analysis  dieser  Aufgabe  hat  Ar ch im e des  auch  den  diooiffpov 
gefunden:  tX  xa  6  öo&ilg  koyog  ikaaomv  y  rot;,  ov  %%h  a  ijfifatia  xag  iv 
tu  xvxkm  isiofUvag  noxl  xav  ano  xov  xivxoov  xd&txov  htavxav  ayofiivav. 

4.  In  einem  gegebenen  Kreise  zu  einer  gegebenen  Linie  SA  eine 
Linie  JN  von  einer  gegebenen  Grösse  so  zu  legen,  dass  sie  verlängert 
einen  gegebenen  Punkt  E  trifft;  postulirt  mo\  ikix.  8  p.  224,  2  von  unten: 
ivvaxov  iaxi  xa  MT  Xoav  akkav  difitv  xav  IN  vevovoav  inl  xo  K.  Zwei 
Hilfssätze  zu  dieser  Aufgabe  giebt  Pappos  I  p.  298  Hultsch  (vergL 
p.  272).  Eine  Restitution  der  lückenhaften  Stelle  I  p.  302,  worin  die 
Anwendung  dieser  Sätze  auf  die  Lösung  unserer  Aufgabe  enthalten  ist, 
gab  ich  in  dieser  Zeitschrift  Histor.-literar.  Abth.  XXIII  p.  117  0%fy\ 
zu  ganz  demselben  Resultate  kam  Baltzer  (Hultsch:  Pappos  III 
p.  1231  flgg.)  Archimedes  fand  durch  seine  Analysis  auch  hier  einen 
dtoousfiog:  aX  xa  o  doftetg  koyog  ikaoamv  y  xov9  ov  t%H*ä  tfuloHa  xag  iv 
xa>  xvxka  Ssöofiivctg  noxl  xdv  ano  xov  xivxQOv  xov  xvxkov  xa&exov  in 
avxdv  ay\alvav\  denn  hierauf  beruht  die  p.  224,  5  v.  u.  aufgestellte  Mög- 
lichkeitsbedingung: Inel  oiv  toxi  f*e/fwv  a  ST  xag  TA  xa\  nox  OQ&ag  ivxi 
dkkakatg  at  KT,  SA.  Ganz  dieselbe  Aufgabe  ist  angewandt  nsol  ikix. 
9  p.  225,  42  (den  öiooiatiog  s.  p.  225,  22;  vergl.  lin.  38). 

5.  Auch  der  öiooiGpog  neol  xmv.  8  p.  269,  1 :  Svvaxbv  öi  Itfwv,  inA 
püfav  ioxlv  6  kiyog**  xov,  ov  t%ti  xo  vno  xav  AA,  AB  n$oie%6iitvov  noxl 


*  Schon  die  Wortstellung  lehrt,  dass  Sia  toi  T  nicht  zu  tag  ri&slag  (wie 
Nizze  will),  sondern  zu  xele&a  gehört;  tag  sitelag  ist  KN. 

-D.h.  da.  Verhält  ^^. 


Die  Kenntnisse  des  Archimedes  über  die  Kegelschnitte.  67 

xo  dito  xa$  JT  tiTQaymvov  konnte  nur  durch  Hilfe  der  Kegelschnittlehre 
gefunden  werden;  s.  Nizze  p.  162 — 163. 

6.  Endlich  mögen  noch  diejenigen  Sätze,  welche  Archimedes  jisqi 
xcov.  p.  260 ,  3  flgg.  als  mittelst  der  Sätze  dieser  Abhandlung  beweisbar 
aufführt,  hier  angedeutet  werden:  a)  dass  ähnliche  Sphäroiden  und  ähn- 
liche Konoid-  und  Sphäroidsegmente  sich  wie  die  Kuben  der  Axen  verhal- 
ten ;  b)  dass  in  gleichen  Sphäroiden  die  Quadrate  der  Durchmesser  sich  um- 
gekehrt wie  die  Axen  verhalten;  c)  dass  umgekehrt,  wenn  dieses  Ver- 
hältniss  stattfindet,  die  Sphäroiden  gleich  sind;  d)  von  einem  gegebenen 
Sphäroid  oder  Konoid  durch  eine  einer  gegebenen  parallel  gelegte  Ebene 
ein  Segment  abzuschneiden,  das  einem  gegebenen  Kegel,  Cylinder  oder 
Kugel  gleich  ist.  Die  drei  Theoreme  a),  b),  c)  setzen  nicht  weitere 
Kenntnisse  über  die  Kegelschnitte  voraus,  als  was  oben  als  dem  Archi- 
medes bekannt  nachgewiesen  ward  (s.  Nizze  p.  203  —  205).  Das  Pro- 
blem d)t  das  an  »eoi  mp.  x«i  %vX.  II,  5  erinnert,  ist  für  das  Sphäroid 
und  das  parabolische  Konoid  ohne  Schwierigkeit  und  ohne  Anwendung 
weiterer  konischer  Sätze  ausführbar  (Nizze  p.  205  —  207).  Beim  hyper- 
bolischen Konoid  aber  führt  es  auf  die  Lösung  einer  Gleichung  dritten 
Grades  (Nizze  p.  207 —  208) ;  dass  Archimedes  diese ,  wie  so  manche 
andere  über  das  Gebiet  der  griechischen  Mathematik  scheinbar  weit  hin- 
ausreichende Aufgabe*  wirklich  gelöst  bat,  ist  unzweifelhaft;  wie  es  aber 
geschehen  ist,  können  wir  nicht  angeben. 

Ehe  ich  diese  Abhandlung  schliesse,  kann  ich  nicht  umhin,  meine 
Dankbarkeit  gegen  ErnstNizze  auszusprechen ,  dessen  treffliche  Ueber- 
setzung  und  Erläuterungen  ich  bei  jedem  Schritte  zu  Rathe  gezogen  habe; 
wieviel  ich  ihm  zu  verdanken  habe,  auch  da,  wo  er  nicht  genannt  ist, 
wird  keinem  Kundigen  entgehen.  Diese  Uebersetzung  war  die  einzige 
Vorarbeit  von  Bedeutung;  denn  die  von  Sturm,  Debers.,  p.  195 — 226 
gegebene  „8ammlung  der  notwendigen  Vorbetrachtungen  von  denen 
sogenannten  Kegellinien"  war  für  meinen  Zweck  wenig  brauchbar,  so 
nützlich  sie  auch  in  anderen  Beziehungen  sein  mag. 


*  V  Nr.  1  führt  auf  die  Ausziehung  einer  Kubikwurzel,  Nr.  2  auf  eine  Gleichung 
dritten  Grades,  Nr.  3  auf  eine  quadratische  Gleichung,  Nr.  4  auf  eine  Gleichung 
vierten  Grades  (nicht  eine  quadratische,  wie  ich  in  dieser  Zeitechr.,  Hißt-lit  Abth. 
XXIII  p.  118  ungenau  angab). 
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Recensionen. 


Braehy-Teleskop  betreffend.  Zu  meiner  vergleichenden  Besprechung 
verschiedener  Spiegelteleskope  (d.  Zeitschr.  Bd.  24  hist.-lit.  Abth.  S. 
43 — 52)  hat  Herr  Li pp ich  Bemerkungen  gemacht  (ebenda  8. 123 — 126), 
welche  mit  den  Worten  schliessen:  „Wie  schon  erwähnt,  geben  die  Brachy- 
Teleskope  in  der  That  ganz  vorzügliche  Bilder."  Dem  Znsammenhange  nach 
mußs  man  annehmen ,  es  solle  hierdurch  auf  dem  Erfahrungswege  meinen 
theoretisch  begründeten  Behauptungen,  das  Braehy-Teleskop  besitze  die 
vom  Verfertiger  ihm  zugeschriebenen  Vorzüge  gegen  andere  Spiegelfern- 
rohre nicht,  entgegengetreten  werden.  Dazu  wäre  nun  vor  Allem  eine 
messende  Vergteichung  der  optischen  Leistungen  verschiedenartiger 
Spiegelteleskope  erforderlich;  diese  fehlt  jedoch.  Ergäbe  aber  eine 
künftige  Vergleichung  einmal  optische  Vorzüge  eines  bestimmten  Brachy- 
Teleskops  gegen  ein  bestimmtes  N e w t o n'sches ,  Cassegrai n'sches  oder 
Hers  eheliches  Teleskop,  so  würden  meine  Ausführungen  nicht  widerlegt, 
denn  einzig  der  vollendetere  Schliff  der  Spiegel  (und  des  Oculars)  könnte 
ein  solches  Ergebniss  erklären. 

Hierzu  möge  erinnert  werden  an  das  Ergebniss  von  Versuchen  im 
grössten  Maassstab  des  Lord  Oxmantown.  Dieser  benutzte  seine 
sorgfältigst  hergestellten  grossen  Spiegel  in  der  Zusammenstellung  eines 
Newton'schen  Teleskopes,  „denn  ich  finde,  dass  bei  den  Spiegeln  mit 
grosser  Oeffnung  und  kurzer  Brennweite  der  Gewinn  an  Lichtstärke 
durch  die  Hers cheT sehe  Einrichtung  durchaus  kein  Ersatz  ist  für  die 
Einbusse  an  definirender  Kraft.  Dies  ist  wenigstens  das  Ergebniss  meiner 
gegenwärtigen  Erfahrung.  Uebrigens  erscheint  mir  die  aus  der  Schief- 
stellung des  Spiegels  hervorgehende  Undeutlichkeit  nicht  so  gross,  als 
ich  glaubte  erwarten  zu  sollen."     {Phil.  TransacL  1840  p.  524.) 

Eine  einzige  der  von  mir  untersuchten  Fragen  wird  in  die  „Bemer- 
kungen*1 aufgenommen.  Es  wird  nämlich  der  von  mir  geführte  Nach- 
weis, dass,  wenn  der  Hohlspiegel  völlig  ausgenutzt  werden  und  das  In- 
strument die  kleinstmögliche  Länge  behalten  soll,  der  Winkel  der  Ab- 
sehrichtung des  Suchers  mit  der  Ocularaxe  geändert  werden  muss,  sobald 
Gegenstände  in  anderer  Entfernung,  oder  mit  anderem  Ocular,  oder  von 
einem  Beobachter  mit  anderer  deutlicher  Sehweite  gesehen  werden  sollen, 
—   dadurch   zu  entkräften  und  zurückzuweisen   versucht,    dass   erstens 


Recensionen.  69 

ein  anendlich  entfernter  strahlender  Punkt  vorausgesetzt  wird  (wozu 
dann  aber  die  Beigabe  von  Erdocularen  und  die  Bemerkung  auf  S.  4 
Zeile  12,  13  oben  der  angezeigten  Schrift?),  und  zweitens  die  gewöhn- 
liche Einrichtung  der  Ocularröhre,  „wie  sie  jedes  Fernrohr  zeigt",  ver- 
langt wird* 

Eine  Angabe  über  das  Ocular  ist,  wie  in  meiner  Recension  bemerkt, 
weder  im  Texte,  noch  in  der  Abbildung  in  der  Schrift  des  Herrn  F ritsch 
zu  finden.  Nach  allen  mir  bekannten  Zeichnungen  und  Beschreibungen 
von  Spiegelteleskopen  und  bei  allen  (wenigen),  die  ich  zu  sehen  Gelegen- 
heit hatte,  erfolgt  die  Einstellung  durch  Verschieben  des  zweiten,  kleine- 
ren Spiegels.  Bei  manchen  (dioptrischen)  Fernrohren,  namentlich  jenen 
englischer  Theodolithe,  wird  die  Einstellung  vorgenommen  durch  Ver- 
schiebung des  Objectives,  nicht  des  Oculares;  ferner  kenne  ich  Fern- 
rohre, bei  denen  Objectiv  und  Ocular  unverrückt  gegen  einander  bleiben, 
obgleich  sie  zum  Betrachten  von  Gegenständen  sehr  wechselnder  Ent- 
fernung dienen  sollen;  die  Einstellung  erfolgt  durch  Verschiebung  einer 
zwischen  Objectiv  und  Ocular  gelegenen  (Collectiv-)  Linse.  Diese  von 
Steinheil  bei  Eathetometern  angewendeten  Fernrohre  machen  Herrn 
Lippich's  Versuch  (S.  125,  Z.  10,  11  der  Bemerkungen)  einer  demon- 
stratio ad  absurdum  hinfällig. 

Die  Einstellungsvorrichtung  ist  also  durchaus  nicht  bei  jedem  Fern- 
rohre dieselbe  und  die  Oculareinrichtung  so  vorauszusetzen ,  wie  sie  nun 
(zuerst)  in  den  Bemerkungen  beschrieben  wird,  ist  nicht  zwingend  ge- 
wesen, ja  sie  war  nach  Analogie  des  Gebrauchs  bei  andern  Spiegelteles- 
kopen, da  die  Aenderung  nicht  angeführt  war,  nicht  zu  vermuthen. 
Aber  selbst  die  beiden  mir  zugemutheten  Voraussetzungen  genügen 
noch  nicht,  die  Lage  des  Suchers  unverändert  zu  machen,  es  muss  noch 
der  Verzicht  auf  die  möglichste  Verkürzung  des  Fernrohres  hinzukommen. 
Wäre  mir  entgegnet  worden ,  Brachy-Teleskop  heisse  Kurzrohr  und  nicht 
kürzestes,  und  die  Einrichtung  strebe  gar  nicht  die  stärkste  Verkür- 
zung an,  so  hätte  ich  mich  allenfalls  beruhigen  können;  das,  was  wirk- 
lich angeführt  wurde,  lässt  aber,  so  scheint  mir,  meine  Darlegung  als 
berechtigt  und  in  voller  Kraft  bestehen. 

Ein  von  mir  nebenbei  gemachter  Vorschlag,  lichtstarke  Spiegel- 
teleskope ohne  übergrosses  Gewicht  herzustellen,  wird  ebenso  wirksam 
als  bequem  mit  einem  !  abgethan.  Mein  Vorschlag  erhebt  keinen  An- 
spruch auf  Neuheit,  denn  in  ganz  ähnlicher  Weise  hat  Foucault  in 
Paris  Fernrohre  ausführen  lassen ,  bald  nachdem  die  neue  Versilberungs- 
methode   den  Spiegelinstrumenten    erneute  Daseinsberechtigung  verlieh. 

In  der  Fussnote  zu  S.  124  der  Bemerkungen  wird  das  Brachy- 
Teleskop  ein  Präcisionsinstrument  genannt,  was  ich  nur  dabin  verstehen 
kann,  dass  es  zu  messenden  Beobachtungen  dienen  soll,  also  mit  Faden- 
kreuz versehen  sei.     Ich  schlage  vor,   den  Vergleich  des  Brachy-Teles- 
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kops  mit  den  centrirten  Spiegelfernrohren  (Cassegrain, Newton,  Gre- 
gory) dadurch  zu  vervollständigen,  dass  man  sich  Rechenschaft  gebe  von  der 
Lagenbeziehung  der  dnrch  das  Fadenkreuz  bedingten  Absehrichtung  an 
dem  mit  dem  Fernrohr  verbundenen  Theilkreise,  und  dass  man  erwäge, 
welcher  Mechanismus  nöthig  sei,  das  Durchschlagen  (behufs  Elimination 
von  Excentricitätsfehlern)  Jbei  beiden  Arten  von  Spiegelteleskopen  mit  genü- 
gender Sicherheit  und  Bequemlichkeit  zu  ermöglichen.  Böhm. 


Heue  Theorie  des  Imaginären  in  der  Functionenrechnung  aus  der  ana- 
lytischen  Geometrie,    von  Wilhelm  Friedrich  Schüler.     (Pro- 
gramm zu  dem  Jahresberichte  der  k.  bayrischen  Realschule  Frei- 
sing pro  1877/78.) 
Nur    der    erste  Theil   des  Programms  soll  hier  besprochen  werden. 
Jede  geometrische  Darstellung  des  Imaginären  wird  in  der  Analysis  das 
Bürgerrecht   erwerben,   wenn  sie  entweder  bekannte  Sätze  einfacher  ab- 
leiten   lehrt    oder  gar  zu  neuen  Wahrheiten  den  Weg  bahnt.     Wo  aber 
weder  das  Eine,  noch  das  Andere  geleistet  wird,  da  hat  man  das  Recht, 
einer  solchen   „neuen  Theorie11  vorläufig  keine  Wichtigkeit  beizulegen. 
Die    in   dem  vorliegenden  Programm  gegebene  Darstellung  kommt, 
in  den  Beispielen  wenigstens,  darauf  hinaus,  in  der  Gleichung 

wo  f  eine  Function  ist,  die  in  einen  reellen  und  einen  imaginären  Theil 
zerfällt,  x  nnd  y  als  cartesische  Punktcoordinaten  anzusehen  und  in 
jedem  Punkte  (x>  y)  senkrecht  zur  Coordinatenebene  eine  Strecke 
j/£2+if  aufzutragen.  Die  freien  Endpunkte  constituiren  eine  Fläche, 
welche  den  Verlauf  der  Function  durch  Darstellung  der  Werthpaare 
V  +  i?  *\  #  +  £ l  sinnbilden  soll. 

Wie  diese  unnatürliche  Verquickung  des  Arguments  mit  dem  Fuuc« 
tionalwerthe  zum  Punkte  *,  y  und  zur  „Potenz"  Y£*+rf  uns  über  den 
Gang  der  Variablen  zu  belehren  besonders  geeignet  sein  soll,  ist  von 
vornherein  schwer  zu  begreifen.  Der  Verfasser  glaubt  jedoch  seiner 
Sache  sehr  sicher  zu  sein,  wie  der  kecke  Ton,  mit  welchem  er  die 
Leistungen  seiner  neuen  Theorie  auseinandersetzt,  beweist. 

So  bescheert  er  uns  Seite  6  mit  einer  neuen  Definition  der  Ableitung, 
„welche  von  infinitesimalen  Betrachtungen  ganz  frei  ist".  Dieselbe 
lautet: 

„Jede  Function,  welche  Giltigkeit  besitzt  für  compiexe  Werthe,  so 
dass  sie  in  einen  reellen  und  einen  imaginären  Theil  zerfällt,  hat  eine 
abgeleitete  Function.  Man  versteht  darunter  das  Verhältniss  des  imagi- 
nären Theils  der  Function  zum  imaginären  Theil  des  Arguments." 

Demnach  wäre  also  cos  w. —  die  Ableitung  des  Sinus.  Doch  wohl 
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nur  für  t>  =  0!  Verfasser  läset  wirklich  S.22  diesen  U ebergang  durch  Ein  - 
klammening,  welche  vermuthlich  die  Infinitesimalbetrachtungen 
ersetzen  soll,  sich  vollziehen. 

Die  nächste  Frucht  der  neuen  Definition  ist  eine  Entdeckung  ersten 
Ranges.     Der  Verfasser  schreibt: 

„Nach  unserer  Definition  der  abgeleiteten  Function  ist  nun  auch 
klar,  dass  die  Existenz  stetiger  Functionen  ohne  Ableitung  keine  er- 
greifende Thatsache  mehr  ist/1 

Seite  15  zieht  der  Verfasser  die  Exponentialfunction  yK=e*  oder 
vielmehr  y = e*  (cos  2  m  n  x + i .  sin  2  m  n  x)  in  den  Kreis  sein  er  Betrach- 
tungen. Hier  ergiebt  sich  das  Resultat:  „Längs  des  Theils  der  Curve 
yz=exy  der  auf  der  negativen  Seite  der  a-Axe  liegt,  existiren  reelle 
Funkte  nur  für  solche  Werthe  von  xy  die  durch  einen  Bruch  mit  gerad- 
zahligem Nenner  und  ungeradem  Zähler  dargestellt  sind.  Folglich  existi- 
ren für  irrationale  Werthe  des  Arguments  x  auf  der  negativen  Seite  der 
or-Axe  keine  reellen  Punkte." 

Die  Freude  des  Verfassers  über  diese  neue  Entdeckung  ist  mit 
Recht  gross.    Er  schreibt: 

„Man  sieht,  der  bisherige  Begriff  der  Stetigkeit,  auf  dem  doch  die 
ganze  Infinitesimalrechnung  aufgebaut  ist,  bekommt  hier  ein  ganz  ge- 
waltiges Loch." 

Da  wird  also  Euler  seine  Inlroductio  in  analysin  mfinitorum  wohl  zum 
zweiten  Male  schreiben  müssen. 

Seite  25  nimmt  unser  Verfasser  den  Taylor'schen  Lehrsatz  vor. 
Gegen  den  Schluss  seiner  Untersuchungen  begegnen  wir  der  folgenden 
Bemerkung: 

„  Der  erschöpfenden  Behandlung  des  wichtigen  Taylor'schen  Theorems 
hat  vom  Standpunkte  unserer  Imaginärtheorie  eine  Theorie  der  singulä- 
ren  Punkte  vorauszugehen.  Diese  Theorie  soll  in  einem  zweiten  Pro- 
gramm geliefert  werden.  Nach  derselben  scheint  es,  als  ob  die  Tay. 
lor'sche  Reihe  vorzugsweise  nur  für  solche  Functionen 
Giltigkeit  habe,  welche  auch  für  complexe  Werthe  des  Ar- 
gumentes bestehen." 

Wir  möchten  dem  Verfasser  den  dringenden  Rath  ertheilen,  mit 
diesem  zweiten  Programm  so  lange  zurückzuhalten,  bis  ihm  der  in  den 
letzten  Zeilen  ausgesprochene  Zweifel  vollständig  behoben  ist. 

Coesfeld,  den  18.  October  1879.  Dr.  E.  Schwbbino. 


Cours  de  Calcul  infinitesimal  par  /.  ßoüel,  professeur  de  malhemati- 

gues  pures  ä  la  faculte  de  Bordeaux.    Tom  IL  475.    Paris,  Gaulhier- 

Villars.     1879. 

Wir    haben    den  I.  Band    dieses    Lehrbuchs   auf  S.  140 — 143   der 

hist.-Ht.  Abth.  des  vorigen  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift  besprochen.  Heute 
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berichten  wir  über  den  II.  Band,  welcher  in  2  Büchern  mit  den  geo- 
metrischen Anwendungen  des  Infinitesimalcalculs  und  mit  der  Integration 
der  Differentialgleichungen  sich  beschäftigt.  Beiden  Büchern  fehlt  es 
nicht  an  Eigentümlichkeiten ,  welche  sie  der  Beachtung  gar  sehr  würdig 
machen. 

So  heben  wir  aus  dem  ersten  Bnche  (dem  III.  Buche  in  der  Ge- 
sammtzählung)  die  Sätze  infinitesimaler  Geometrie  der  Ebene  ^ sowie  des 
Raumes  hervor,  welche  auf  S.  33— 37  und  auf  S.  134 — 139  ausführlicher 
abgehandelt  sind,  als  es  sonst  in  Lehrbüchern  zu  geschehen  pflegt.  So 
ist  es  gewiss  für  den  Leser  erwünscht,  hier  die  Grundzüge  des  sogenann- 
ten Equipollenzencalculs  auf  S.  93 — 112  anzutreffen,  wenn  auch  ohne 
die  demselben  eigenthümlichen  Bezeichnungen,  welche  wir  gern  in  einer 
Anmerkung  wenigstens  angegeben  gesehen  hätten,  weil  gerade  in  den 
letzten  Jahren  in  den  in  französischer  Sprache  erscheinenden  Zeitschrif- 
ten mehrfach  von  der  Methode  und  ihren  Zeichen  Gebrauch  gemacht 
worden  ist.  Eine  kleine  Bemerkung  möchten  wir  zu  der  Lehre  Ton  den 
Berührungen  höherer  Ordnung  machen.  Es  ist  Nr.  568  gezeigt,  dass 
eine  Curve,  in  deren  Gleichung  «  +  1  Parameter  vorkommen,  zu  einer 
vollkommen  bestimmten  gemacht  werden  kann,  indem  man  von  der  Be- 
dingung ausgeht,  sie  solle  zu  einer  anderen  gegebenen  Curve  eine  Be- 
rührung ntcr  Ordnung  besitzen.  Es  ist  auch  Nr.  574  der  Fall  besprochen, 
dass  der  Krümmungskreis  in  solchen  Funkten  einer  Curve  C,  in  welchen 
der  Krümmungshalbmesser  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  wird,  min- 
destens eine  Berührung  3«  Ordnung  mit  der  Curve  besitze.  Das  ist  schon 
ein  Fall,  welcher  in  den  meisten  Lehrbüchern  unberücksichtigt  bleibt. 
Allein  auch  mit  ihm  sind  die  Bedenken,  welche  Schülern  aufzutreten 
pflegen,  nicht  erledigt.  Es  scheint  uns  wünschen swerth,  in  einem  be- 
sonderen Paragraphen  zu  erörtern,  dass  bei  der  Berührung  zweier  Cur« 
ven  C  und  C,  deren  erstere  n+1,  die  zweite  n'+l  Parameter  besitzt, 
es  wesentlich  darauf  ankomme,  ob  man  die  €  so  bestimmen  will,  dass 
sie  die  (f  berühre,  oder  ob  man  die  C  bestimmen  will,  so  dass  sie  die 
C  berühre ,  dass  unter  der  einen  Voraussetzung  eine  Berührung  nftfr,  unter 
der  anderen  eine  Berührung  rittr  Ordnung  zwischen  beiden  Curven  hervor- 
gebracht werden  kann,  die  deshalb  ihre  geometrische  Natur  keineswegs 
verändern.  Das  ist  gewiss  jedem  Mathematiker  sofort  einleuchtend,  aber 
dem  Schüler  —  und  für  solche  in  erster  Linie  ist  ein  Lehrbuch  geschrie- 
ben —  kommen,  wie  die  Erfahrung  uns  gezeigt  hat,  nicht  gar  selten 
Zweifel  in  dieser  Beziehung. 

Dieselbe  Auffassung,  dass  man  ein  Lehrbuch  und  nicht  ein  Buch 
für  Gelehrte  vor  sich  habe,  darf  man  bei  der  Beurtheilung  des  vierten, 
von  der  Integration  der  Differentialgleichungen  handelnden  Buches  nicht 
vergessen,  wenn  man  sich  nicht  zu  ungerechten  Anforderungen  an  den 
Verfasser  will  verleiten  lassen.     Die  letzten  Jahrzehnte  haben  die  Lehre 
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▼od  den  Differentialgleichungen  wesentlich  umgestaltet.  Früher  der  Haupt- 
sache nach  ein  Theil  der  Integralrechnung  und  damit  angeschlossen, 
wenn  die  Differentialgleichung  getrennte  Veränderliche  besass,  also  auf 
Quadraturen  zurückgeführt  war,  ist  sie  zu  einem  Theile  der  Functionen  - 
lehre  geworden.  Wohl  bestehen  die  alten  Anforderungen  noch  fort,  aber 
selbst  erfüllt  befriedigen  sie  nicht  das  neue  Verlangen,  über  das  Wesen 
und  den  Verlauf  der  der  Gleichung  genügenden  Gebilde  Auskunft  zu 
erhalten,  und  umgekehrt  ist  solche  Auskunft  mitunter  aus  der  Differen- 
tialgleichung selbst  ohne  weitergehende  Integration  zu  gewinnen.  Diese 
modernen*  Untersuchungen,  welche  wesentlich  deutschen  Mathematikern 
eigenthümlich  sind,  aber  auch  durch  Franzosen,  wie  H.  Jules  Tannery  im 
IV.  Bande  der  Annales  de  Vecole  normale  (1875),  mit  der  ihnen  eigenen 
Eleganz  zur  Darstellung  gebracht  worden  sind,  würden  wir  —  wir  leug- 
nen es  nicht  —  sehr  gern  in  einem  Lehrbuche  des  Infinitesimalcalculs 
wiederfinden ,  und  unser  erstes  Gefühl  war  ein  Gefühl  des  Unmuths  über 
diese  Lücke.  Aber  der  Unmuth  schwand,  sobald  wir  uns  die  Frage  vor- 
legten ,  ob  jene  Untersuchungen  einem  Leser  des  II.  Bandes  eines  Lehr- 
buches der  Infinitesimalrechnung  geboten  werden  können?—- eine  Frage, 
deren  Verneinung  nothwendig  ist.  Die  Feinheit  der  neueren  Untersuch- 
ungen über  Differentialgleichungen  hat  die  Benutzung  von  Hilfssätzen 
aus  dem  Gebiete  der  allgemeinen  Function enlehre  und  der  Zahlentheorie 
sich  gestattet,  deren  Kenntniss  H.  Hoüel  unmöglich  bei  seinen  Lesern 
voraussetzen  durfte  und  tleren  Ableitung  so  nebenbei  geradezu  als  un- 
thunlich  erscheint.  Höchstens  im  III.  Bande,  welcher  der  Ankündigung 
gemäss  die  functionentheoretischen  Capitel  enthalten  soll,  wird  man 
vielleicht  Andeutungen  über  die  Verwerthung  dieser  Lehren  im  Gebiete 
der  Differentialgleichungen  erwarten  dürfen;  wir  sagen:  vielleicht,  da  wir 
keineswegs  sicher  sind,  ob  sogar  dort  das  Material  der  im  Buche  selbst 
enthaltenen  Vorkenntnisse  ausreichen  wird.  Im  II.  Bande  kann  der 
Hauptsache  nach  nichts  Anderes  stehen,  als  was  in  sonstigen  Lehrbüchern 
ähnlicher  Art  gleichfalls  angegeben  ist,  und  das  finden  wir  auch  mit 
Geschicklichkeit  bearbeitet,  mit  dem  Streben,  möglich  grösste  Strenge 
der  Beweisführung  mit  Klarheit  zu  verbinden,  welche  wir  in  unserm 
ersten  Referate  anerkennen  durften.  Wir  machen  z.B.  auf  den,  wie  es 
uns  scheint,  sehr  glücklich  formulirten  Beweis  dafür,  dass  jede  Differen- 
tialgleichung ein  Integral  besitzt  (S.  316  flgg.),  aufmerksam,  auf  den  all- 
gemeinen Lehrsatz,  dass  jede  Gleichung  /*(*,  y)= 0,  in  welcher  eine  will- 
kürliche Constante  nicht  enthalten  ist,  welche  aber  ihren  Ursprung  in  einer 
eine  solche  Constante  in  sich  schliessenden  Gleichung  F(x,y9C)=0  hat, 
nothwendig  eine  Identität  sein  mus  (S.  351)  u.  s.  w.  Auch  die  Menge 
des  innerhalb  des  gewöhnlichen  Rahmens  zur  Behandlung  gebrachten 
Stoffes  ist  eine  erfreuliche.  Fagnano's  Theorem  (S.  234),  mehrfachen 
Fällen-  des  allgemeinen   Additionstheoreme  (S.  340  flgg.)  wird  man  mit 
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Vergnügen  begegnen,  und  auch  die  Lehre  vom  integrirenden  Multipli- 
cator  unterscheidet  sich  in  manchen  Punkten  vortheilhaft  von  der  Art, 
wie  sie  in  anderen  Lehrbüchern  dargestellt  ist. 

Somit  ist  der  Eindruck,  unter  welchem  wir  von  dem  II.  Bande  uns 
trennen,  dem  III.  Bande  entgegensehen,  ein  angenehmer.  Eine  Anfor- 
derung stellen  wir  an  diesen  III.  Band,  die  wir  jetzt  schon  auszusprechen 
nicht  unterlassen.  H.  Hottel  hat  seinem  L  wie  seinem  U.Bande  zahl- 
reiche Uebungsbeispiele  einverleibt.  Eine  Auflösung  ist  nirgends  bei- 
gefügt. Ob  dieses  Verfahren  zweckmässig,  ob  nicht,  darüber  lässt  sich 
streiten ,  und  diesen  8treit  vermeiden  wir  lieber.  Aber  unter  allen  Um- 
ständen scheint  uns  ein  Anhang  geboten ,  in  welchem  der  Studirende  wie 
der  Lehrer,  welcher  sich  des  Werkes  bedient,  sich  über  die  Ergebnisse 
aller  vorgelegten  Aufgaben  vergewissern  könne.  Nur  dann  wird  jener 
mit  der  Beruhigung,  die  Lehren  richtig  angewandt  zu  haben,  weiter- 
gehen, oder  des  Irrthums  überführt  zu  wiederholten  Anstrengungen  sich 
bewogen  fühlen  können ;  nur  dann  wird  dieser  wissen ,  welche  Aufgaben 
er  seinem  Unterrichte  einfügen  soll,  ohne  genöthigt  zu  sein,  eine  kost- 
bare Zeit  mit  langwierigen  Rechnungen,  die  vielleicht  schliesslich  zu 
keinem  ihm  lohnend  erscheinenden  Ergebnisse  führen,  zu  vertrödeln. 

Camtob. 

Lezioni  di  statica  grafica  per  Antonio  Favaro.  Padova.  Premida 
Tipografia  Edit.  F.  Sacchetio.   1877.   8°.  650  Seiten  mit  32  Tafeln. 

Das  Werk  ist  zwar  seinem  Werthe  nach  bereits  genügend  durch  eine 
Becension  der  Herren  G.  Jung  (Mailand),  E.  Bertini  (Pisa)  und  C. 
Saviotti(Rom)  im  „Politecnico",  Giorn.  deWIng.  Arch.  Civ.  ed  Industr."  Vol. 
XXVI,  gewürdigt  worden.  Der  Inhalt  dieser  Becension  bezieht  sich  aber 
der  Hauptsache  nach  nur  auf  den  dritten  Theil  des  Buches,  die  graphische 
Statik.  Da  ferner  der  Inhalt  derselben  in  Deutschland  nur  in  engeren 
Kreisen  bekannt  geworden  zu  sein  scheint,  und  inzwischen  auch  eine 
französische  Uebersetzung  des  ersten  Theiles  durch  Herrn  Paul  Ter rier 
bei  Gauthier*  Villars  erschienen  ist,  glaubt  der  Unterzeichnete  noch  ein- 
mal auf  dasselbe  zurückkommen  zu  müssen. 

Das  Werk  ist  nämlich  mit  allen  Zeichen  und  Ansprüchen  eines 
selbständigen  Werkes  in  die  Welt  getreten.  In  der  Vorrede  (S.  VIII) 
sagt  Herr  Favaro  sogar  ausdrücklich:  „Ich  habe  schon  bemerkt,  dass 
das  vorliegende  Buch  eine  Zusammenfassung  von  Originalarbeiten  ent- 
hält, welche  mir  als  Leitfaden  bei  den  Vorlesungen  dienen,  und  ich  be- 
merke hier  nochmals,  dass  ich  die  in  ihm  enthaltenen  Sachen  nicht  für 
eine  Originalarbeit  von  mir  im  strengen  Sinne  des  Worts  auszugeben  be- 
absichtige. Zu  Anfang  jedes  Abschnittes  habe  ich  gewissenhaft  die 
Quellen  citirt,  aus  denen  ich  geschöpft  habe  und  auf  welche  zurückzu- 
greifen ich  Jeden  bitte,  der  sich  in  derartige  Studien  vertiefen  wilL   Ich 
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will  hier  noch  hinzufügen,  dass  ich  mich  für  die  Geometrie  der  Lage 
des  Werkes  von  v.  Stand  t  nnd  ganz  besonders  desjenigen  von  Reye  und 
für  das  graphische  Rechnen  und  die  graphische  Statik  desjenigen  von 
Culmann  bedient  habe.  Ich  würde  mich  sogar  auf  eine  einfache 
Uebersetzung  beschränkt  haben,  wenn  einerseits  sich  dem  nicht  die 
Schwierigkeit  entgegengestellt  hätte,  einen  Verleger  für  ein  Werk  zu  finden, 
das  wie  das  Culmann1  sehe  so  grosse  Verlagskosten  fordert,  und  mir  an- 
dererseits beim  Unterricht  nicht  die  Angemessenheit  einiger  Abänderungen 
und  Zusätze  klar  geworden  wäre,  welche  von  dem  Wunsche  hervorgerufen 
wurden,  auch  die  Veröffentlichungen  zu  benutzen ,  welche  von  anderen 
Autoren  über  diesen  Gegenstand  gemacht  worden  waren/*  (Ho  giä  avver- 
Hto  che  il  presenie  volume  contiene  un  riassunto  di  aleuni  scritli  originali  che 
mi  servono  di  guida  per  le  lezioni  e  qui  noto  nuovamente  che  io  non  pretendo 
di  far  passare  le  cose  in  esso  contenule  per  un  mio  lavoro  originale  nello 
stretto  senso  della  parola:  in  capo  ad  ogni  paragrafo  ho  citato  scrupulosamente 
le  fonti  alle  quali  ho  attinto  ed  a  cui  invilo  a  ricorrere  chiungue  voglia  appro- 
fondirsi  in  simili  studi:  agguingerö  qui  che  per  la  Geomeiria  di  posizione 
mi  sono  valso  delfopera  di  v.Staudt  ed  in  particolar  modo  di  quella  del  Reye 
e  per  il  Calcolo  grafico  e  la  Slaiica  grafica  di  quella  del  Culmann,  mi  sarei 
anzi  Umitato  a  dare  e  ad  annunciare  una  semplice  traduzione  di  esse  se  da  un 
lato  non  vi  si  fosse  opposta  la  difficoltä  di  trovare  un  editore  per  un'opera, 
che,  come  quella  del  Culmann,  imparla  cosi  gravi  spesi  di  pubblicazione  e  se 
delValtro  nelf  insegnamento  non  mi  si  fosse  manifestata  fopportunita  di  lalune 
modifieazioni  e  di  lalune  qggiunte  rese  necessarie  dal  desiderio  di  approfiüare 
anche  delle  pubblicazioni  che  da  altri  autori  erano  State  falte  intorno  ai  medesimi 
argomenti.) 

Nach  diesen  Worten  wird  der  Leser  schwerlich  noch  den  Gedanken 
haben,  dass  er  es  mit  einer  einfachen  Uebersetzung  zu  thun  habe.  Er 
wird  darnach  das  feste  Vertrauen  haben,  dass  er  in  dem  Werke, 
wenn  auch  nicht  originelle  Untersuchungen,  so  doch  eine  selbständige 
Bearbeitung  des  Gegenstandes  auf  Grund  der  neueren  Arbeiten  vorfin- 
den werde.  Dies  Vertrauen  wird  noch  durch  die  Anlage  des  Buches 
selbst  erhöht.  Denn  am  Beginne  jedes  Capitels  findet  sich  eine  Reihe 
von  Literaturnachweisen  für  den  speciellen  Inhalt  des  Capitels.  Zehn, 
ja  mehr  Arbeiten  werden  citirt  genau  bis  auf  die  Seitenanzahlen,  resp. 
Nummern  der  Paragraphen.  Als  Beispiel  möge  §  6  dienen.  Der  Para- 
graph trägt  den  Titel:  „Projettivitä  delle  forme  geomelriche  semplice.'1  Die 
angegebenen  Quellen  sind:  Möbius,  Der  barycentrische  Calcul.  Leipzig 
1827.  S.  246  flg.  —  Steiner,  Systematische  Entwickelnden  etc.  Berlin 
1832.  S.  4,  35  —  47,  91.  —  Staudt,  Geometrie  der  Lage.  Nürnberg 
1847.  S.  49— 60.  —  Chasles,  TraiU  de  gSometrie  superieure.  Paris  1852. 
S.7 — 25.  —  Blumberg  er,  Grundzüge  einiger  Theorien  aus  der  neueren 
Geometrie.  Halle  1858.  S.  1—35.  —  Cremona,  Introduzione  ad  una  teoria 
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geometrica  delle  curve  piane.  Bologna  1862.  S.  3  —  10.  —  Reye,  Die 
Geometrie  der  Lage.  Hannover  1866,  S.  41 — 52.  —  Staudigl,  Lehr- 
buch der  neueren  Geometrie.  Wien  1870.  1.  Abschn.  —  Hankel,  Die 
Elemente  der  projectivischen  Geometrie.  Leipzig  1875.  Abschn.  I,  III. 
So  geht  es  fort  durch  das  ganze  Werk.  Paragraph  für  Paragraph  finden 
sich  in  dieser  Weise  bald  mehr,  bald  weniger  Citate.  Wer  sollte  da 
nicht  aü  eine  scrupulöse  Gewissenhaftigkeit  in  der  Benutzung  anderer 
Autoren  glauben!  Trotzdem  ist  das  ganze  Werk  nur  eine  Aneinander- 
Beihung  wörtlich  ausgezogener  und  übersetzter  Stellen.  In  dem  gan- 
zen Werke  findet  sich  fast  Nichts,  was  der  Verfasser  einer  eigenen, 
selbständigen.  Bearbeitung  unterzogen  hätte.  Alles  ist  Uebersetzung  und 
Abschrift.  Der  oben  bereits  herangezogene  §  6  ist  beispielsweise  eine 
wörtliche  Uebersetzung  von  Beye's  Geometrie  der  Lage  1.  Aufl. 
I.  S.  42  —  55.  Die  Abänderungen,  die  der  Verfasser  vorgenommen 
hat,  bestehen  theils  in  einer  Vertauschung  der  Reihenfolge  der  Sätze, 
d.  h.  bei  horizontal  neben  einander  gestellten  Sätzen  ist  die  rechte 
und  linke  Seite  vertauscht,  theils  in  Einschaltungen  einzelner  Stellen, 
die  zum  Theil  wieder  anderen  Werken  wörtlich  entnommen  sind,  wie 
beispielsweise  in  §  1  S.  3  —  8  nicht  aus  Reye,  sondern  aus  Stau- 
digl S.  1 — 3  abgeschrieben  sind.  Dass  in  dieser  sogenannten  Bearbei- 
tung auch  böse  Sachen  vorkommen,  die  mindestens  Zweifel  an  der 
Sorgfalt  der  Uebersetzung  erwecken,  ist  bereits  in  der  Recension  von 
Jung  genügend  hervorgehoben.  Hier  möge  nur  §  6  in  dieser  Be- 
ziehung erwähnt  werden,  ferner  §  4,  wo  ein  Satz  mit  Beweis  wörtlich 
und  mit  den  von  Reye  gebrauchten  Buchstaben  sich  findet,  während 
in  der  Figur  (denn  auch  diese  sind  zum  grossen  Theil  genau  den  fremden 
Werken  entnommen)  die  Buchstaben  zum  Theil  vertauscht  sind,  so  dass 
Beides  nicht  mehr  übereinstimmt.  Auch  mit  den  Citaten  hat  es  stellen- 
weise eine  eigenthümliche  Bewandtnis«.  So  erwähnt  er  im  Cap.III  (Leide 
reciprocitf)  der  französischen  Uebersetzung,  wie  mir  Herr  Reye  die  Güte 
hatte  mitzutheilen ,  die  mathematische  Correspondenz  von  Legendre  und 
Jacobi  und  Kronecke  r's:  „Bemerkungen  zur  Geschichte  des  Reciproci- 
tätsgesetzes/1  (Im  italienischen  Urtext  findet  sich  dieses  Citat  nicht.)  So 
stellt  sich,  trotz  jener  Worte  der  Vorrede,  der  wahre  Sachverhalt  dahin, 
dass  das  Buch  eine  einfache  Uebersetzung  mit  einzelnen  eingeschobenen, 
anderen  Werken  entlehnten  Stellen  ist,  so  dass  der  ganze  Apparat  von 
Citaten  etc.  nur  darauf  berechnet  scheint,  den  Leser  zu  täuschen  und 
zu  dem  Glauben  zu  bringen,  er  habe  es  mit  einer  wirklichen,  selbstän- 
digen Bearbeitung  zu  thun.  Für  den  dritten  Theil,  die  graphische  Statik, 
ist  bereits  in  der  obenerwähnten  Recension  der  genaue  Nachweis  über  die 
Arbeiten ,  die  in  dieser  Weise  benutzt  worden  sind,  gegeben.  Der  Unter* 
zeichnete  glaubt  sich  daher  hier  mit  einem  genauen  Nachweis  für  den 
ersten  Theil,  die  Geometrie  der  Lage,  begnügen  zu  könnenQfcn  Grossen 
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und  Ganzen  ist  derselbe  eine  zum  Theil  mangelhafte  Uebersetzung  des 
Beye' sehen  Buches  (siehe  auch  die  Vorrede  zur  zweiten  Abtheilung  der 
zweiten  Auflage).  Für  den  zweiten  Theil  hatte  der  Verfasser  dieser 
Zeilen  die  Literatur  nicht  so  zur  Hand.  Auch  glaubte  derselbe,  dass 
durch  den  genauen  Nachweis  des  im  ersten  und  dritten  Theile  geübten 
Verfahrens  die  Art,  wie  der  Verfasser  zu  Werke  gegangen,  hinreichend 
gekennzeichnet  sei.  Denn  mit  kurzen  Worten  muss  das  Urtheil  dahin 
formulirt  werden ,  dass  der  Verfasser  mit  Bewusstsein  eine  Uebersetzung 
geliefert  und  versucht  hat,  diese  Uebersetzung  für  eine  selbständige  Be- 
arbeitung auszugeben.  Um  indessen  dies  bis  in  die  Einzelheiten  nach- 
zuweisen und  so  sein  Urtheil  zu  rechtfertigen,  giebt  der  Unterzeichnete 
eine  Uebersicht  über  den  ersten  Theil,  welche  wohl  ohne  Weiteres  ver- 
ständlich sein  wird. 

Pavaro,s§  1  S.  3  — 8,  siehe  Staudigl  S.  1— 3;  §2  8.9—13,  siehe 
Reye  I  8. 14—19  auszugsweise;  §  3  8. 14  —  20,  Beye  8. 21  —  25  wörtlich 
mit  kleinen  Auslassungen  und  Umstellung  einiger  Sätze;  §  4  S.  21  —  27 
Beye  8.  26—32  ebenso;  §  5  8.  28  —  36,  Beye  8.  32—41  fast  wörtlich; 
§  6  8.  37—51,  Beye  8.  42—55  ebenso;  Nr.  54  auf  8.  51,  Beye  8.  94; 
§7  8.  55  —  64,  Beye  S.  55-65  ebenso';  8.65  — 67,  Cr emona  S.  70-73 
fast  wörtlich;  §  8  8.  68  — 78,  Beye  8.  65— 74  wörtlich  bis  auf  Nr.  82; 
§  9  8.  79—84,  Beye  8.  74—76  wörtlich  bis  auf  8.  81,  wo  Nr.  97 
eingeschoben,  98  und  99  unwesentlich  verändert  sind;  §  10  8.  85  — 103, 
Beye  8.  77—96,  auf  S.  87  ist  ein  Einschub  von  10  Zeilen,  Nr.  106 
und  107  auszugsweise  aus  Beye  S.  78,  80,  ebenso  8.  90,  91  —  96; 
§  11  8.  104  —  112,  Beye  8.  96  —  102,  nur  Anfang  und  Ende  etwas  ver- 
ändert; §  12  8.  113  —  126,  Beye  8.  102  —  115,  anfangs  Auszug,  dann 
wörtlich;  §  13  8.  127—146,  Beye  8.  115  —  136,  einiges  hinzugesetzt 
und  ausgelassen;  §  14  8.  147—156,  Beye  S.  136  —  146  mit  einer  klei- 
nen Einschiebung;  §  15  8.  157—174,  Beye  II.  Abth.  8.  1—18  mit 
einigen  Auslassungen  und  kleinen  Einschiebungen ,  8. 175— 183,  Beye  II, 
8.  43  —  51  ebenso;  §  16  8.  184  —  189,  Beye  II,  8.  26  —  33  ebenso; 
§  17  8.  190  —  201,  Beye  II,  8.  33-43  wörtlich;  §  18  8.  202  —  209, 
Beye  II,  8.  18—  26;  8.  209—215,  Beye  II,  8.  51  -  57,  Nr.  306  ein- 
geschaltet; §  19  8.  216  —  227,  Beye  II,  8.  57—66,  Nr.  321  eingeschal- 
tet; §  20  8.228  —  233,  Staudigl  8.  352  etc.;  8.233  —  246,  Beye  II, 
8.  73  und  weiter  8.  76  —  88. 

Berlin,  December  1879.  Ohbtmann. 
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Gerold.  1  Mk.  60  Pf. 

Amesbdbr,   A.,   Ueber   vierfach    berührende   Kegelschnitte   der  Curven 

4.  Ordnung  mit  3  Doppelpunkten.  [(Akad.)  Wien,  Gerold.  40  Pf. 
Hütt,  E.,  Die  Mascheroui'schen  Constructionen.  Halle,  Schmidt.  1  Mk. 
Buth,  F.,    Ueber    eine    besondere   Erzeugungsweise    des    orthogonalen 

Hyperboloides  und  über  Büschel  orthogonaler  Kegel  und  Hyperbo- 
loide. (Akad.)  Wien,  Gerold.  1  Mk. 
Wibckb,  P.f  Vier  Curse  in  der  Geometrie.  'Cassel,  Fischer.  5  Mk. 
Glimzer,   E.,    Lehrbuch  der  Elementargeometrie.     1.  Thl.:  Planimetrie. 

Hamburg,  Nestler  &  Melle.  2  Mk. 

Hbrmbs,  O.,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Goniometrie  und  ebenen 

Trigonometrie.     Berlin,  Winckelmann  &  Sohn.  3  Mk.  60  Pf. 

Schulze,   C,    Hilfsbuch    zum  Lösen  von  Aufgaben  aus  der  Geometrie, 

Stereometrie  und  Geodäsie.    Leipzig,  0.  Wigand.         1  Mk.  50  Pf. 

Angewandte  Mathematik. 

Baoernfbind,  C.  v.,  Das  bayer.  Präcisionsnivellement.  5.  Mittheilung. 
München,  Franz.  2  Mk.  80  Pf. 

Jordan,  W.,  Hilfstafeln  für  Tachymetrie.     Stuttgart,  Metzler.       8  Mk. 

Normalhöhenpunkt  für  das  Königreich  Preussen ,  festgestellt  von  der  tri- 
gonometr.  Abtheilung  der  Landesaufnahme.   Berlin,  Mittler    .4  Mk. 

Kerbten,  O.,  Astronomische,  geodätische  und  Höhenmessungen  im  mitt- 
leren Ost-Afrika.    Leipzig,  Winter.  4  Mk.  80  Pf. 

Albbbght,  Th.,  Formeln  und  Hilfstafeln  fttr%  geographische  Ortsbestim- 
mungen.    2.  Aufl.     Leipzig,  Engelmann.  12  Mk. 

Oppolzbb,  Th.  v.,  Lehrbuch  der  Bahnbestimmung  der  Kometen  und 
Planeten.     2.  Bd.    Ebendas.  32  Mk. 

Klein,  H.,  Anleitung  zur  Durchmusterung  des  Himmels.  Braunschweig, 
Vieweg.  24  Mk. 

Martüs,  E.,  Astronomische  Geographie.    Leipzig,  Koch.  7  Mk. 

Sbbbebgbb,  6.,  Grundzüge  der  perspectivischen  Schattenlehre.  2.  Aufl. 
Begensburg,  Coppenrath.  2  Mk. 

Ribmann,  B.,  Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus.  Herausgegeben 
von  K.  Hattbndobff.     2.  Ausg.    Hannover,  Bümpler.     *    ß  Mk. 
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Plantamour  et  v.  Orff,  Determination  tSligraphique  de  la  difference  de 
longitude  entre  Geneve  et  Bogenhausen.    Basel  y  Georg.  8  Mk. 

Plantamour  et  Loerv,  Determination  Uligr.  de  la  difference  de  longitude 
entre  Geneve  et  Sirassburg.    Ebenda«.  8  Mk. 

Struve,  ö.,  Mesures  micromeiriques  des  Stoiles  doubles.  (Akad.)  Peters- 
burg und  Leipzig,  Voss.  8  Mk. 

,    Tabulae   quantitatum  BesseUanarum  pro  annis  1880   ad  1884  compu- 

tatae.     (Akad.)     Ebenda*.  2  Mk. 

Physik  und  Meteorologie. 

Crookes,  W.,  Strahlende  Materie  oder  der  vierte  Aggregatzustand. 
Deutsch  von  H.  Gbetsohbl.  Leipzig,  Quandt  &  Händel.  1  Mk.  50  Pf. 

Chwolson,  0.,  Ueber  die  Dämpfung  von  Schwingungen  bei  grösseren 
Amplituden.  (Akad.)  Petersburg  und  Leipzig,  Voss.    1  Mk.  20  Pf. 

Zöllner,  F.,  Das  Scalenphotometer;  ein  neues  Instrument  zur  mechani- 
schen Messung  des  Lichts.    Leipzig,  Staackmann.  4  Mk. 

Bünkopbr,  W.,  Analytische  Untersuchung  der  durch  eine  kleine  drei- 
eckige Oefrnung  erzeugten  Beugungserscheinungen.  Freiburg  i.  B., 
Herder.  1  Mk. 

Exnbr,  F.,  Ueber  die  Ursache  der  Elektricitätserregung  beim  Contact 
heterogener  Metalle.     (Akad.)     Wien,  Oerold.  40  Pf. 

Hassblberg,  B.,  Ueber  das  durch  elektrische  Erregung  erzeugte  Leuch- 
ten der  Oase  bei  niedriger  Temperatur.  (Akad.)  Petersburg  und 
Leipzig,  Voss.  80  Pf. 

Bete,  Th.,  Die  Wirbelstürme,  Tornados  und  Wettersäulen.  2.  Ausg. 
Hannover,  Rumpier.  6  Mk. 

Kerbten,  O.,  Magnetische  Beobachtungen  im  mittleren  Ostafrika. 
Leipzig,  Winter.  2  Mk.  40  Pf. 

Kersten,  O.,  Meteorologie  von  Sansibar.  Leipzig,  Winter.  6  Mk.  40  Pf. 


Ankündigung. 

Wir  erhielten  soeben  (23.  Mars)  eine  etwa  einen  halben  Druckbogen  starke 
Erklärung  und  Abwehr  von  Herrn  Dr.  Emil  Wohlwill  in  Hamburg  gegen  einen 
Artikel  von  Herrn  Gilbert  in  Löwen  vom  Januar  1880,  welcher  selbst  gegen  die 
Abhandlung  des  Ersteren,  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIV,  Hist.-lit.  Abth.  1-26, 
gerichtet  ist.  Da  wir  wegen  Baummangelt  Herrn  Wohl  will's  Erklärung  nicht 
früher,  als  im  VI.  Heft  dieses  Jahrganges  zum  Abdruck  bringen  können,  so  glauben 
wir  ihm  wenigstens  schuldig  zu  sein ,  unsere  Leser  einstweilen  von  dem  Eintreffen 
seiner  Aeussernng  in  Eenntniss  zu  setzen. 

Heidelberg,  23.  März  1880.  M.  Caktob. 
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Becensionen. 


Gottlob  Fbbgb,  Begriffssehrift,  eine  der  arithmetischen  nachgebildete 
Formelsprache  des  reinen  Denkens.  Halle  a.  S.,  Verlag  von 
Louis  Nebert.     1879.     88  S.     3  Mk. 

Diese  ganz  eigenartige  Schrift  —  offenbar  das  originelle  Werk 
eines  strebsamen  Denkers  von  rein  wissenschaftlicher  Geistesrichtung  — 
verfolgt  eine  Tendenz ,  welche  dem  Becensenten ,  der  sich  selbst  auch  in 
verwandten  Richtungen  versuchte,  natürlich  höchst  sympathisch  ist.  Ver- 
spricht dieselbe  doch,  dem  von  Leibniz  aufgestellten  Ideale  einer  Pasi- 
graphie  näher  zu  treten,  das  von  seiner  Verwirklichung,  so  grosses  Ge- 
wicht auch  von  diesem  genialen  Philosophen  auf  sie  gelegt  wurde,  doch 
immerhin  noch  so  weit  entfernt  geblieben  ist! 

Der  Umstand,  dass  eine  vollendete  Pasigraphie,  Charakteristik  oder 
allgemeine  Begriffsschrift  auch  heute  noch  nicht  existirt,  dürfte  es  recht- 
fertigen, dass  ich  vorweg  zu  sagen  versuche,  was  darunter  zu  verstehen 
ist.  Fast  möchte  ich  sagen :  „ dass  ich  es  auszusprechen  riskire".  Denn 
in  dem  weiteren  Verfolg  von  dergleichen  Idealen,  namentlich,  wenn  es 
einmal  glückt,  denselben  wesentlich  näher  zu  treten,  findet  man,  wie  die 
Geschichte  lehrt,  sich  häufig  veranlasst,  die  ursprünglichen  sehr  bedeutend 
zu  modificiren.  Man  beginnt  vielleicht,  auf  anfänglich  als  nebensächlich 
Erachtetes  oder  Uebersehenes  gerade  das  Hauptgewicht  zu  legen;  ge- 
nöthigt  sieht. man  sich,  von  als  unmöglich  Erkanntem  abzustehen,  mit 
der  Wirklichkeit  Compromisse  zu  schliessen,  nicht  zu  reden  auch  von 
neuen  Zielen,  die  sich  unterwegs  als  begehrenswerth  und  in  vielleicht 
ungeahnter  Weise  erreichbar  darstellen  mögen. 

Ich  glaube  mich  von  der  historischen  Auffassung  nicht  zu  entfernen, 
wenn  ich  das  Problem  dahin  formulire  —  nötigenfalls  gesondert  auf 
den  verschiedenen  elementaren  Wissensgebieten  — :  mittelst  weniger, 
einfacher,  völlig  bestimmter  und  übersichtlich  classi  ficirter 
Operationen  alle  zusammengesetzteren  Begriffe  aus  mög- 
lichst wenigen  (ihrem  Umfange  nach  unzweifelhaft  begrenz- 
ten) Grund  begriffen  (Kategorien)  auch  äussert  ich  aufzubauen. 

Bei  einem  Ideale  ist  der  Hinweis  auf  ein  schon  wirkliches  Vorbild  nicht 
unpassend;  ich  möchte  also  einen,  wenn  ich  mich  recht  erinnere,  schon 
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von  Leibniz  gebrauchten  Vergleich  benutzend  hinzufügen:  analog,  wie 
etwa  die  zusammengesetzten  Zahlen  durch  Multiplication  aus  den  Prim- 
zahlen hervorgehen  —  oder  auch ,  wenn  man  will :  auf  ähnliche  Weise,  wie 
die  natürlichen  Zahlen  überhaupt  durch  multiplicative  und  additive  Ver- 
knüpfung aus  den  elf  ersten  derselben  im  dekadischen  System  zusammen- 
gesetzt werden.  —  Beiläufig  sind  in  neuerer  Zeit  allerdings  wieder  mehrere 
Werke  erschienen«  welche  sich  mit  der  Aufstellung  der  Kategorien  he- 
schäftigen.  Es  dürfte  jedoch  dergleichen  Schematisirungen  nur  ein  unter- 
geordneter Werth  zuzuerkennen  sein,  so  lange  —  was  ich  bei  denselben 
vermisse  —  der  Nachweis  unterlassen  ist,  dass  in  der  That  durch  die 
Verknüpfung  der  ebendaselbst  aufgestellten  Grundbegriffe  die  übrigen 
Begriffe  sich  alle  ergeben,  so  lange  also  auch  die  Untersuchung  darüber 
fehlt,  welche  verknüpfenden  Operationen  dabei  in  Betracht  kommen  und 
welchen  Gesetzen  die  Verknüpfungen  unterliegen. 

Wenn  nun  aller  früheren  und  auch  des  vorliegenden  jüngsten  Ver- 
suches ungeachtet  der  Gedanke  def  Pasigraphie  noch  immer  nicht  in 
einem  annähernd  befriedigenden  Sinne  realisirt  worden,  so  ist  doch  an- 
dererseits auch  noch  nicht  die  Unmöglichkeit  des  Unterfangens  zu  Tage 
getreten,  vielmehr  immer  noch  einer,  wenn  auch  entfernten  Hoffnung 
Baum  gegeben ,  durch  Präcisirung  der  vorhandenen  oder  auch  Ausbildung 
einer  besonderen  wissenschaftlichen  Kunstsprache  ein  festes  Fundament 
zu  gewinnen,  in  der  Anlehnung  an  welches  es  einst  möglich  würde,  aus 
dem  Wirrsal  der  philosophischen  Controversen ,  Terminologien  und  Systeme 
herauszukommen ,  deren  Widerstreit  oder  Discrepanz  doch  (wie  wohl  all- 
gemein anerkannt  sein  dürfte)  vor  Allem  der  mangelnden  Bestimmtheit 
der  Grundbegriffe  zuzuschreiben ,  fast  ganz  den  Unvollkommenheiten  der 
Sprache  zur  Last  zu  legen  ist ,  in  welcher  man  von  vornherein  genothigt 
ist,  zu  argumentiren. 

In  dem  Sinne,  den  ich  durch  vorstehende  Bemerkungen  anzudeuten 
versuchte,  muss  nun  allerdings  gesagt  werden ,  dass  die  „ Begriffsschrift u 
von  Frege  in  ihrem  Titel  zu  viel  verspricht  —  genauer:  dass  letzterem 
der  Inhalt  überhaupt  nicht  entspricht.  Statt  nach  der  Seite  der  „all- 
gemeinen Charakteristik <l  neigt  sich  dieser  —  dem  Verfasser  vielleicht 
selbst  unbewusst  —  vielmehr  entschieden  nach  der  Seite  des  „calculus 
ratiocinator"  von  Leibniz  hin  und  nimmt  das  Werkchen  in  dieser  letz- 
teren Richtung  einen  Anlauf,  den  ich  sehr  verdienstlich  nennen  würde,  wenn 
nicht  ein  grosser  Theil  dessen ,  was  dasselbe  erstrebt ,  bereits  von  anderer 
Seite  und  zwar  in  —  wie  ich  nachweisen  werde  —  unzweifelhaft  an- 
gemessenerer Weise  geleistet  wäre. 

Die  Schrift  ist  klar  und  frisch  geschrieben,  auch  reich  an  scharf- 
sinnigen Bemerkungen.  Die  Beispiele  sind  treffend  und  ich  habe  fast 
alles  Beiwerk  der  Frege 'sehen  Theorie,  wie  z.B.  die  vorzüglich  ge- 
schriebene Einleitung,   mit  wirklichem  Vergnügen   gelesen,   wogegen  ich 
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über  den  Hauptinhalt  —  die  Formelschrift  selbst  —  kein  so  bedingungs- 
loses Urtheil  fällen  kann.  Der  an  der  Methodik  des  Denkens  Interesse- 
nehmende wird  jedoch  ans  dem  Durchgehen  der  Schrift  mannigfache  An- 
regung schöpfen  und  ich  bemerke  ausdrücklich,  dass  mir  dieselbe  werth 
scheint,  zum  näheren  Studium  empfohlen  zu  werden,  ungeachtet  der 
mehrfachen  und  zum  Theil  schwerwiegenden  Ausstellungen,  welche  ich 
nun  in  objectiver  Hinsicht  auch  mit  vorzubringen  habe. 

In  erster  Linie  finde  ich  an  der  Schrift  auszusetzen,  dass  dieselbe 
sich  zu  isolirt  hinstellt  und  an  Leistungen ,  welche  in  sachlich  ganz  ver- 
wandten Richtungen  —  namentlich  von  Boole  —  gemacht  sind,  nicht 
nur  keinen  ernstlichen  Anschluss  sucht,  sondern  dieselben  gänzlich  un- 
berücksichtigt lässt.  Die  einzige  auf  dergleichen  entfernt  abzielende  Be- 
merkung des  Verfassers  ist  der  Ausspruch  auf  S.  IV  der  Einleitung, 
lautend:  „Jene  Bestrebungen,  durch  Auffassung  des  Begriffs  als  Summe 
seiner  Merkmale  eine  künstliche  Aehnlichkeit44  (sc.  zwischen  der  arithme- 
tischen und  der  logischen  Formelsprache)  „herzustellen,  haben  mir  dabei 
durchaus  fern  gelegen."  Dieser  Ausspruch  giebt  schon  allein  der  Ver- 
muthung  eine  gewisse  Wahrscheinlichkeit,  welche  noch  anderweitige  Be- 
stätigung gewinnt,  dass  Verfasser  von  „jenen  Bestrebungen  "  eine  irrige, 
lediglich  wegen  mangelnder  Kenntniss  derselben  geringe  Meinung  habe. 

Es  sei  hier  erwähnt,  dass  die  Schrift  bereits  von  anderer  Seite 
recensirt  worden  ist  —  Kurt  Lasswitz,  Jenaer  Literaturzeitung, 
Jahrg.  1879  Nr.  18,  S  245  flg.  Mit  dieser  sehr  wohlwollend  gehaltenen 
Rpcension  kann  ich  zwar  in  manchen  Punkten  übereinstimmen;  indem 
ich  mir  jedoch  gestatte,  auch  auf  sie  hier  einen  Seitenblick  zu  werfen, 
muss  ich  rügen,  dass  dieselbe  bei  ihrer,  Boole's  Richtung  speciell  be- 
treffenden Auslassung  in  der  angedeuteten  irrigen  Auffassung  noch  viel 
weiter  geht,  als  der  Verfasser. 

„Einseitig14  ist  die  Boole1  sehe  Theorie  freilich,  wie  es  überhaupt 
jede  auf  specialwissenschaftlichem  Gebiet  sich  bewegende  Untersuchung 
naturgemäss  ist;  sie  leistet  lange  nicht  Alles,  was  man  wünschen  könnte, 
und  wird  noch  vielseitiger  Weiterentwickelung  bedürfen.  Dagegen  „be- 
ruht41 dieselbe,  so  lange  der  Beweis  des  Gegen theils  nicht  speciell  erbracht 
ist,  weder  auf  einer  „unzulässigen  Auffassung  des  Begriffs44,  noch  über- 
haupt auf  „bedenklichen44  Voraussetzungen  (vgl.  meine  unten  folgende 
Auseinandersetzung). 

Am  wirksamsten  möchte  aber  zur  Richtigstellung  der  Ansichten  die 
weiterhin  begründete  Bemerkung  beitragen,  dass  die  F rege1  sehe  „Be- 
griffsschrift44 gar  nicht  so  wesentlich  von  Boole's  Formelsprache  sich 
unterscheidet,  wie  die  Jenaer  Recension  (vielleicht  auch  der  Verfasser) 
für  ausgemacht  annimmt. 

Mit  Ausnahme  des  auf  S.  15 — 22  über  „die  Function41  und  „die 
Aligemeinheit41  Gesagten  und  bis  zu  dem  auf  S.  55  beginnenden  Anhange 
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ist  jene  nämlich  der  Gründung  einer  Formelsprache  gewidmet,  welche 
sich  wesentlich  deckt  mit  Boole's  Darstellungsweise  von  und  Rechnung 
mit  Urth eilen,  und  welche  sicher  nach  keiner  Richtung  mehr  leistet. 
Diesem  ihrem  Hauptinhalte  nach  könnte  man  die  „  Begriffsschrift "  geradezu 
eine  Umschreibung  der  Booleschen  Formelsprache  nennen;  der 
Form  nach  ist  jene  allerdings  bis  zur  Unkenntlichkeit  und  nicht  zu  ihrem 
Vortheile  von  dieser  verschieden,  wie  schon  gesagt,  auch  zweifelsohne 
vollkommen  unabhängig  —  nur  zu  unabhängig  —  davon  entstanden. 
Wenn  des  Verfassers  Schreibweise  vor  der  Booleschen  selbst  einen 
Vorzug  besitzen  sollte,  der  mir  entgangen  ist,  so  hat  sie  doch  einen 
Nachtheil  gewiss.  Ich  denke,  jedem  mit  beiden  Vertrauten  muss  sie  vor 
Allem  den  Eindruck  machen,  die  vielen  schönen,  wirklichen  und  echten 
Analogien,  welche  die  logische  Formelsprache  mit  der  arithmetischen 
naturgemäss  besitzt,  zwar  nicht  geflissentlich,  aber  doch  „künstlich "  zu 
verdecken!  In  dem  Zusatz  der  Titelworte:  „eine  der  arithmetischen 
nachgebildete  Formelsprache...11  erblicke  ich  denjenigen  Punkt,  in  wel- 
chem die  Schrift  am  wenigsten  ihrem  Aushängeschild  entspricht  und  in 
welchem  gleichwohl  ein  viel  vollkommneres  Entsprechen  erzielbar  wäre 
—  eben  durch  die  versäumte  Annäherung  an  die  vorgängigen  Arbeiten. 
Wenn  die  „  Nachbildung u  in  der  That  dem  unbefangenen  Blick  in  weiter 
Nichts  zu  bestehen  scheint,  als  dass  hier,  wie  dort  Buchstaben  ver- 
wendet werden,  so  scheint  mir  dies  nicht  hinlänglich  das  verwendete 
Attribut  zu  rechtfertigen. 

Um  nun  meine  obigen  Behauptungen  zu  begründen  und  die  Formel- 
sprache selbst  kritisch  beleuchten  zu  können,  kann  ich  nicht  umhin,  die 
Grundbegriffe  des  Logikcalculs  als  bekannt  vorauszusetzen.  Ueber  die 
Literatur  dieser  Disciplin,  von  welcher  ich  ebenfalls  eine  Darstellung 
gegeben,  finden  sich  am  Schlüsse  umfassende  Angaben.  Anstatt  einfach 
auf  meine  Schrift6)  daselbst  zu  verweisen,  will  ich  indess  gerade  im 
Hinblick  auf  die  von  anderer  Seite  geäusserten  Bedenken  das  Wenige, 
was  zum  Verständniss  des  Nachfolgenden  un erlässlich  ist,  hierselbst  aus- 
einandersetzen. 

Als  eine  Propädeutik  des  Logikcalculs  kann  man  den  Calcul  der 
Identität  von  Gebieten  einer  Mannigfaltigkeit  hinstellen.  Dieser 
ist  eine  rein  mathematische  Disciplin ,  deren  Sätzen  vollkommene  Evidenz 
und  Correctheit  rückhaltslos  zuzuerkennen  ist.  Von  ihm  führt  dann  ein 
blosser  Wechsel  in  der  Interpretation  oder  Deutung  der  Symbole  zu  dem 
derzeitigen,  in  Hinsicht  der  Technik  ganz  mit  ihm  zusammenfallenden 
Logikcalcul  hinüber. 

Es  sei  eine  Mannigfaltigkeit  von  Elementen  gegeben  —  z.  B.  die 
der  Punkte  einer  beliebig  begrenzten  oder  auch  unbegrenzten  Ebene. 
Buchstaben  wie  ö,  by  c,  ...  sollen  beliebige  Gebiete  bedeuten ,  welche  ganz 
dieser  Mannigfaltigkeit  angehören ,  also  —  für  unser  Beispiel  —  gemein- 
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hin   zn  reden,    irgendwelche  Theile   der   Fläche.     Diese   Gebiete  sollen 
nur  dann  einander  gleich  gesetzt  werden,  wenn  sie  identisch  sind. 

Von  Maassbeziehnngen  soll  gänzlich  abgesehen  werden.  (Der  Mathe- 
matiker ist  so  sehr  gewohnt,  mit  Buchstaben  die  Idee  der  Maasszahl 
einer  Grösse  zu  verknüpfen,  dass  für  den  Anfänger  in  unserem  Calcul 
eine  bewnsste  Anstrengung  erforderlich  ist,  sich  von  dieser  Gewöhnung 
zu  emancipiren,  und  gleichwohl  ist  dieselbe  keine  von  Natur  gegebene, 
sondern  in  der  Schule  mühsam  anerzogen  worden.  Also  a  bedeutet  das 
Flächengebiet  selbst,  nicht  aber  dessen  Maasszahl.) 

Das  ganze  Gebiet  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  wird  mit  1  be- 
zeichnet; als  „  Negation u  von  a  wird  mit  ax  dasjenige  Gebiet  bezeichnet, 
welches  a  zu  der  ganzen  Mannigfaltigkeit  ergänzt.  Der  0  wird  ein  sup- 
ponirtes  Gebiet  der  Mannigfaltigkeit  gleichgesetzt,  wenn  sich  herausstellt, 
dass  dasselbe  gar  kein  Element  mit  letzterer  gemein  hat,  also  als  Gebiet 
derselben  eigentlich  nicht  existirt. 

Wenn  nun  unter  a.b  (oder  ab)  dasjenige  Gebiet  verstanden  wird, 
welches  den  Gebieten  a  und  b  gemeinsam  ist,  in  welchem  diese  sich  also 
gegenseitig  durchdringen ,  und  unter  a  +  b  dasjenige  Gebiet ,  zu  welchem 
dieselben  sich  gegenseitig  ergänzen,  so  ist  evident,  dass  die  so  erklärten 
Operationen  der  ,,  logischen  **  Multiplication  und  Addition  gerade  so  gut 
commutativ  und  associativ  sind,  wie  die  gleichnamigen  arithmetischen, 
was  durch  die  Formeln  auszudrücken  ist: 

abt=ba,  a(bc)  =  (ab*)c%  a  +  b  =  b  +  at  a  +  (6  +  c)  =  (a  +  b)  +  c. 
Hiernach  können  bei  Producten  oder  Summen  aus  mehreren  einfachen 
Operationsgliedern  die  Klammern  weggelassen  werden.  Ferner  ist  evi- 
dent, dass  die  beiden  Operationen  in  distributivem  Zusammenhang  mit 
einander  stehen,  aber  nicht  nur  einseitig  (wie  die  arithmetischen),  son- 
dern gegenseitig ,  so ,  wie  es  die  Formeln  ausdrücken :  a .  (b  +  c)  =  (a .  6) 
+  (a .  c)  und  a  +  {b .  c)  =  (a  +  b) .  (a  +  c).  Die  Priorität  der  letzteren 
Wahrnehmung,  welche  ich  unabhängig  ebenfalls  gemacht  hatte,  kommt 
dem  Amerikaner  C  S.  Peirce  zu  [vgl.  4)  I]. 

Eine  Summe  kann  offenbar  nicht  anders  verschwinden,  als  indem 
ihre  sämmtlichen  Terme  für  sich  =  0  werden ;  ein  Product  kann  nur  dann 
=  1  sein,  wenn  auch  jeder  Factor  es  ist.  Desgleichen  gelten  als  un- 
mittelbar ersichtliche  die  kleinen  in  den  Formeln  dargestellten  Sätze: 

a  +  ab  =  a,  a(a  +  b)  =  a,  aa  =  a,  a+a  =  a, 
welche  in  der  Arithmetik  kein  Analogon  besitzen;  hiervon  ist  besonders 
der  erste  zu  merken ,  nach  welchem  Terme  einer  Summe ,  die  in  anderen 
„enthalten"  (raiti inbegriffen)  sind,  wie  ab  in  a  (!),  jeweils  unterdrückt 
werden  dürfen.  U  eher  zeugt  man  sich  noch  —  etwa  durch  Anschauung 
der  Flächengebiete  —  von  der  Giltigkeit  der  Formeln 

a.l=<i,     a+0=a,     a.0«=0,     a  +  l  =  l,byC 
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▼od  welchen  nur  die  drei  ersten  auch  in  der  Arithmetik  zutreffen*,  so- 
dann von  den  die  Negation  betreffenden  Sätzen 

a.ö1  =  0>  0  +  ^  =  1,  (a1)l  =  a,  (a .  6^  =  ^  +  6t ,  (fl  +  4)i  =  «i.ftp 
deren  beide  letzten  theilweise  schon  von  Boole  and  Jevons1),  voll- 
ständig erst  von  Rob.  Grassmann  ausgesprochen  sind,  —  so  hat  man 
alles  zum  Verstand niss  des  Nachfolgenden  und  schon  zahlreicher  schöner 
Anwendungen  des  Logikcalculs  —  wie  8)  —  Erforderliche  gewonnen. 

In  den  eigentlichen  Logikcalcul,  genauer  den  ersten  Theil  desselben, 
oder  die  Rechnung  mit  (hinsichtlich  ihres  Umfanges  ins  Auge  ge- 
fassten)  Begriffen  geht  nun  die  vorstehende  propädeutische  Disciplin 
über,  wenn  man  unter  a,  6,  ...  bezüglich  die  „Classen"  derjenigen 
Individuen  versteht,  welche  zu  der  Kategorie  der  zu  untersuchenden  Be- 
griffe gehören,  mithin  deren  Umfang  ausmachen,  wobei  dann  1  die  Man- 
nigfaltigkeit aller  der  Objecto  des  Denkens  bedeuten  wird ,  welche  in  die 
Sphäre  eines  dem  Untersuchungsgebiet  angehörigen  Begriffes  hineinfallen 
(eventuell  Boole's  ganzer  „universe  of  discourse"  oder  „o/"  thought"*). 
Der  logischen  Multiplication  entspricht  dann  die  sogenannte  „Determi- 
nation" eines  Begriffes  durch  einen  anderen**,  der  Addition  entspricht 
die  collective  Zusammenfassung. 

In  dem  gänzlichen  Absehen  vom  „Inhalte"  der  Begriffe  liegt  nun 
allerdings  eine  Einseitigkeit.  Es  soll  auch  nicht  behauptet  werden ,  dass 
obiger  Calcul  die  ganze  Logik  sammt  ihrer  etwaigen  künftigen  Weiter- 
entwickelung zu  ersetzen  habe.  Indessen  lässt  er  doch  den  grössten 
Theil  der  bisherigen  formalen  Logik  in  einem  neuen  und  wunderbar 
klaren  Lichte  erscheinen. 

Jene  Einseitigkeit  ist  aber  dadurch  motivirt,  ja  für  die  nächsten 
Ziele  gerechtfertigt ,  dass  viele  Begriffe  von  unzweifelhaft  begrenztem  Um- 
fange dem  Inhalte  nach  gar  nicht  existiren.  So  die  meisten  ursprünglich 
durch  Verneinung  entstandenen,  indem  es  z.  B.,  wie  H.  Lotze*** 
witzig  bemerkt,  für  den  menschlichen  Geist  eine  ewig  unerfüllbare  Auf- 
gabe bleibt,  von  Allem,  was  nicht  ein  Mensch  ißt,  also  von  Dreieck, 
Wehmuth  und  Schwefelsäure,  die  gemeinsamen  Merkmale  zu  abstrahiren 
und  in  dem  Begriffe  „  Nichtmensch "  zu  vereinigen. 


*  Die  Wahl  des  Symbols  a>  statt  1,  welchem  Wundt8)  den  Vorzug  geben 
möchte,  würde  uns  auch  der  ersten  von  den  drei  erwähnten  Formeln  berauben, 
wofür  allerdings  die  vierte,  minder  geläufige  dann  der  Arithmetik  conform  würde. 
Jenes  Symbol  wäre  zudem  für  alle  endlichen  Mannigfaltigkeiten  ebenso  unpassend, 
als  für  die  unendlichen  das  von  ihm  beanstandete  Symbol  1.  Auf  Beibehaltung 
des  letzteren  drängen  ausserdem  die  Anwendungen  der  Disciplin  auf  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung ganz  unzweifelhaft  hin. 

**  Mit  dieser  Behauptung  stellt  sich  neuerdings  Wundt9)  in  Widerspruch  — 
ein  Punkt,  auf  den  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  einzugehen  beabsichtige. 
~*  Logik,  Leipzig,  W4. 
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Mit  dem  eben  charakterisirten  Theil  des  Logikcalculs,  d.  i.  der 
B  o  o  l  e '  sehen  Rechnung  mit  B  e  g  r  i  f  f  e  n ,  hat  nun  F  r e  g e '  s  „ Begriffsschrift14 
in  der  That  fast  Nichts  gemein*.  Wohl  aber  mit  dem  aweiten  Theile,  der 
Booleschen  Rechnung  mit  Urth eilen.  Zu  dieser  führt  folgende 
einfache  Ueberlegung  hinüber.  Der  Calcul  mit  Gebieten  ist  auch  an- 
wendbar auf  Streckengebiete  einer  Geraden.  Ebenso  ist  er  anwendbar 
auf  Zeiträume,  wenn  diese  wieder  nicht  gemessen  gedacht  werden 
sondern  einfach  aufgefasst  werden  als  die  Mannigfaltigkeiten  (Classen) 
der  in  ihnen  enthaltenen  (individuellen)  Augenblicke  oder  auch  beliebigen 
Zeittheile. 

Jede  Untersuchung  geht  wohl  von  gewissen  Voraussetzungen  aus, 
welche  im  ganzen  Verlauf  derselben  beständig  als  erfüllt  angenommen 
werden.  Die  1  bedeute  jetzt  —  um  die  Ewigkeit  thunlichst  hier  aus 
dem  Spiele  zu  lassen  —  den  Zeitraum,  während  dessen  die  Voraussetz- 
ungen einer  zu  führenden  Untersuchung  verwirklicht  sind.  Unter  a,  6,  c, . . . 
denke  man  sich  nunmehr  Urtheile  [Aussagen,  Behauptungen  —  eng- 
lisch passend  „Statements"  vgl.  8)]  und  zugleich,  sobald  man  Formeln 
bildet  oder  rechnet  (unter  Vollziehung  eines  kleinen  Bedeutungs- 
wechsels), die  Zeiträume,  während  deren  diese  Aussagen  be- 
züglich wahr  sind.  Alsdann  ist  von  vornherein  einleuchtend ,  dass 
man  im  Stande  sein  wird,  die  gleichzeitige  Geltung  und  gegenseitige 
Ausschliessung,  auch  das  einseitige  Zurfolgehaben  (Bedingen)  der  ver- 
schiedensten Aussagen  durch  Formeln  oder  Gleichungen  darzustellen,  in 
welchen  die  Gesetze  des  Logikcalculs  massgebend  sind.  Die  nachfolgen- 
den Anwendungen  werden  dies  zur  Genüge  veranschaulichen ,  und  können 
wir  jetzt  dazu  schreiten,  den  Haupttheil  der  Frege' sehen  Schrift  zu 
betrachten,  welche  in  dem  Abschnitt  „Darstellung  und  Ableitung  einiger 
Urtheile  des  reinen  Denkens "  gipfelt. 

Zu  dem  Ende  muss  ich  zuerst  einige  der  einfachsten  Schemata  des 
Verfassers  vorführen  und  erläutern. 

Mit  | — a  bezeichnet  Frege,  dass  a  gilt,  was  nach  Obigem  mit 
Boole  durch  a  =  l  oder  ax  =  0  darzustellen  ist.  Mit  Yrb  bezeichnet 
Jener,  dass  b  nicht  gilt,  d.  h.  dass  bx  =  1  oder  6  =  0  ist.  (Es  versteht 
sich,  dass  man  die  letzteren  Schreibweisen  auch  rein  conventionell  ein- 
führen könnte,  um  die  Wahrheit,  resp.  Unwahrheit  einer  Aussage  dar* 
zustellen  —  ganz  ohne  die  oben  nach  Boole  vermittelungs weise  ein- 
geführten Zeiträume  mit  in  Betracht  zu  ziehen,  wie  dies  u.  a.  McColi8) 
thut.)     Mit  dem  ersten  der  Schemata: 


*  Auch  in   dieser  Hinsicht  ist  der  Titel  nicht  oorreot  und  wäre  eigentlich 
durch  „Urtheilsscbrift"  zu  ersetzen. 
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stellt  Frege  die  Aussage  dar:  Wann  b  gilt,  dann  gilt  (wenn  auch  nicht 
gerade  noth wendig,  so  doch  wenigstens  factisch)  auch  a,  d.  h.  in  der 
Schreibweise  des  Logikcalculs  a^=0  oder  anch  a  ■+■  bt  =  1  —  zwei 
Gleichungen,  von  denen  die  erste  aussagt,  dass  der  Fall,  wo  6  gilt,  zu- 
gleich aber  a  nicht  gilt,  nicht  vorkomme;  die  zweite  hebt  hervor,  dass 
die  Fälle,  wo  a  gilt  oder  b  nicht  gilt,  die  allein  möglichen  sind. 
Die  eine  Gleichung  würde  sich  auch  durch  Negation  (genauer  Opposition) 
aus  der  andern  ableiten  lassen ,  da  (^  b\  ==  a  +  bt  und  0t  =  1  ist. 

Mit  dem  zweiten  Schema  stellt  der  Verfasser  die  Aussage  dar:  Wann 
b  und  c  zugleich  gelten,  dann  gilt  auch  «,  d.  h.  ^6^  =  0  oder 
a  +  bl  +  el^=l. 

Bei  dem  dritten  Schema,  welches  für  die  Schrift  von  fundamentaler 
Bedeutung  ist ,  macht  der  Verfasser  leider  einen  Fehler  (S.  7  — -  übrigens 
der  einzige,  der  mir  im  ganzen  Buche  aufgefallen):  er  giebt  zwei  Er- 
klärungen ,  die  einander  nicht  decken  und  von  denen  nur  die  zweite  die 
richtige,  im  Einklang  mit  allen  fernerhin  gemachten  und  beabsichtigten 
Anwendungen  befindliche  ist.  Die  Einkleidung  in  Worte  ist  bei  der 
durch  dieses  Schema  darzustellenden  Behauptung  zudem  verfänglich  wegen 
der  Synonymit&t  der  Conjunctionen  „wenn"  und  „wann44  (sive  „sobald ", 
„falls",  „immer  dann,  wenn"  etc.),  die,  häufig  für  einander  setzbar, 
hier  einen  wesentlich  verschiedenen  Sinn  geben.  Aus  diesem  Grunde  ist 
es  aber  auch  lehrreich,  einen  Augenblick  hierbei  zu  verweilen.  Das 
Schema  soll   die  Behauptung  |—  a,    d.  h.   dass   a  gilt,    knüpfen  an   die 

nach  dem  ersten  Schema   dargestellt  gedachte  Voraussetzung  I    |  * 

oder  ftjC  =  0;  es  sagt  also:  Es  gilt  a,  sobald  b  gilt,  wann  c  gilt.  Noch 
genauer:  Nehmen  wir  die  Voraussetzung  des  Satzes  als  erfüllt  an,  so  ist 
die  Möglichkeit  von  blc  (d.  h.  Geltung  von  c  ohne  die  von  b)  aus- 
geschlossen; es  bleiben  dann  nur  die  Möglichkeiten  übrig,  die  wir  in 
(A,  c)j  =  b  -+-  ct  =  b  cx  ■+■  b  c  +  bx  ci  =  b  c  +  cx  verschiedentlich  zusammen- 
fassen können.  Für  alle  diese  noch  übrigen  Möglichkeiten  solle  nun  a 
gelten.     Dieses  spricht  mithin  die  Gleichung  aus 

ai  (Pi  c)i  ^  0 ,  m.  a.  W.  ax  (b  +  Cj)  =  0  oder  auch  a  +  b%  c  =  1. 
(Erwähnter  Fehler  des  Verfassers  besteht  im  Grunde  nur  darin ,  dass  er 
die  Negation  von  bxc  in  der  ersten  Gleichung  wegläset,  also  alblc  =  0 
als  erste  Interpretation  seines  Schemas  angiebt,  indem  nach  dem  Wort- 
laut dasselbe  „den  Fall  leugnet,  wo  c*  bejaht  wird,  b  und  a  aber  ver- 
neint werden  ".) 


*  Ich  bediene  mich  hier  anderer  Buchstaben ,  da  mir  die  häufig  von  dem  Ver- 
fasser ganz  unnötigerweise  beliebte  Abwechselung  in  der  Wahl  der  Buchstaben 
(▼gl.  z.  B.  S.  28  und  24)  nur  die  Uebersicht  zu  erschweren  und  einigermassen  gegen 
den  guten  Geschmack  zu  Verstössen  scheint. 
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Würden  wir  jetzt  als  Bedeutung  des  Schemas  die  Aassage  hinstellen : 
„wenn  b  von  c  bedingt  wird,  so  gilt  a",  was  sich  der  zweiten  (richtig 
▼erstanden  immerhin  correcten)  Interpretation  des  Verfassers  ziemlich 
genau  anschließet,  so  würde  es  dem  gemeinen  Verstände  unfassbar  er- 
scheinen, dass  dieser  Satz  völlig  gleichbedeutend  ist  mit  diesen  beiden 
zusammengenommen:  „wenn  b  gilt,  gilt  a",  sowie  auch:  „wenn  c  nicht 
gilt,  so  gilt  alt.  Und  doch  verhält  sich  dies  so,  da  in  der  That  die 
Gleichung  at(b  +  cx)  =  0  zerfällt  in  die  beiden  axb  =  0  und  at  ct  =  0.  Die 
Schwierigkeit  rührt  daher,  dass  durch  die  Fassung  des  Satzes  —  sowohl 
durch  den  Gebrauch  der  Partikel  „wenn44  statt  „so  oft",  als  auch  durch 
die  Bezeichnung  der  Beziehung  als  ein  Bedingtsein  (bei  Fr.  eine  „  not- 
wendige Folge11)  —  der  Leser  disponirt  wird  zu  folgender  Auffassung: 
Entweder  wird  b  von  c  stets  (gewissermassen  ursächlich)  bedingt,  und 
dann  gilt  gewiss  a,  oder  Jenes  ist  nicht  durchaus  der  Fall,  und  dann  ist 
die  Aussage  inhaltlos,  giebt  uns  keinerlei  Information  über  die  Geltung 
oder  Nichtgeltung  von  «•  Letzteres  sollte  eben  nicht  gemeint  sein  — 
im  Gegentheil :  auch  wenn  das  Bedingtsein  des  b  durch  c  zeitweise  nicht 
zutrifft,  soll  doch  für  die  anderen  Fälle  das  Schema  noch  Etwas  aus- 
sagen, behaupten,  dass  a  gelte.  Die  conditionale  Fassung*  verleitet  also 
zu  einer  Auffassung  der  Prämisse  als  einer  allgemein  giltigen,  die  hier 
nicht  beabsichtigt  sein  sollte,  zu  einer  Unterstellung  von  „Allgemeinheit" 
—  über  welche  letztere  der  Verfasser  übrigens  später  (S.  19)  noch  sehr 
berechtigte  Betrachtungen  anstellt. 

Um  nun  z.B. das  disjunctive „oder" darzustellen,  nämlich  auszudrücken, 
dass  a  oder  aber  b  gelte,  bedarf  Verfasser  des  Schemas: 
was  gegenüber  der  Booleschen  Schreibweise:  abl  +  a1b  =  l 
oder  auch  ab  +  alb1  =  0  entschieden  schwerfällig  erscheint. 

Von  der  „Darstellung  ...  einiger  Urtheile  des  reinen 
Denkens"  führe  ich  zur  Veranschaulichung  ein  Beispiel  an. 
Soll  heissen :  wenn  a  von  b  und  c ,  sowie  b  von  c  bedingt 
wird  und  c  gilt,  so  gilt  a.  Nach  Boole  wäre  dies  so 
darzustellen:  wenn  a1bc  =  0  und  6^  =  0,  so  ist  auch 
11^  =  0.     Beweis: 

ax  c  =^  a !  (b  -f-  b  x )  c  =  ax  b  c  ■+■  at .  bx  c  =  0  +  ax .  0  =  0 . 

Doch  können  wir  das  Ganze  auch  in  einer  Formel  schreiben,  näm- 
lich nach  Belieben: 

a  +  ci  +  ^ic+Äi*c  =  l  oder  auch  ajc(6  +  ct)  (a  +  61  +  c1)  =  0. 
Die  letzte  Form  ist  am  bequemsten  (durch  Ausmultipliciren)  als  Iden- 
tität zu  verificiren,   da  hierbei  immer  Factoren  zusammenkommen,  die 
als  Negationen  von  einander  sich  gegenseitig  ausschliessen  und  das  Pro- 
duct  0  geben.     Aus  der  letzten  Form  liest  man  auch  (von  rechts  nach 


*  Kürzehalber  muss  ich  mich  dieser  Fassung  nachher  doch  noch  bedienen. 
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links  gehend)  bequem  die  vom  Verfasser  gewünschte  Interpretation  her- 
aus, indem  man  nur  zur  Richtschnur  nimmt,  dass,  wenn  in  einem  der 
Null  gleichgesetzten  Prodacte  ABC  ...  =0  einige  Factoren  ...  CyB  gleich 
1  gesetzt,  d.  h.  als  wahr  angenommen  werden,  (das  Product)  der  übrige(n) 
A  verschwinden,  d.  h.  Ax  wahr  sein  mnss. 

Wenn  Jemand  einen  Vorzug  der  F rege1  sehen  Schreibweise  darin 
erblicken  wollte,  dass  derselbe  sich  nur  einer  einheitlichen  Verknüpfungs- 
weiße seiner  Urtheils-  (oder  besser  Schlnss -) Glieder  bediene,  während 
Boole's  Calcul  ausser  der  (ja  auch  vom  Verfasser  vollauf  verwendeten) 
Negation  zweierlei  verknüpfender  Operationen  (+  und  X)  bedürfe,  so 
kann  damit  gedient  werden ,  dass  der  letztere  Jenes  ebenfalls  zu  leisten 
vermag,  uud  zwar  auf  vier  Arten.  Rein  multiplicativ  geschrieben  lautet 
z.  B.  die  letztere  Formel:  «1c(61c)1(a16c)1  =  0  und  die  Opposition  würde 
hierzu  auch  eine  rein  additive  Formel  liefern.  Andererseits  hindert 
Nichts,  da  eine  Gleichung,  doch  selbst  eine  Behauptung  ist,  auch  eine 
solche  als  logischen  Factor  etc.  auftreten  zu  lassen,  also  zu  schreiben: 
ax  c  (bi  c  ==  0)  (<*!  b  c  =  0)  =  0 ,  wozu  es  wiederum  ein  duales  Gegenstück 
giebt. 

Auch  Verfasser  wendet  Identitäten  als  Schlussglieder  an.  Formeln 
sind  als  Operationsglieder  zuerst  vielleicht  von  Rob.  Grassmann  an- 
gesetzt  worden,  jedoch,  scheint  mir,  in  einer  unstatthaften,  nämlich  den 
Principien  seines  eigenen  Calculs  nicht  con formen  Weise,  indem  er  sie 
dabei  stets  durch  das  Plus-  anstatt  des  Malzeichens  verknüpft. 

Uebrigens  bat  es  keinen  so  grossen  Werth,  es  streift  an  Pedanterie, 
die  vorkommenden  Sätze  jeweils  wirklich  in  einer  einzigen  Formel  aus- 
zusprechen. Man  kann  sich  füglich  begnügen,  ein-  für  allemal  die  Mög- 
lichkeit davon  theoretisch  erkannt  zu  haben. 

Wir  stellen  hier  noch  einige  von  den  „Urtheilen  des  reinen  Denkens " 
mit  den  Nummern  des  Verfassers  in  der  Schreibweise  zusammen ,  welche 
sich  au  Leibniz-Boole's  Calcul  anlehnt: 
1)0,60  =  0,   5)o!c(6  +  ti) (0+60  =  0,   7)a1cd(6  +  cl  +  d1)(«  +  61)  =  0, 

11)  a^^a  +  b^^O,     12)  a1cÄrf(a  +  61  +  r1  +  rfr)  =  0, 

21)  ^(a  +  ^Hc  +  ^Ha  +  V^O,     24)  a^cia  +  cJ^O,     27)  ^«  =  0, 

28)  6^(0  +  ^  =  0,      33)  6löl(a  +  6)  =  0,      46)  ax(a  +  ct)  («  +  e)  =  0, 

51)  a,(&  +  c)d[a  +  6,)  (a  +  ct  +  rfj  =  0,  etc. 

Die  sämmtlichen  auf  S.  25  bis  50  von  dem  Verfasser  zusammen- 
gestellten und  abgeleiteten  „Urtheile  etc.14  würden  in  vorstehender  Weise 
bequem  auf  dem  Raum  einer  halben  Druckseite  wiederzugeben  sein 
und  würden  zugleich  (durch  mentales  Ausmultipliciren)  sofort  als  evidente, 
nämlich  auf  die  Identität  27)  hinauslaufende  sich  zu  erkennen  geben. 
Verfassers  Formelsprache  huldigt  in  der  That  nicht  allein  der  japanischen 
Sitte  einer  Verticalschrift,  sondern  bedingt  auch,  dass  die  Seite  bei  ihm 
nur  eine  Zeile  hat  oder  allenfalls,   wenn  wir  die  zur  Erläuterung  bei- 
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gegebene  Columne  mitrechnen ,  zwei  Zeilen !  Diese  ungeheure  Raumver- 
schwendung, welche,  wie  hiernach  ersichtlich,  der  F  rege 'sehen  „  Be- 
griffsschriftu  in  typographischer  Hinsicht  eigen  ist,  dürfte  aber  —  wenn 
anders  noch  von  einer  Wahl  die  Rede  —  definitiv  den  Ausschlag  zu 
Gunsten  der  Booleschen  Schule  geben.  —  Im  Uebrigen  erscheinen  diese 
zahlreichen  vom  Verfasser  dargestellten  „Urtheile  etc.u,  von  welchen  ich 
oben  noch  die  interessantesten  herauszugreifen  suchte,  als  logische  Iden- 
titäten, die  grösstentheils  kein  sonderliches  Interesse  darbieten.  Zu  rügen 
ist  auch  der  denn  doch  übergrosse  Mangel  au  Systematik  in  Hinsicht  auf 
Anordnung  und  Auswahl  der  Sätze,  auf  welche  ja  allerdings  der  Titel 
des  Abschnittes  Verzicht  leistet.  Dazu  finden  auch  zahlreiche  Wieder- 
holungen statt,  welche  sich  nur  durch  die  Reihenfolge  der  Factoren 
unterscheiden  oder  dadurch,  dass  für  ein  Element  seine  zweimalige  Ne- 
gation gesetzt  ist.  Nachdem  jene  Commutativität  oder  diese  Ersetzbar- 
keit einmal  erkannt  und  an  möglichst  einfachem  Schema  sichtbar  gemacht 
ist,  erscheint  es  müssig,  sie  auch  bei  complicirteren  Exempeln  immer 
wieder  zum  Ausdruck  zu  bringen.  Endlich  wären  überzählige  (d.  h. 
in  den  übrigen  mitenthaltene,  entbehrliche)  Prämissen  der  Urtheile  resp. 
Schlüsse  und  damit  einige  von  diesen  selbst  zu  unterdrücken,  vergl. 
Nr.  3),  4),  32),  45). 

Verfassers  Methode  des  Schliessens  besteht  im  Wesentlichen,  direct 
oder  mittelbar,  darin,  aufzuzählen  und  zu  resumiren,  welche  Fälle  übrig 
bleiben,  wenn  man  die  durch  die  Prämissen  ausgeschlossenen  aus  der 
Gesammtheit  der  überhaupt  denkbaren  Fälle  weglässt. 

Die  vorangegangenen  Ausstellungen  berühren  nicht  die  Klarheit  und 
Lesbarkeit  des  Buches,  welches  in  anderen  Partien  wieder  Werthvolleres 
darbietet,  und  nach  den  oben  gegebenen  Vorbildern  wird  Jeder,  der  es 
wünscht,  sich  die  Formeln  leicht  in  die  bessere  Darstellungsweise  um- 
sehreiben können. 

Es  ist  ein  von  Vielen  gefühlter  und  neuerdings  gegenüber  Jevons 
von  Wandt9)  sehr  treffend  illustrirter  Mangel  von  Boole's  Theorie, 
dass  particulare  Urtheile  nur  einen  unzulänglichen,  streng  genommen  gar 
keinen  Ausdruck  in  ihr  finden.  Der  unbestimmte  Factor  »,  dessen  sich 
Boole  bedient,  um  z.  B.  im  ersten  Theil  des  Logikcalculs  in  Gestalt  von 
va  =  vb  den  Satz  auszudrücken:  „einige  a  sind  6",  entspricht  seinem 
Zwecke  darum  nicht,  weil  diese  Gleichung  durch  die  Annahme  t>  =  <i& 
stets  identisch  erfüllt  wird  —  auch  dann  sogar,  wenn  kein  a  ein  b  ist. 
In  dem  „die  Allgemeinheit u  behandelnden  Abschnitte  trifft  nun  Frege 
mit  Recht  solche  Festsetzungen,  welche  ihm  gestatten,  auch  solche  Ur- 
theile unzweifelhaft  auszusprechen.  Ich  will  ihm  hierin  nicht  sclavisch 
folgen,  vielmehr  zeigen,  wie  darin  nicht  etwa  eine  Rechtfertigung  seiner 
sonstigen  Abweichungen  von  Boole 's  Schreibweise  zu  finden  ist,  sondern 
auch  bei  der  letzteren  die  analoge  Modification   oder  Erweiterung  mit 
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Leichtigkeit  sich  anbringen  lässt.  Verfasser  erreicht  Jenes  im  Wesentlichen 
dadurch ,  dass  er  gothische  Buchstaben  in  der  Bedeutung  von  allgemeinen 
Zeichen  einführt  und  eine  Schreibweise  verabredet,  diese  Allgemeinheit 
zu  negiren  —  wozu  ich  jetzt  einen  darüber  gesetzten  Strich  verwenden 
will.  Sagt  die  Gleichung  /,(a)  =  l  aus:  alle  i  haben  die  Eigenschaft  /*, 
so  wird  {/*0Qli  oder  kürzer  ft(t)—l  aussagen:  alle  i  haben  die  Eigen- 
schaft Nicht-/'»  <*.  h.  allen  f  fehlt  die  Eigenschaft  /*;  dagegen  f(i)=l 
wird  aussagen:  nicht  alle  f  haben  die  Eigenschaft  f,  oder:  einige  i haben 
nicht  die  Eigenschaft  f.  Sagt  (ebenfalls  an  Frage  anschliessend)  die 
Gleichung  />(•) ^(ä)  =  0  aus:  kein  M  ist  ein  P,  so  wird  die  Gleichung 
/>(g)A/(i)  =  0  verneinen,  dass  die  vorhergehende  für  jede  Bedeutung 
von  0  wahr  sei,  mithin  ausdrücken,  dass  es  mindestens  ein  i  gebe,  ftir 
welches  jene  falsch  wird,  oder  dass  einige  M  auch  P  seien  etc. 

Man  kann  sich  hier  übrigens  auf  verschiedene  Weise  helfen,  z.  B. 
(Grundgedanke  von  Cayley)  durch  ein  Zeichen,  wie  +  für  „nicht 
gleich",  wo  dann  va  =  vb  zusammen  mit  va^O  oder  noch  kürzer  ab=^0 
ausdrücken  wird,  dass  einige  a  auch  b  seien.  In  anderer  Weise  füllte 
Feirce4'1)  die  erwähnte  Lücke  aus. 

Ganz  eigenthümlich  und  sehr  umfassend  ist  die  Deutung,  welche 
Verfasser  dem  Begriffe  der  (logischen)  „  Function u  giebt.  Diese  geht 
viel  weiter,  als  alle  früheren  Erklärungen  und  scheint  mir  nicht  ohne 
Berechtigung  zu  sein.  Der  Raumbeschränkung  wegen  will  ich  jedoch 
in  Bezug  hierauf  auf  die  Schrift  selbst  verweisen  und  blos  noch  anführen, 
dass  mir  durch  die  Güte  des  Verlegers  ein  Separatabzug  aus  den  Sitzungs- 
berichten der  Jenaischen  Gesellschaft  für  Med.  u.  Naturw.  (Jahrgang 
1879,  Sitzung  vom  10.  Januar)  zugestellt  worden  ist,  nach  welchem  Ver- 
fasser dort  zwei  Anwendungen  seiner  „Begriffsschrift"  vorgetragen  hat, 
die  eine  zur  Darstellung  einer  geometrischen  Beziehung  (dass  drei  Punkte 
in  gerader  Linie  liegen),  die  andere  einen  zahlentheoretischen  Satz  be- 
treffend, welche  in  der  That  geeignet  sind,  die  von  ihm  beabsichtigte 
Verwendungsweise  seiner  „  Schrift "  —  weniger  allerdings  deren  Nutzen 
—  zu  verdeutlichen. 

Der  „ Anhang "  der  „Begriffsschrift11  behandelt  „Einiges  aus  einer 
allgemeinen  Reihenlehre u  und  sieht  sehr  abstrus  aus,  die  Schemata  sind 
mit  Zeichen  überladen.  Hier  wäre  zu  wünschen,  dass,  wenn  doch  ein- 
mal neue  Zeichen  für  gewisse  im  bisherigen  System  darstellbare  com- 
plicirtere  Beziehungen  eingeführt  werden  sollen,  diese  einfacher  gewählt 
würden  (sei  es  selbst  vorübergehend  auf  Kosten  der  Ausdrucksfülle). 
Solcher  Beziehungen  kommen  drei  vor,  welche  das  Folgen  eines  Elementes 
auf  ein  anderes  in  einer  gewissen,  sehr  unbestimmt  gelassenen  Art  von 
„ Reihe u,  die  „Vererbung*1  einer  Eigenschaft  in  derselben  von  einem 
Element  auf  die  folgenden  und  die  „Eindeutigkeit  eines  (nicht  näher 
charakterisirten)   Verfahrens"   betreffen.     Die  „Reihe"   ist  nur  dadurch 
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gekennzeichnet,  dass  eine  gewisse,  übrigens  allgemein  gelassene  Art  des 
Fortschreitens  von  einem  Element  zum  anderen  möglich  ist  —  ich  will 
etwa  sagen ,  dass  ein  gewisses  Schlnss verfahren  von  einem  Element  znm 
anderen  hinführt.  Hier  können  natürlich  die  Schlusswege  sich  eventuell 
auch  selbst  durchschneiden,  gabeln  und  wieder  zusammenlaufen,  und 
thut  sich  Verfasser  auf  die  grosse  Verallgemeinerung  etwas  zu  Gute,  die 
dadurch  dem  Begriff  der  Reihe  gegeben  wird.  Mir  scheint  indess  eine 
solche  Verallgemeinerung  keineswegs  wünschenswerth;  vielmehr  halte  ich 
dafür,  dass,  wenn  die  anschauliche  Anordnung  der  Elemente  längs  ge- 
rader Linien  nebensächlich,  unmotivirbar  oder  unzulässig  wird,  statt 
„Reihe"  dann  einfach  die  Bezeichnung  als  „Menge"  resp.  „System"  oder 
„Mannigfaltigkeit"  zu  gebrauchen  wäre. 

Nach  seiner  Angabe  hat  Verfasser  die  ganze  Arbeit  in  der  Absicht 
unternommen,  um  über  die  logische  Natur  der  arithmetischen  Urtbeile 
zu  völliger  Klarheit  zu  kommen  und  zunächst  zu  versuchen,  „wie  weit 
man  in  der  Arithmetik  durch  Schlüsse  allein  gelangen  könne".  Habe 
ich,  was  Verfasser  sucht,  recht  verstanden,  so  möchte  auch  dieser  Punkt 
—  namentlich  durch  Hermann  Grass  man  n's  scharfsinnige  Untersuch- 
ungen —  schon  grossentheils  erledigt  sein.  Bei  dem  ungleich  grösseren 
Um f äuge  aber,  welchen  die  Literatur  der  einschlägigen  Bestrebungen  auf 
diesem  Felde  besitzt,  erscheint  jedenfalls  der  Wunsch  nicht  ungerecht- 
fertigt, dass  es  dem  Verfasser  hier  besser  gelingen  möchte,  das  schon  Vor- 
handene zu  berücksichtigen.  Mögen  indess  meine  Bemerkungen  überhaupt 
die  Wirkung  haben,  denselben  im  weiteren  Verfolg  seiner  Forschungen 
zu  fördern,  nicht  aber  zu  entmuthigen. 

Ich  glaube  mir  schliesslich  den  Dank  aller  für  die  neuere  analytische 
Entwickeluug  der  Logik  sich  Interessiren  den  zu  verdienen,  zugleich  be- 
züglich der  mir  bei  Abfassung  meiner  Schrift6)  noch  unbekannt  gewesenen 
vorgängigen  Arbeiten  einer  Pflicht  nachzukommen,  wenn  ich  nachstehend 
eine  Zusammenstellung  der  einschlägigen  Schriften  gebe,  soweit  sie  zu 
meiner  Kenntniss  gekommen  und  sich  nicht  bereits  in  dem  Literaturver- 
zeichniss  von  6)  finden. 

1)  William  Stanley  Jevons:  Pure  logic,  or  the  logic  of  quality  apart 
from  quantity  with  remarks  on  Boole's  system  and  on  the  relation  of  logic  and 
mathematics.    London  dt  New-York  1864.    87  8. 

2)  Den.:  The  Substitution  of  similars,  the  true  principle  of  reasoning, 
derived  from  a  modification  of  Aristotle's  dictum.    London  1869*    86  S. 

3)  Den.:  The  principles  of  science,  a  treatise  on  logic  and  scientific 
method  —  ein  sehr  bedeutsames  Werk,  dessen  8.  Aufl.,  London  1879,  786  S.t  mir 
vorliegt. 

4)  Charles  S.Peirce  (Three  paperson  logic,  read  before  the  American  aca- 
demy  of  arts  and  sciences  1867).  I.  On  an  improvement  in  Boole's  calculus  of  logic. 
8.  250—261.  IL  On  the  natural  Classification  of  arguments.  8.  261—287.  III.  On  a 
new  list  of  categories.  8.  287 — 298  der  Proceedings  ofthe  American  academy  o.  a.  a.  s. 
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1867.    Schrift  I  anticipirt  verschiedene  Ergebnisse,  zu  welchen  auch  Recensent  in  6) 
gelangt  ist. 

ö)  Ders.:  Description  of  a  notation  for  the  logic  of  relatives  resultingfrom 
an  amplification  of  the  conceptions  of  Boole's  calculus  of  logic,  extracted  from  the 
memoirs  of  the  American  academy,  vol.  IX.  Cambridge  1870,  TV.    62  S. 

6)  Ernst  Schröder:  Der  Operationskreis  des  Logikkalkuls.  Leipzig,  Teubner. 
1877.    87  S. 

7)  /.  JDelhoeuf:  Logigue  algorittmique.  Liege  et  Bruxelles  1877,  99  S. 

8)  Hugh  McColl:  The  calculus  of  equivalent  Statements  and  Integration  limits, 
Proceedings  ofthe  London  mathematical  society,  vol.  IX,  1877/78.  S.  9—20, 177—186. 
Der  erste  Theil  giebt  eine  interessante  Anwendung  des  Logikcalculs  zur  (rein 
mechanischen)  Lösung  des  Problems:  wenn  bei  mehrfachen  Integralen  zwischen 
variablen  Grenzen  die  Integrationsfolge  beliebig  abgeändert  wird ,  die  neuen  Gren- 
zen zu  bestimmen.  Den  zweiten  Theil  verdirbt  der  Umstand,  dass  der  Autor  zur 
Darstellung  der  unsymmetrischen  Beziehung  der  Unterordnung  und  Nichtunterord- 
nung  symmetrische  Zeichen  einfährt  ( :  und  ~ )»  infolge  dessen  er  richtig  selbst  in 
Conrasion  gerath. 

9)WilhelmWundt:  Logik,  eine  Untersuchung  der  Principien  der  Erkennt- 
niss  und  der  Methoden  wissenschaftlicher  Forschung.  I.  Bd.:  Erkenntnisslehre. 
Stuttgart  1880.  685  S.  —  Dem  Logikcalcul  widmet  das  Werk  62  Seiten.  Durfte 
darin  auch  Einzelnes  zu  beanstanden  sein,  so  ist  doch  zu  begrüssen,  dass  Philo- 
sophen von  Fach  beginnen,  die  mathematische  Reform  der  Logik,  wie  sie 
es  verdient,  zn  berücksichtigen. 

Karlsruhe.  Ernst  Schroeder. 


Zur  Geschiohte  der  Theorie  der  elliptisohen  Transcendenten  in  den  Jahren 
1826 — 1829.  Von  Leo  KÖNIG8BERGBR.  Leipzig  1879.  Verlag  von 
B.  G.  Teubner.  104  S. 
Die  sehr  dankenswerthe  Schrift  des  Herrn  Königsberg  er  enthält  eine 
detaillirte  Schilderung  der  ersten  Arbeiten  über  die  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  von  Abel  und  Jacobi,  und  zwar  für  den  Zeitraum 
1 826— 1829,  also  von  der  Begründung  des  „Journal  für  Mathematik1  *  durch 
Crelle  bis  zu  Abel'*  Tode.  Eine  äussere  Veranlassung  zu  dieser  Dar- 
stellung bot  dem  Herrn  Verfasser  das  fünfzigjährige  Jubiläum  von 
Jacob  i's  „Fundamenta  nova  functionum  ellipticarum",  deren  Publication 
um  wenige  Monate  dem  Tode  Ab elfs  vorausging.  Es  ist  selbstverständ- 
lich, dass  eine  Darlegung  der  Verdienste  von  Abel  und  Jacobi  einen 
kurzen  Rückblick  auf  die  Arbeiten  ihrer  Vorgänger  erforderte,  von  denen 
indessen  nur  Legendre  in  Betracht  kommen  konnte  in  Beziehung  auf 
directen  Einflnss  durch  gedruckte  Arbeiten.  Die  grossartigen  hinter- 
lassenen  Untersuchungen  von  Gauss  sind  am  Ende  der  Schrift  übersicht- 
lich zusammengestellt  zu  einem  interessanten  Vergleich  mit  den  von  Abel 
und  Jacobi  gefundenen  Resultaten.  Mit  Hilfe  der  „Exercices  de  calctU 
intigral"  und  des  „Tratte  des  fonctions  elliptigues"  von  Legendre,  der 
Aufsätze  von  Abel  und  Jacobi  in  Band  1  —  6  üea  Crelle'schen  Jour- 
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nals,  der  „Oeuvres  complites"  von  Abel,  der  „ Fundamental  von  Jacobi, 
des  III.  Bandes  von  „Carl  Friedrich  Gauss'  Werke**,  der  durch 
Herrn  Borchardt  im  80.  Bande  des  „Journal  für  Mathematik41  ver- 
öffentlichten Correspondenz  zwischen  Legendre  und  Jacobi,  endlich 
einiger  Bemerkungen  im  Bande  II  aus  dem  „Briefwechsel  zwischen 
C.  F.  Gauss  und  H.  6.  Schumacher"  hat  Herr  Königsberger  ein 
ebenso  anziehendes  wie  instructives  Bild  aus  der  Kntwickelungsgeschichte 
der  elliptischen  Functionen  entworfen.  Ueberall  werden  die  eigenen  Worte 
citirt,  so  dass  der  Leser  in  Stand  gesetzt  ist,  die  Meinungen  der  Be- 
theiligten direct  kennen  zu  lernen,  ein  Verfahren,  welches  der  Schrift 
zum  grossen  Vortheil  gereicht. 

Nach  einer  gedrängten  Darlegung  der  Arbeiten  von  Legendre,  ge- 
folgt von  einigen  interessanten  Notizen  über  Jacobi  und  Gauss,  be- 
ginnen auf  S.  21  die  Untersuchungen,  welchen  die  Schrift  besonders  ge- 
widmet ist.  Zunächst  werden  die  hinterlassenen  Arbeiten  Abel' 8  be- 
sprochen ,  an  welche  sich  eine  Darstellung  des  berühmten  Theorems  von 
Abel  anschliesst.  Hiermit  in  Verbindung  sind  die  einschlägigen  Arbeiten 
von  Jacobi  und  Legendre  gebracht,  sowie  ein  Bericht  über  das  Schick- 
sal einer  von  Abel  1826  der  Pariser  Akademie  vorgelegten  Abhandlung, 
welche  erst  15  Jahre  später  durch  Fürsorge  Libri's  in  den  „MSmoires 
presentes  par  divers  savans"  veröffentlicht  worden  ist.  Auf  S.  35  flg.  wer- 
den die  Aufsätze  von  Abel  und  Jacobi  näher  besprochen,  welche  eine 
Art  von  Wettkampf  zwischen  den  beiden  grossen  Mathematikern  bezeich- 
nen, von  denen  die  ersten  Spuren  in  den  „Astronomischen  Nachrichten" 
vorkommen.  Jacobi  war  Abel  mit  dem  Transformationsproblem  zuvor- 
gekommen, wobei  es  bezeichnend  ist,  dass  er  bei  der  ersten  Anzeige 
noch  nicht  im  Besitz  eines  strengen  Beweises  war,  wie  aus  dem  Brief- 
wechsel mit  Legendre  hervorgeht.  Auf  S.  43 — 61  werden  die  ,,/te- 
cherches  sur  les  fonclions  elliptiques"  von  Abel  einer  eingehenden  Analyse 
unterworfen  mit  Berücksichtigung  der  gleichzeitigen  Arbeiten  Jacobi7 s. 
Hierbei  wird  auf  S.  43  eine  von  Jacobi  niemals  contestirte  Priorität 
vieler  Entdeckungen  Abel7 8  hervorgehoben  unter  besonderer  Betonung 
des  Verdienstes  von  Jacobi  einer  neuen  und  selbstständigen  Constmction 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Der  Leser  lernt  hier  Jacobi 
als  Interpreten  der  Arbeiten  Abel' 6  bei  Legendre  kennen,  welchem 
merkwürdiger  Weise  die  Lecture  Abel' scher  Arbeiten  nicht  besonders 
zugesagt  zu  haben  scheint.  Auf  die  von  Abel  betrachtete  Theilung  der 
elliptischen  Functionen,  welche  den  zweiten  Theil  der  „ Recher ches"  aus- 
machen, werden  Abel's  meisterhafte  Untersuchungen  über  Transformation 
in  Nr.  138  der  „Astron.  Nachr.14  erwähnt.  Nachdem  Abel  und  Jacobi 
in  ihren  ersten  Arbeiten  eine  Art  Parallelismus  gezeigt  haben,  tritt  spä- 
ter eine  Trennung  ihrer  Wege  ein;  Abel  wendet  sich  der  Untersuchung 
der  Integrale  zu,  wie  dieses  namentlich  aus  seinem  „Precis  dune  theorie 
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des  fonctions  elliptiques"  hervorgeht,  der  letzten  Arbeit  des  grossen  Geo- 
meters  in  Cr  eile's  Journal.  Jacobi  macht  die  elliptischen  Functionen 
zum  Gegenstand  eingehender  Untersuchungen,  die  ihn  auf  die  Theta- 
functionen  führen,  in  Verbindung  mit  einer  Reihe  von  wichtigen  und 
glänzenden  Entdeckungen,  die  über  da6  Jahr  1829  hinausgehen  und  da- 
mit  auch  über  die  Grenzen  des  Buches  hinaus.  Auf  S.  81 — 86  wird  der 
„Pricis"  von  Abel  besprochen,  dann  folgt  S.  86 — 93  eine  präcise  An- 
gabe des  Inhalts  der  „Fundamental  von  welchem  Inhalte  schon  ein  ziem- 
licher Theil  im  Briefwechsel  mitLegendre  enthalten  ist.  Dieser  Brief- 
wechsel, welcher  von  Herrn  Königsberger  fortwährend  citirt  wird,  ge- 
hört zu  den  interessantesten  wissenschaftlichen  Correspondenzen,  durch 
dessen  sorgsame  Herausgabe  Herr  Borchardt  der  Geschichte  der  ellip- 
tischen Functionen  einen  sehr  grossen  Dienst  erwiesen  hat.  Die  letzten 
zehn  Seiten  seiner  Schrift  hat  Herr  Königsberger  den  hinterlassenen 
Arbeiten  von  Gauss  zugewandt.  Der  Herr  Verfasser  gelangt  dabei  zu 
dem  Resultate,  dass  Gauss  in  den  wesentlichen  Grundzügen  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  30  Jahre  früher  wie  Abel  und  Jacobi  ge- 
kannt habe,  mit  folgenden  Ausnahmen:  Eigenthümlich  bleiben  Abel  seine 
Untersuchungen  über  das  nach  ihm  benannte  Theorem,  die  Theorie  der 
allgemeinen  Transformation  und  die  Reduction  der  Integrale  algebraischer 
Differentiale.  Aus  dem  kurzen  Zeiträume  von  1826 — 1829  kann  Jacobi 
für  sich  die  algebraischeu  Untersuchungen  ans  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  und  die  Einführung  der  Thetafunctionen  in  die  Integrale 
zweiter  und  dritter  Gattung  als  besonderes  Eigenthum  den  Resultaten  von 
Gauss  gegenüber  in  Anspruch  nehmen. 

Zu  der  sehr  lebendig  gehaltenen  Schrift  des  Herrn  Königsberger, 
welche  gewiss  Vielen ,  die  sich  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Functio- 
nen beschäftigt  haben ,  sehr  willkommen  sein  wird ,  erlaubt  sich  der  Re- 
ferent, einige  Bemerkungen  beizufügen.  Dieselben  sind  ans  dem  früher 
erwähnten  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Schumacher  entnommen 
und  beziehen  sich  auf  Aeusserungen  von  Gauss  über  Jacobi,  deren 
etwas  schroffer  Ton  wohl  durch  das  Missvergnügen  hervorgerufen  werden 
konnte  |  die  Priorität  einer  Reihe  grossartiger  und  tiefsinniger  Untersuch- 
ungen eingebüsst  zu  haben. 

Schumacher  an  Gauss.    1827,  Juli  24.  • 
„Von  Jacobi  ist  beifolgender  Brief  gekommen,  den  ich  Ihnen  nur 
schicke,  weil  Sie  es  nachdrücklich  verlangten  und  mir  noch  auf  dem  Er- 
innerungszettel notirt  haben.     Seinem  Verlangen  gemäss  will  ich  hinzu- 
setzen,  „dass  er  Legendre's   neues  Werk  damals  noch  nicht  gesehen 


*  Aus  den  angezogenen  Briefen  sind  nur  die  S&tse  mitgetheilt,  welche  sich 
auf  Arbeiten  über  elliptische  Functionen  beriehen. 
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habe";  ich  bitte  Sie  aber  sehr,  wenn  Sie  sonst  mögen  nnd  können,  sen- 
den Sie  mir  ein  paar  Worte  Anmerkung." 

AU  Nachschrift  zu  diesem  Briefe  findet  sich: 

„Bei  dem  Versiegeln  sehe  ich,  dass  Jacob i  sich  gewöhnlich  solcher 
Pettschafte  zn  bedienen  scheint,  die  ihm  nicht  angehören.  Erst  Eff, 
dann  W.B.D." 

Oanss  an  Schumacher«    4.  August  1827. 

„Anbei,  mein  theuerster  Freund,  schicke  ich  Ihnen  die  beiden 
Jacobi' sehen  Briefe  zurück.  Es  scheint  mir  nun  auch,  nach  Erwägung 
aller  Umstände,  am  'schicklichsten ,  wenn  ich  dabei  ganz  aus  dem  Spiele 
bleibe." 

Schumacher  an  Gauss.    1827,  August  14." 

„Ich  sende  Ihnen,  mein  theuerster  Freund,  noch  folgenden  Brief 
von  Jacobi  (diesmal  mit  seinem  eigenen  Pettschafte  gesiegelt).  Ich  werde 
ihn  einrücken  und  damit  denke  ich,  ist  diese  Communication  geschlossen. 
Einen  Schreibfehler  oben  auf  der  zweiten  Seite  habe  ich  verbessert  und 
lasse  q>"  für  <p    drucken.41 

Gauss  an  Schumacher.    19.  August  1827. 

„Hieneben  erhalten  Sie,  mein  theuerster  Freund,  zuvörderst  den 
Jacobi' sehen  Brief  zurück.  Auch  das  darin  enthaltene  Theorem  wird 
ganz  leicht  aus  meinen  Untersuchungen  über  die  Transcendenten  abgeleitet. 
Aus  einer  Andeutung  Ihres  Briefes  scheint  es  mir  fast,  als  ob  Sie  ab- 
geneigt sind,  ähnliche  nackte  Aufstellungen  von  Sätzen  ohne  Begründung 
in  Ihr  Blatt  aufzunehmen.  Ich  enthalte  mich  ganz,  ein  eigenes  Urtheil 
über  diese  Manier,  die  wenigstens  nicht  die  meinige  ist,  zu  fällen;  aber 
auf  den  Fall,  dass  ich  Ihre  Andeutung  recht  verstanden  haben  sollte, 
bitte  ich  Sie ,  wenn  künftig  solche  Briefe  eingehen  sollten ,  die  Sie  nicht 
publiciren  wollen,  sie  mir  nicht  zu  schicken." 

Die  „ Communication u,  welche  Schumacher  für  geschlossen  erklärte, 
war  noch  nicht  ganz  beendet,  wie  folgender  Brief  an  Gauss  beweist, 
der  die  Verlegenheit  von  Schumacher  darthut,  als  Mittelperson  in 
Dingen  gedient  zu  haben,  die  ihm  absolut  fremd  waren. 

Schumacher  an  Gauss. 

„Ich  habe  hier,  mein  theuerster  Freund,  einen  Brief  von  Jacobi 
erhalten,  von  dessen  Inhalt  ich  Sie  doch  in  Eenntniss  setzen  muss,  um 
zu  erfahren,  ob  das,  was  ich  ihm  zu  antworten  denke,  Ihren  Beifall  hat. 
Er  schreibt,  dass  mein  Brief  aus  Altona,  der  während  Ihrer  Anwesenheit 
und,  wie  ich  glaube,  mit  Ihrer  Approbation  geschrieben  ward,  folgende 
Stelle  enthalte: 

„Gauss  hat  schon  im  Jahre  1808  die  Dreitheilung,  Fünftheilung 
und  Siebentheilung  entwickelt  und  dabei  die  neuen  sich  darauf  be- 
ziehenden Modalscalen  gefunden." 

Hlst-llt.  Abthlg.  d.  ZelUohr.  f.  Math.  n.  Phyt.  XXV,  3  8 
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Nun  verlangt  er  zu  wissen,  was  ich  mit  dem  Worte  entwickeln 
verstanden  habe?  Ob  es  heissen  solle,  dass  Sie  die  Gleichungen  vom 
9.,  25.  und  49.  Grade,  wovon  dieses  abhängt,  wirklich  aufgelöst  und  die 
Wurzeln  algebraisch  dargestellt  hätten  ?  In  diesem  Falle,  setzt  er  hinzu, 
müssten  Sie  im  Besitz  von  Hülfsmitteln  und  Methoden  seyn  und  Schwierig- 
keiten überwunden  haben,  wogegen  alles,  was  er  gethan  habe,  Kinder- 
spiel sey,  indem  die  ganze  allgemeine  analytische  Theorie,  wie  glänzend 
sie  auch  seyn  möge,  nicht  soviel  Schwierigkeiten  darbiete,  als  die  Ent- 
wicklung (er  hat  es  unterstrichen)  selbst  des  einfachsten  Falles,  der 
Dreitheilung  u.  s.  w. 

Ich  denke  nun,  sobald  ich  Ihre  Billigung  weiss,  ihm  zu  antworten: 
,,icb  habe  damals  ihm  Ihre  Aeusserungen ,  so  wie  ich  sie  von  Ihnen 
verstanden  zu  haben  glaubte,  mitgetheilt,  könne  aber,  da  ich  in  diesen 
Sachen  fremd  sey,  nicht  verbürgen,  ob  ich  sie  wörtlich  oder  nach  dem 
diesen  Aeusserungen  von  mir  untergelegten  Sinne  übersandt  habe. 
Soviel  erinnere  ich  mich  bestimmt,  dass  Sie  mir  gesagt  hätten,  diese 
Untersuchungen  seyen  nur  specielle  Fälle  einer  weit  allgemeineren 
Theorie.  Er  würde  also  in  jeder  Hinsicht  am  besten  thun,  bei  Ihnen 
selbst  Auflösung  seiner  Zweifel  zu  suchen. " 

Es  ist,  wie  es  mir  scheint,  ganz  unnatürlich,  dass  ich  in  einer  mir 
gänzlich  fremden  Sache  ihm  als  Mittelperson  dienen  soll,  wo  es  weit 
sicherer  ist  und  vor  allen  Missverständnissen  schützt,  wenn  er  geradezn 
an  Sie  schreibt  und  um  Belehrung  bittet. 

Haben  Sie  die  Güte ,  mir  Ihre  Antwort  nach  Altona  zu  senden ,  wo- 
hin ich  bald  zurückzukehren  denke. 
Von  Herzen  Ihr 

Copenhagen,  1828,  Mai  7.  H.  C.  Schumacher." 

Gauss  an  Schumacher. 

„Beigehend  übersende  ich  Ihnen,  mein  theuerster  Freund,  ein  Exem- 
plar meiner  Bestimmung  des  Breitenunterschiedes  zwischen  Göttingen  und 
Altona,  unfl  bitte,  solches  mit  Ihrer  gewohnten  freundschaftlichen  Güte 
aufzunehmen. 

Ich  kann  Ihnen  nicht  widersprechen,  wenn  Sie  es  unnatürlich  finden, 
dass  Hr.  J.  Sie  mit  Fragen,  wie  die  mir  von  Ihnen  aus  Copenhagen  ge- 
meldete, behelligt,  noch  weniger  es  missbilligen,  wenn  Sie  ihm  das  An- 
gezeigte antworten.  Die  ausdrückliche  Aufforderung,  sich  deshalb  an 
mich  zu  wenden,  könnte  vielleicht  auch  weg-  und  dies  ihm  selbst  über- 
lassen bleiben,  falls  Sie  es  nicht  dazu  nothwendig  finden,  für  die  Zu- 
kunft aehnliches  bei  Ihnen  zu  coupiren.  Schreibt  er  deshalb  an  mich, 
so  werde  ich  ihm  Rede  stehen,  obwohl  seine  Frage  unklar  und,  meines 
Erachtens,  nach  dem  Erscheinen  von  Abel's  Arbeit  (die,  Ihnen  gesagt, 
mir  von  meinen  eigenen  Untersuchungen  wol  ^  weggenommen  hat,  und 
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mit  diesem  zum  Theil  selbst  bis  auf  die  gewählten  bezeichnenden  Buch- 
staben übereinstimmt)  sehr  müssig  ist. 

Stets  von  Herzen  der  Ihrige 

Göttingen,  d.  30.  Mai  1828.  C.  F.  Gauss. 

P.  S.  Sollte  Ihnen  vielleicht  zufällig  die  gegenwärtige  Adresse  von 
Dlle.  Sophie  Germain  bekannt  oder  ohne  Belästigung  für  Sie  zu  erfahren 
seyn,  so  würde  ich  die  Mittheilnng  dankbar  erkennen. '• 

Gegenwärtig  erscheint  die  vornehme,  kalte  Ablehnung  von  Gauss 
gegen  die  Arbeiten  Jacobi's,  nach  Publication  der  nachgelassenen  Ar- 
beiten, vielleicht  gerechtfertigt,  wenn  auch  von  wenig  Sympathie  für  ein 
junges,  feurig  aufstrebendes  Talent  zeugend.  Jacobi  hatte  sich  schon 
damals  durch  einige  Aufsätze  in  Cr  eile' 8  Journal  bekannt  gemacht, 
deren  erster,  merkwürdiger  Weise,  eine  Vereinfachung  der  Untersuchungen 
von  Gauss  über  näherungsweise  Berechnung  von  Integralen  betrifft. 
(Journal  f.  Math.  I,  S.  301.)  In  directem  Gegensatz  zu  der  etwas  unter- 
geordneten Bolle  Jacobi's  in  dem  oben  citirten  Briefwechsel  steht  die 
Aeusserung  von  Legen dre  in  einem  vom  9.  Februar  1828  an  Jacobi 
gerichteten  Schreiben :  „  Vous  vous  placez  par  ces  travaux  au  rang  des  meil- 
leurs  analystes  de  nötres  epoque."  (Borchardt,  Journal  LXXX,  S.  226), 
welche  Worte  etwas  mehr  wie  ein  Jahr  später  durch  das  Erscheinen  der 
„Fundamenta"  glänzend  bestätigt  wurden.  Ennbpbr 


fficolaus  Coppernieus  aus  Thorn,  lieber  die  Kreisbewegungen  der  Welt- 
körper.    Uebersetzt  und  mit  Anmerkungen  von  Dr.  C.  L.  Menzzer, 
durchgesehen   und   mit   einem  Vorwort  von  Dr.  Mobitz  Cantor, 
herausgegeben  von  dem  Coppernicus- Verein  für  Wissenschaft  und 
Kunst   zu   Thorn.     Thorn    1879.     Druck  und   Verlag  von   Ernst 
Lambeck. 
Der  ausführliche  Titel   des  hier  genannten   Werkes  genügt  gewiss 
vollständig,  unsere  Leser  von  dessen  Wichtigkeit  in  Kenntniss  zu  setzen. 
Es   genügt   aber  auch  aus  anderem  Grunde  dazu,   uns  einer  besonderen 
Besprechung  zu  überheben.    Der  Coppernicusverein  hat,  wie  aus  dem  Titel 
hervorgeht,    dem  Unterzeichneten    den   ehrenvollen  Auftrag  ertbeilt,   die 
Menzzer 'sehe  Uebersetzung   durch   ein  Vorwort  einzuleiten.     Was  wir 
über  Nutzen  und  Notwendigkeit  einer  Uebersetzung  der  „Revolutionen u 
sagen  zu  sollen  glaubten ,  haben  wir  dort  gesagt  und  wir  würden  uns  nur 
vollständig  wiederholen  können.     Wir  verweisen  deshalb  auf  jenes  Vor- 
wort selbst,  einzig  und  allein  den  Wunsch  zu  erneutem  Abdruck  bringend, 
mit  welchem  wir  auch   dort  schlössen:    Möge   die  Uebersetzung  das  zu 
Wege  bringen ,  was  mit  ihr  beabsichtigt  wurde ,  eine  immer  weitere  Ver- 
breitung der  Kenntniss  von  der  ganzen  Bedeutsamkeit  des  Verfassers. 
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Lehr-  und  TJebungibuch  für  den  Unterricht  in  der  Algebra  an  Gymnasien, 
Real-  und  Gewerbeschulen  von  Dr.  H.  Hbilbrmann,  Director  der 
Realschule  in  Essen,  und  Dr.  J.  Dibkkann,  Oberlehrer  am  königl. 
Gymnasium  in  Essen.     Essen   bei   G.  D.  Bädeker,   1878—1879. 
I.  Theil:  Die  vier  Grundrechnungen.  —  Die  linearen  Gleichungen. 
VII,  117.     II.  Theil:  Die  Erweiterung  der  vier  Grundrechnungen. 
—  Die  Gleichungen  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades.    III,  121. 
III.  Theil:  Die  Progressionen,  die  Kettenbrüche  und  die  diophan- 
tischen  Gleichungen.  —  Niedere  Analysis.    110. 
Es   ist   ein  eigenartiges  Buch,    welches  die  Verfasser  hier  veröffent- 
licht  haben,    eigenartig  in   Form   und  Inhalt.     Lehr-  und  Uebungsbuch 
haben  sie  es  betitelt.     Die  Anordnung  würde  vielleicht  besser  durch  eine 
Umkehrung    der  beiden   Wörter  bezeichnet.     Es   ist   ein   Uebungs-  und 
Lehrbuch,   welches   den   Schülern  geboten   wird,    eine  ungemein   grosse 
Anzahl  von  Uebungen,  aus  welchen  jeder  Lehrer  wählen  mag,  verbun- 
den   durch  einen  in  äusserster  Knappheit  gehaltenen  Text,   zu  welchem 
jeder  Lehrer  seine  erklärenden  Zusätze  zu  machen  nicht  unterlassen  wird, 
noch   darf.     Diese  Form,    für  Rechenbücher  auch   sonst   wohl  schon  an- 
gewandt, ist  für  die  Algebra  in  diesem  Umfange  wohl  ziemlich  neu,  aber 
durch   die  Schulzwecke   geradezu   geboten.     Auch  für  die  Schule  ist  die 
Bnchdruckerkunst  erfunden!     Man   soll   nicht   durch   Dictiren   eine   edle 
Zeit  verlieren,   deren   man   zu   anderen  Zwecken   dringend  bedarf,   und 
darum  ist  es  wünschenswerth ,  gedruckte  Uebungsbeispiele  zu  besitzen  in 
grösserer   Anzahl,   als  sie  durchgenommen   werden   können.      Aber  um- 
gekehrt beruht  nach  der  neueren  Methode  die  Hauptsache  auf  dem  münd- 
lichen Unterricht.     Während    der  Schulstunde  und   aus  dem  Munde  des 
Lehrers   soll  der  Schüler  das  Meiste  sich  aneignen,   und   darum  ist  es 
geradezu  nothwendig,  dass  vermieden  werde,  das 8  der  Lehrer  „Nichts  sagt, 
als  was  im  Buche  steht".     Das  Buch  darf  daher  nur  das  zur  häuslichen 
Wiederholung  Unentbehrlichste  enthalten ,  Anlehnungspunkte ,  an  welchen 
der  Schüler  das  in  seinem  Gedächtniss  unstät  sich  Umherbewegende  zu 
stützen  vermag.     So  will  es  uns  wenigstens  scheinen,  die  wir  freilich  im 
Schulunterrichte  uns  nie  versucht  haben;   aber  wenn  so  gewiegte  Schul* 
männer,   wie  die  Herren  Heilermann  und  Diekmann,  ähnliche  Ge- 
sinnungen durch  ihr  von  uns  besprochenes  Werk  an  den  Tag  legen,  so 
muss  unseren  Ansichten  doch  wohl  mehr  als  nur  persönliche  Berechtigung 
inne  wohnen. 

Eigenartig,  wie  in  der  Form,  sagten  wir,  sei  das  neue  Buch  auch 
im  Inhalte.  Die  Verfasser  gehen  etwa  von  folgendem  Gedanken  aus. 
Die  Mathematik  hat  in  den  letzten  Jahrzehnten  eine  Ausdehnung  ge- 
wonnen, die  es  nicht  mehr  statthaft  erscheinen  läset,  den  mathematischen 
Unterricht  auf  den  Mittelschulen  so  zu  beschränken,  wie  es  noch  in  der 
ersten  Hälfte  unseres  Jahrhunderts  erlaubt  war.     Dieses  unheimliche  Ge- 
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fühl,  Schüler  entlassen  zu  sollen,  denen  es  an  der  noth wendigen  Vor- 
bereitung zur  Weiterfahrung  ihrer  mathematischen  Studien  fehlt,  ver- 
ursacht jedem  sein  Fach  liebenden  Lehrer  Unbehagen.  Es  muss,  so  sagen 
Alle,  in  der  Schule  mehr  geleistet  werden!  Aber  alsbald  gehen  die 
Meinungen  wieder  auseinander.  Während  die  Einen  unverzagt  mit  ihren 
Schülern  an  das  Gebiet  des  Unendlichen  sich  heranwagen  und  Differential  - 
und  Integralrechnung,  ja  sogar  theoretische  Mechanik  dem  Lehrplane  ihrer 
höchsten  Gymnasialclasse  einverleiben  und  ihre  Schüler  mit  diesen  Theilen 
der  Mathematik  wohl  vertraut  machen,  wie  Prüfungsarbeiten  bezeugen, 
welche  uns  vorgelegen  hahen,  sind  andere  Gymnasialmathematiker  —  und 
sie  bilden  wohl  die  grosse  Mehrzahl  —  der  entschiedenen  Meinung,  jene 
Gegenstände  seien  von  der  Schule  fern  zu  halten.  Unsere  Verfasser  ge- 
hören zu  dieser  Gruppe,  ohne  jedoch  mit  dem  althergebrachten  Stoffe 
sich  begnügen  zu  wollen,  Sie  suchen  nicht  einzig  in  den  geometrischen 
Theilen  nach  Ergänzung,  wenngleich  anzunehmen  sein  wird,  dass  sie  auch 
dort  dem  Fortschritt  huldigen;  aber  gegenwärtig  geben  sie  uns  das,  was 
sie  als  moderne  Schulalgebra  sich  denken.  Sie  bemerken  ausdrücklich  in 
der  Vorrede,  dass  für  jede  Neuerung,  welche  sie  sich  erlaubt  haben,  eine 
günstige  Erfahrung  vorliege,  welche  gezeigt  habe,  „dass  der  Gegenstand 
in  einer  Classe  von  mittlerer  Begabung  ohne  zu  grossen  Aufwand  an  Zeit 
mit  gutem  Erfolg  behandelt  werden  kannu.  Sehen  wir  zu,  was  von  den 
weniger  gewöhnlichen  Gegenständen  in  den  drei  Heften  sich  vorfindet, 
deren  erstes  für  Quarta  und  Tertia,  d.  h.  für  ein  Durchschnittsalter  unter 
15  Jahren,   das  zweite  für  Secunda,  das  dritte  für  Prima  berechnet  ist. 

Das  erste  Heft  enthält  Ketten  reihen,  d.  h.  Summen  von  Brüchen, 
deren  Nenner  nach  Potenzen  derselben  Zahl  steigen ,  und  dabei  Aufgaben, 
wie  folgende:  Welche  Nenner  haben  die  gemeinen  Brüche,  die  in  Ketten- 
reihen nach  der  Basis  13  verwandelt  eine  einstellige  Periode  geben? 
Auflösung:  3,  4,  6,  12.  In  demselben  Hefte  ist  die  Lehre  von  den  De- 
terminanten bis  zur  Benutzung  derselben  zur  Auflösung  linearer  Gleich- 
ungen mit  mehreren  Unbekannten  durchgeführt.  Auch  die  homogenen 
linearen  Gleichungen  sind  besprochen  und  geben  Anlass  zur  Einführung 
des  Namens  der  Resultante. 

Im  zweiten  Hefte  ist  dem  Rechnen  mit  complezen  Zahlen  beson- 
dere Aufmerksamkeit  gewidmet.  Die  quadratische  Gleichung  mit  einer 
Unbekannten  führt  durch  das  Gleichwerden  der  beiden  Wurzel werthe  zum 
Begriff  der  Di  sc  r  im  in  ante,  und  diese  selbst  wird  angewandt,  um  den 
grössten  oder  kleinsten  Werth  zu  finden,  welchen  die  quadra- 
tische Form  F=ax*-\-2bx-\-c  anzunehmen  im  Stande  ist,  wodurch 
also  wieder  neue  wichtige  Begriffe  dem  Schüler  bekannt  werden.  Aber 
damit  ist  noch  nicht  das  Capitel  erreicht,  auf  welches,  wie  in  der  Vor- 
rede zum  zweiten  Hefte  betont  wird,  die  Verfasser  das  meiste  Gewicht 
legen.     Dieses  hat  es  mit  quadratischen  Gleichungen  mit  mehreren  Un- 
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bekannten  zn  thnn ,  welche  systematisch  gelöst  werden  sollen ,  unter  Ver- 
bannung der  Kunstgriffe ,  welche  mehr  Witz  als  Wissen  bei  Dem ,  der  sie 
anwenden  will,  voraussetzen.  Die  systematische  Lösung  wird  aber  an- 
gebahnt durch  die  Kenntniss  der  Resultante  zweier  quadratischer  Gleich- 
ungen, bei  deren  Darstellung  sogar  das  Wort  Functions] determi- 
nante  in  einer  Anmerkung  erscheint.  Den  Schluss  des  zweiten  Heftes 
bilden  die  kubischen  und  biquadratischen  Gleichungen  mit  ihren  Resol- 
venten. Die  Verfasser  haben  dieselben  nur  um  eines  geeigneten  Ab- 
schlusses willen  im  zweiten  Hefte  untergebracht;  dem  Pensum  der  Se- 
cunda,  also  durchschnittlich  16 jähriger  Schüler,  rechnen  sie  dieselben 
nicht  zu,  wenn  wir  die  Vorrede  richtig  verstehen. 

Das  dritte  Heft  ist  für  Prima  bestimmt.  Der  Schüler,  welcher  nach 
demselben  unterrichtet  worden  ist,  bringt  ausser  den  landesüblichen 
Kenntnissen  insbesondere  recht  Vieles  über  Kettenbrüche  mit  zur  Uni- 
versität, über  deren  Näherungswerte ,  über  deren  Anwendung  zur  Er- 
mittelung von  Quadratwurzeln,  über  deren  Benutzung  zur  Auf lösung 
unbestimmter  linearer  Gleichungen.  Dann  kommen  Reihen  betrach- 
tungen,  bei  denen  die  Convergenz  erläutert,  wenn  auch  ihren  Kenn- 
zeichen nach  nur  in  verhältnissmässig  einfachen  Fällen  entschieden  wird. 
Jedenfalls  genügt  das  Mitgetheilte  für  eine  strengere  Darstellung  des  bi- 
nomischen Satzes,  der  Exponentialreihe  und  der  logarithmi- 
schen Reihe,  und  auch  bei  den  Reihen  für  Cosinus  und  Sinus  wird 
verweilt.  Den  Schluss  des  Ganzen  bilden  Betrachtungen  Über  grösste 
und  kleinste  Werthe,  bei  welchen  die  Verfasser  ihrem  Plane,  Infinite- 
simalgegenstände auszuschliessen ,  zuletzt  noch  untreu  werden ,  die  Stelle 
freilich,  an  welcher  eine  solche  Untreue  am  Ersten  gestattet  erscheint. 
Ist  es  möglich,  diese  Dinge,  welche  wir  nur  dürftig  hergezählt  haben, 
wirklich  in  den  genannten  Schulclassen  zu  lehren,  so  dass  der  Schüler 
von  mittlerer  Fähigkeit  sie  verstehe?  Die  Verfasser  bejahen  die  Frage, 
wie  wir  schon  bemerkt  haben,  und  wir  sind  einzig  darauf  hingewiesen» 
an  ihre  Erfahrung  zu  glauben.  Wir  verbinden  mit  diesem  Glauben  warme 
Glückwünsche  für  die  Schüler,  welche  so  vorbereitet  zur  Universität  ent- 
lassen werden,  und  möchten  uns  selbst  solche  Anfänger  in  unsere  Vor- 
lesungen wünschen.  Ob  aber  wirklich  an  anderen  Schulen  von  anderen 
Lehrern  dasselbe  Ergebniss  zu  erwarten  steht?  Diese  Frage  haben  unsere 
Verfasser  uns  nicht  zu  beantworten  vermocht.  Für  ihr  Buch  ist  das 
übrigens  gleich.  Als  Buch  wird  es  empfehlenswerth  sein  und  bleiben, 
mag  dessen  Benutzung  auf  Mittelschulen  auch  weiteren  Versuchen  vor- 
behalten bleiben. 

Eins  müssen  wir  zuletzt  noch  lobend  anerkennen:  die  vielfachen, 
meistens  richtigen  geschichtlichen  Anmerkungen.  Nur  die  Verwechslung 
des  Scipione  Dal  Ferro  (II,  108)  mit  Ludovico  Ferrari  (II,  115) 
hätte  nicht  vorkommen  dürfen.     Digitized  by  GßKWile 
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Arithmetik  und  Algebra  von  Dr.  F.  Reibt.   166  8.  gr.  8°.   Breslau  1879. 
Verlag  von  Eduard  Trewendt. 
Das  Schriftcheii ,  über  welches  wir  berichten ,  bildet  eine  Abtheilung 
eines  Sammelwerkes,  über  welches  wir  wenige  Worte  allgemeinerer  Natur 
vorauszuschicken  für  nbthig  halten.     Die  oben  genannte  Verlagsbuchhand- 
lung hat  den  Plan  einer  Encyklopädie  der  Naturwissenschaften 
erfasst,  welcher,   wie   der  Prospect  sagt,  ,,die  Aufgabe  gestellt  ist,   das 
Studium  und  die  Forschung  zu  erleichtern  und  zu  befördern ,  und  einen 
Boden  zu  bilden,  auf  welchem  die  Wissenschaft  fortgepflanzt  und  weiter 
ausgebaut   werden   kannu.     Die  Encyklopädie  ist  auf  acht  Abtheilungen 
berechnet,   für  deren  jede  ein  besonderer  Fachredacteur  angestellt   ist. 
Die  Abtheilungen  sind  der  Reihe  nach:    1.  Zoologie  und  Anthropologie, 
2.  Botanik,   3.  Mathematik,    4.  Mineralogie  und  Geologie  nebst  Paläon- 
tologie, 5.  Physik,  6,  Chemie,  7.  Astronomie,  8.  Pharmakognosie.     Wir 
haben  natürlich  nicht  die  Aufgabe,  diese  Eintheilung  selbst  einer  Kritik 
zu  unterwerfen,  sonst  würden  wir  wohl  die  Frage  stellen,   ob  die  achte 
Abtheilung  wirklich  als  selbstständige  aufzutreten  die  Berechtigung  hat, 
ob   sie  nicht,    wir  möchten   nicht  gern  sagen,    nur  eine  Verlegenheits- 
abtheilung ist,  um  die  sechste  Abtheilung  zu  entlasten?   Ftir's  Erste  sind 
von   diesem  grossen,   auf  viele  Bände  angelegten  Sammelwerke  nur  die 
erste,    zweite   und    dritte   Abtheilung  in    Angriff  genommen,    als   deren 
Herausgeber    1.    Prof.    Dr.    Gustav    Jaeger    in    Stuttgart,    2.    Prof. 
Dr.  Schenk  in  Leipzig,  3.  Geh.  Rath  Dr.  Schlömilch  in  Dresden 
genannt  sind.     Diese  drei  Abtheilungen  sollen  mit  etwa  30  Lieferungen 
von  je  9  Druckbogen  abgeschlossen  sein.     Der  Preis  jeder  Lieferung  stellt 
sich  auf  drei  Mark.     Während  wir  diese  Zeilen  zum  Drucke  geben ,  sind 
neun  Lieferungen  in  unseren  Händen.     Die  Art  der  Behandlung  der  ein- 
zelnen Abtheilungen  ist  eine  durchaus  verschiedene.     Die  Zoologie  und 
Anthropologie   erscheint  in  Form  eines  alphabetisch  geordneten  Hand- 
wörterbuches.    Für  die  Botanik  ist  „eine  Anzahl  getrennter  kleinerer  oder 
grösserer  Abhandlungen ,  welche  ein  entsprechend  umgrenztes  Gebiet  der 
Wissenschaft  umfassen,14  in  Aussicht  genommen.     Die  Mathematik  endlich 
soll  nach  der  Absicht  des  Herausgebers  dieser  Abtheilung  in  Gestalt  eines 
Handbuches  zur  Erörterung  kommen.     Dem  Mathematiker  die  Richtigkeit 
dieser  Behandlungs weise  noch  auseinanderzusetzen,  dürfte  unnöthig  sein. 
Der  Mathematiker  von  Fach  holt  sich  vielleicht  über  einzelne  Dinge,  die 
seinem    Gedächtniss   entschwunden   sind,    mit   deren   Ableitung   er  aber 
nicht  erst  Zeit  versäumen  will ,  am  liebsten  in  einem  Wörterbuche  Rath, 
eignet  sich   andere  Dinge,  mit   denen  er  sich  nie  beschäftigt  hatte,    am 
liebsten  durch  besondere  Abhandlungen  an.     Allein  die  Encyklopädie  der 
Naturwissenschaften  ist  nicht  für  die  Hand  des  Fachmannes  nur  bestimmt. 
Sie  soll   vorzugsweise  dem  allgemein  Gebildeten  sich  nützlich  erweisen. 
Für  diesen   aber  ist  erste  Bedingung,  dass  er  die  mathematischen  Dis- 
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ciplinen  so  kennen  lerne,  wie  sie  gegenseitig  sich  stützen,  wie  die  eine 
zur  Grundlage  für  die  anderen  dient.  Die  Mathematik  dieser  Encyklo- 
pädie  zerfällt  in  eine  elementare  und  eine  höhere.  Jene  lehrt  die  Arith- 
metik und  Algebra,  die  Planimetrie,  Stereometrie,  Projectionslehre  und 
Trigonometrie;  diese  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Bau- 
mes, Differentialrechnung,  Integralrechnung  und  einen  Abriss  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. 

Wir  berichten  heute  über  die  erste  Hälfte  des  elementaren  Theiles, 
über  Arithmetik  und  Algebra,  welche  in  Dr.  Bei  dt  in  Hamm  einen 
durchaus  geschickten  Bearbeiter  gefunden  haben.  Von  den  einfachsten 
Voraussetzungen  ausgehend,  hat  er  den  Gegenstand  so  weit  fortgeführt, 
dass  der  Leser  mit  den  einfachen  Bechnungsverfahren  an  Zahlen  und 
Buchstaben  mit  Einschluss  der  einfachsten  Beihen ,  mit  den  Grundzügen 
der  Syntaktik,  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  die  Lehre  von  den 
Determinanten  bis  zur  Multiplication  der  Determinanten  einschliesslich 
inbegriffen,  mit  der  Auflösung  von  Gleichungen  der  vier  ersten  Grade 
bekannt  wird.  Leichtigkeit  des  Verständnisses  ist  überall  ein  Ziel  der  Dar- 
stellung gewesen,  ohne  dass  ihr  die  Strenge  zum  Opfer  gebracht  wäre. 
Es  ist  begreiflich,  dass  ein  Hervorheben  von  Einzelheiten  da  am  leich- 
testen fällt,  wo  man  Ausstellungen  zu  machen  hat.  Man  möge  daher 
unsere  nun  folgenden  wenigen  Bemängelungen  von  diesem  Standpunkte 
aus  betrachten  und  keineswegs  als  Summe  Dessen,  was  wir  in  dem  Beidt- 
schen  Buche  als  bemerkenswerth  gefunden  hätten.  Wir  vermissen  un- 
gern S.  14  das  Einmaleins,  während  S.  3  des  Einundeins  gedacht  ist. 
Wir  vermissen  diejenige  Multiplication,  welche  die  Inder  die  blitzartige 
nennen  und  welche  mit  ihrem  Seitenstück,  der  Fouri er* sehen  Division, 
wenn  vielleicht  auch  dem  Unterrichte  in  der  gemeinen  Rechenkunst,  jeden- 
falls dem  wissenschaftlichen  Rechenunterrichte  nicht  fernbleiben  darf.  Wir 
halten  es  ferner  keineswegs  für  genügend,  wenn  S.  25  nur  gesagt  ist, 
„es  empfehle  sich  für  den  Anfänger  zunächst",  bei  der  Division  den 
Dividendus  und  den  Divisor  nach  dem  gleichen  Buchstaben  zu  ordnen. 
Das  ist  überhaupt  nothwendig  bei  jeder  Division ,  und  wir  halten  es  für 
einen  fast  allgemeinen  Mangel  der  Lehrbücher,  dass  diese  Notwendigkeit 

nicht  genügend  betont  wird.     Endlich  möchten  wir  für  das  Zeichen  I    j 

des  pten  Binomialcoefficienten  zur  nlen  Potenz,  wo  es  S.  118  zuerst  auf- 
tritt, auch  ein  aussprechbares  Wort  dafür  angegeben  sehen.  Das  häufig 
benutzte  n  über  p  scheint  uns  dazu  sehr  geeignet.  Cantor 


Die  Physik  auf  Grundlage  der  Erfahrung  von  Dr.  Alb.  Mousson  ,  Pro- 
fessor an  der  schweizerischen  polyt.  Schule.  3.  Aufl.  Zürich  1879. 
Von  der  dritten  Auflage  dieses  bekannten  Werkes  ist  bis  jetzt  der 
erste  Band  erschienen ,  die  allgemeine  und  die  Molecularphjsik  umfassend. 
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Die  letzte  Auflage  war  1870  erschienen.  Wesentliche  Veränderungen 
ausser  Vermehrung  des  Inhalts  durch  die  neueren  Erwerbungen  der 
Wissenschaft  und  Abänderung  der  Darstellung  zum  Zwecke  grösserer 
Klarheit  und  Schärfe  enthält  das  Werk  nicht.  Diejenigen  Theile,  welche 
die  schwierigeren  mathematischen  Theorien  enthalten,  sind  noch  genauer 
abgesondert,  als  bisher.  Die  gewöhnlichen  Paragraphen  bilden  einen 
elementaren  Curs,  die  mit  einem  Kreuze  bezeichneten  ergänzen  ihn  zu  einem 
vollständigeren  Ganzen  und  die  mit  zwei  Kreuzen  geben  die  schwierigeren 
Theile,  welche  in  der  Regel  der  mathematischen  Physik  überlassen 
bleiben.  Ein  Studirender  einer  technischen  Hochschule  wird  alle  drei 
Parthien  mit  Leichtigkeit  in  sich  aufnehmen,  Studirende  an  einer  Uni- 
versität werden  sich  bei  ihrer  mangelhaften  mathematischen  Vorbildung 
im  Allgemeinen  mit  dem  elementaren ,  höchstens  noch  dem  zweiten  Theil 
begnügen  müssen.  Dass  dieses  Lehrbuch  allen  Anforderungen  genügt, 
dass  es  sich  durch  Correctheit  des  Ausdrucks  und  Kürze  der  Behandlung 
ohne  Schaden  für  die  Reichhaltigkeit  und  Vollständigkeit  auszeichnet  und 
dass  es  deswegen  in  der  Hand  des  Physikers ,  insbesondere  des  angehen- 
den, ein  unentbehrliches  Hilfsmittel  ist,  darüber  scheint  kein  Zweifel 
möglich  zu  sein.  Unser  einziger  Wunsch  ist,  dass  die  zwei  weiteren 
Theile  bald  dem  ersten  folgen.  p    Zech 


Compendium  der  Physik  für  Studirende  an  Universitäten  und  technischen 
Hochschulen  von  Dr.  Ad.  Wüllner.     2  Bände.     Leipzig  1879. 

Das  umfangreiche  vierbändige  Werk  des  Verfassers  über  Physik  ist 
bekannt.  Es  wird  nun  den  Studirenden  ein  kürzeres  Compendium  ge- 
boten, immerhin  noch  in  zwei  Bänden  mit  1300  Seiten  im  Ganzen,  also 
so  umfangreich,  als  Müller-Pouillet  in  den  ersten  Auflagen.  Die 
Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung  ist  nicht  ausgeschlossen, 
sie  wird  nicht,  wie  bei  Mousson,  in  Form  mathematischer  Hilfssätze 
vorangestellt,  sondern  die  jeweilige  Anwendung  in  den  Text  eingeflochten. 
Es  entspricht  dies  mehr  der  ganzen  Art  des  Buches,  sich  breiter  zu  er- 
gehen, nicht  blos  die  Thatsachen  knapp  aneinander  zu  reihen.  Dass  der 
Verfasser  Herr  seines  Stoffes  in  dem  weiten  Gebiete  der  Physik  ist,  das 
wissen  wir  aus  seinem  grossen  Lehrbuche,  ebenso,  dass  er  an  verschie- 
denen Orten  dieses  Gebietes  durch  einfache  Betrachtungen  und  Zusammen- 
stellungen, beispielsweise  bei  der  Lehre  von  den  Schwingungen,  das  Ver- 
ständniss  wesentlich  gefordert  hat. 

Wenn  ich  diese  Anerkennung  unbedingt  ausspreche,  so  mag  es  mir 
auch  gestattet  sein,  auf  kleinere  Mängel  hinzuweisen,  welche  in  künftigen 
Auflagen  sich  leicht  werden  beseitigen  lassen.  In  erster  Linie  ist  es  mir 
aufgefallen,  dass  von  Zeit  zu  Zeit  Nachlässigkeiten  in  der  Satzbildung 
nnd  in  der  Aneinanderreihung  der  Sätze  auftreten.     Es  giebt  ein  Lehr- 
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buch  der  Astronomie,  in  dem  jeder  zweite  oder  dritte  Satz  mit  „nun" 
beginnt;  hat  man  das  einmal  gemerkt,  so  wird  das  Lesen  ganz  unleid- 
lich. Ein  ähnlicher  Fehler  begegnet  dem  Leser  bei  dem  vorliegenden 
Werke  manchmal,  beispielsweise  Band  I  S.  62  oder  69,  wo  fünf  Sätze 
hinter  einander  mit  „nun"  angereiht  sind;  an  anderen  Stellen,  z.  B. 
S.  119,  tritt  „dann"  an  die  Stelle  von  „nun44.  Als  Beispiel  für  mangel- 
hafte Satzbildung  diene  S.  140,  wo  der  dritte  Satz  der  Seite  sich  drei- 
mal durch  „dass  die44  fortspinnt.  Es  sind  das  Kleinigkeiten ,  aber  besser 
wären  sie  weg. 

Ferner  lassen  sich  einzelne  Wünsche  grösserer  Correctheit  der  Dar- 
stellung nicht  unterdrücken.  Ich  habe  schon  früher  (XXII.  Band  dieser 
Zeitschrift)  bei  Recension  eines  anderen  Lehrbuches  der  Physik  das  Bedauern 
ausgesprochen,  dass  die  Lehrbücher  der  Physik  im  Allgemeinen  so  schwer  Alt- 
hergebrachtes, Unbrauchbares  abschütteln.  Ich  habe  dort  von  der  unzuläng- 
lichen Behandlung  der  Waage,  der  zweifelhaften  Begriffsbestimmung  der 
Schwere,  der  mangelhaften  Behandlung  der  elementaren  Optik  gesprochen. 
Auch  dem  vorliegenden  Werke  gelten  diese  Ausstellungen:  in  §  15  z.  B.  ist 
verlangt,  nicht  blos,  dass  die  beiden  Hälften  des  Waa'gbalkens  genau  gleiche 
Länge ,  sondern  auch ,  dass  sie  genau  das  gleiche  Gewicht  haben ,  was  beides 
mechanisch  unausführbar  ist.  Die  Ueberschrift  des  §26  lautet:  Identität 
der  Schwere  und  der  allgemeinen  Anziehung,  und  in  §  25  wird  die  an- 
ziehende Kraft  der  Erde  von  der  Schwerkraft  unterschieden.  In  der 
elementaren  Optikwerden  die  einfachen  Auseinandersetzungen  von  Keusch 
ignorirt,  daher  die  Brechung  im  Prisma  (§  136)  einseitig  behandelt,  ebenso 
die  Brechung  an  kugelförmigen  Flächen  (§  145).  Wie  in  einer  Reihe 
von  Lehrbüchern  der  Physik,  wird  auch  hier  (S.  79)  von  Kepler  be- 
hauptet, er  habe  aus  seinen  eigenen  Beobachtungen  seine  Gesetze  ab* 
geleitet. 

Bei  der  Wärmetheorie  würde  wohl  die  Uebersichtlichkeit  gefördert, 
wenn  die  drei  Fälle,  die  zugefübrte  Wärmemenge  als  Function  der  Pressung 
und  des  Volumens,  oder  des  Volumens  und  der  Temperatur,  oder  der 
Temperatur  und  der  Pressung  zu  betrachten ,  neben  einander  gestellt  und  % 
die  Consequenzen  angereiht  würden,  in  der  Art,  wie  es  Briot  zuerst 
gethan  hat. 

Der  Lehre  vom  Magnetismus  und  der  Elektricität  sind  die  einfachsten 
Sätze  über  die  Potentialfunction ,  Niveaufläche  und  Kraftlinien  voran- 
gestellt, was  bei  der  vielfachen  Verwendung  dieser  Ausdrücke  in  der 
Elektricitätslehre  nur  zu  billigen  ist. 

Abgesehen  von  den  kleinen  gerügten  Mängeln,  wird  das  Werk  jedem 
Studiren  den  der  Physik  sehr  zu  empfehlen  sein.  p    Zech 
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Für  die  Jahre  1880  bis  1883  sind  von  der  fürstlich  Jablonoweky»- 
sohen  Gesellschaft  in  Leipzig  folgende  Preisaufgaben  gestellt  worden: 

Mathematisch  -naturwissenschaftliche  Section. 

1.  Für  das  Jahr  1880, 

Nachdem  durch  die  embryologischen  Untersuchungen  der  letzten 
Jahre  der  Nachweis  erbracht  ist,  dass  der  Körper  sämmtlicher  Thiere 
—  mit  Ausschluss  der  sog.  Protozoen  —  in  ähnlicher  Weise  aus  einigen 
wenigen  Keimblättern  sich  aufbaut,  entsteht  die  Frage,  ob  der  Antheil, 
welchen  diese  Blätter  an  der  Entwickelung  der  einzelnen  Organe  und 
Gewebe  nehmen,  überall  genau  der  gleiche  ist  oder  nicht;  eine  Frage, 
die  dann  naturgemäss  weiter  zu  der  Untersuchung  führt,  ob  dieser 
Antheil  durch  die  specifischen  Eigenschaften  der  Keimblätter  oder 
durch  gewisse  secundäre  ^Momente  (etwa  die  Lagenverhältnisse  der 
späteren  Organe)  bedingt  sei.  In  Anbetracht  der  grossen  Bedeutung, 
welche  die  Entscheidung  dieser  Fragen  für  die  Auffassung  der  thierischen 
Organisation  hat,  wünscht  die  Gesellschaft 

eine  auf  eigene  Untersuchungen  gegründete  Kritik  der  Lehre  von 

der  Homologie  der  Keimblätter. 
Preis  700  Mark. 

2.  Für  das  Jahr  1881 

wird  die,  ursprünglich  für  1877  gestellte,  in  diesem  Jahr  aber  nicht 
beantwortete  Preisfrage  wiederholt 

Der  nach  Encke  benannte  und  von  diesem  Astronomen  während 
des  Zeitraumes  von  1819 — 1848  sorgfältig  untersuchte  Comet  I,  1819, 
hat  in  seiner  Bewegung  Anomalien  gezeigt,  welche  zu  ihrer  Erklärung 
auf  die  Hypothese  eines  widerstehenden  Mittels  geführt  haben.  Da 
indessen    eine    genauere    Untersuchung    der    Bahn    nur   über    einen 
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beschränkten  Theil  des  Zeitraums  vorliegt,  über  welchen  die  Beobach- 
tungen (seit  1786)  sich  erstrecken,  und  die  von  Asten'schen  Unter- 
suchungen, wenigstens  so  weit  dieselben  bekannt  geworden  sind,  noch 
zu  keinem  definitiven  Resultate  geführt  haben,  so  ist  eine  vollständige 
Neubearbeitung  der  Bahn  des  Encke'schen  Cometen  um  so  mehr 
wünschenswerth,  als  die  bisher  untersuchten  Bewegungen  anderer 
periodischer  Cometen  keinen  analogen  widerstehenden  Einfluss  verrathen 
haben.  -  Die  Gesellschaft  wünscht  eine  solche  vollständige  Neubear- 
beitung herbeizuführen,  und  stellt  desshalb  die  Aufgabe: 

die  Bewegung  des  Encke'schen  Cometen  mit  Berücksichtigung  aller 
störenden  Kräfte,    welche  von  Einfluss  sein  können,    vorläufig 
wenigstens  innerhalb  des  seit  dem  Jahre  1848  verflossenen  Zeit- 
raums zu  untersuchen. 
Die  ergänzende  Bearbeitung  für  die  frühere  Zeit  behält  sich  die 
Gesellschaft  vor  eventuell  zum  Gegenstand  einer  spätem  Preisbewerbung 
zu  machen.     Preis  700  Mark. 


3.  Für  das  Jahr  1882. 

Für  manche  weniger  erforschte  Gebiete  der  Krystallographie  hat 
sich  das  Studium  der  durch  Einwirkung  von  Lösunge-  und  Corrosions- 
mitteln  auf  den  Krystallflächen  erzeugten  sog.  Aetzfiguren  in  hohem 
Grade  erspriesslich  erwiesen.  Einerseits  ist  es  wünschenswerth,  die 
zahlreichen,  in  dieser  Hinsicht  an  Mineralien#und  künstlichen  Krystallen 
gemachten,  und  in  sehr  verschiedenen  Zeitschriften  seit  einer  langen 
Reihe  von  Jahren  mitgetheilten,  nur  lose  unter  einander  zusammen- 
hängenden Untersuchungen  kritisch  zu  sammeln  und  von  einem  be- 
stimmten wissenschaftlichen  Gesichtspunkt  aus  zur  einheitlichen  Dar- 
stellung zu  bringen,  insbesondere  aber  auch  die  bisherigen  Ermittelungen 
durch  weitere  neue  zu  vermehren  und  zu  ergänzen,  wobei  noch  die 
früher  weniger  erörterten  Fragen  Berücksichtigung  verdienen,  in  welcher 
Weise  die  Form  der  Aetzeindrücke  von  der  Natur  des  Aetzmittels  und 
von  der  Verschiedenartigkeit  der  Krystallflächen  abhängig  ist,  ferner, 
wie  sich  die  Aetzeindrücke  bei  isomorphen  Substanzen  verhalten.  Anderer- 
seits ist  es  aber  von  noch  höherer  Bedeutung,  wenn  solche  ältere  und 
selbständige  Heue  Untersuchungen  dazu  verwerthet  werden,  durch 
Entwickelung  neuer  allgemein  gültiger  und  berechtigter  Sätze  unsere 
Kenntnisse  von  den  Cohäsions-  und  Structurverhältnissen  der  Krystalle 
zu  erweitern  und  die  Frage  zu  lösen,  ob  die  Aetzfiguren  die  Form  der 
den  Krystall  aufbauenden  Molecüle  wiedergeben. 
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Die  Gesellschaft  wünscht  daher 

eine  Zusammenstellung  unserer  bisherigen  Kenntnisse  und  der  durch 
selbständige  Untersuchungen  nach  den  angegebenen  Richtungen  hin 
neugewonnenen  Erfahrungen  über  die  Aetzfiguren  der  Krystalle, 
femer  eine  daraus  sieh  ergebende  Ableitung  allgemeiner  Sätze, 
welche  für  die  Auffassung  der  Cohäsions-  und  Structurverhältnisse, 
so  urie  der  Molecularbeschaffenheit  der  Krystalle  von  Wichtigkeit  sind. 
Preis  700  Mark. 

4  Für  das  Jahr  1883. 

Unser  Mitglied,  Herr  W.  Hankel,  hat  in  seiner  Abhandlung  »über 
die  photo-  und  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Flussspathes«  (im 
20.  Bd.  der  Äbh.  der  Königl.  Sachs.  Ges*.  d.  Wiss.,  12.  Bd.  d.  Abh.  der 
math.-phys.  Classe)  den  Nachweis  geführt,  dass  auf  farbigen  Fluss- 
spathkry stallen  durch  die  Einwirkung  des  Lichtes^  elektrische  Span-, 
nungen  erregt  werden.  Diese  photoelektrische  Erregung  der  bezeich- 
neten Krystalle  ist  eine  Folge  der  Einwirkung  des  Lichtes  auf  den  in 
ihnen  enthaltenen  Farbstoff;  die  hierdurch  eingeleiteten  Vorgänge 
werden  durch  die  Structur  der  Substanz  in  bestimmter  Weise  beeinflusst, 
so  dass  die  elektrischen  Vertheilungen  in*trenger  Abhängigkeit  von 
der  Gestalt  und  dem  Wachsthum  der  Krystalle  erscheinen.  Dieselben 
stehen  ferner  bei  dem  Flussspath  in  engster  Beziehung  zu  den  durch 
Temperaturänderungen  erzeugten  thermoelektrischen  Spannungen,  der- 
gestalt, dass  beim  Belichten  dieselben  Polaritäten,  wenn  auch  in  grosserer 
oder  geringerer  Intensität,  auftreten,  wie  bei  steigender  Temperatur. 
Ob  bei  anderen  Krystallformen  und  namentlich  bei  anderen  Farbstoffen 
die  eben  erwähnte  Beziehung  fortbesteht,  lässt  sich  im  Voraus  nicht  ent- 
scheiden. Für  eine  weitere  Verfolgung  der  elektrischen  Wirkungen  des 
Lichtes  werden  wahrscheinlich  nur  sehr  wenige  Mineralien  ausser  dem 
Flussspath e  tauglich  sein;  dagegen  steht  zu  erwarten,  dass  es  gelingen 
werde,  auf  künstlich  dargestellten,  mit  geeigneten  Farbstoffen  impräg- 
nirten  Krystallen  die  photoelektrischen  Erscheinungen  hervorzurufen. 
Die  Gesellschaft  stellt  daher  als  Preisaufgabe: 

Die  Nachweisung  und  nähere  Bestimmung  der  durch  Einwirkung 
df^  Lichtes  auf  künstlich  dargestellten  und  mit  geeigneten  Stoffen 
gefärbten  Krystallen  hervorgerufenen  photoelektrischen  Spannungen, 
so  wie  ihrer  Beziehung  zu  den  durch  Temperaturänderungen  er- 
zeugten thermoelektrischen  Erregungen. 
Preis  700  Mark. 
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Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht 
die  Gesellschaft  im  besonderen  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer 
anderen  Sprache  .gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt,  ferner 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Couvert  begleitet 
sein,  das  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendig 
den  Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Die  Zeit  der  Ein- 
sendung endet  mit  dem  30.  November  des  angegebenen  Jahres,  und  die 
Zusendung  ist  an  den  Secretär  der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  1880 
Geh.  Hofrath  Prof.  Dr.  G.  Ourtius)  zu  richten.  Die  Resultate  der 
Prüfung  der  eingegangenen  Schriften  werden  durch  die  „Leipziger  Zei- 
tung" im  März  oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht. 

Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigenthum  der  Ge- 
sellschaft. 

•  W.  ROBCher,  Präses. 

G.  Curtius.    W.  Hankel.    A.  Leskien.    R.  Leuckart. 
W.  Scheibner.     G.  Voigt    F.  Zarncke.    F.  Zirkel. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Das  Problema  bovinum  des  Archimedes. 

Bearbeitet  von 

Dr.  B.  Kbumbiegel 

und 

Dr.  A.  Amthob. 


Die  vorliegende  Behandlung  der  unter  dem  Namen  „Problema  bovi- 
num des  Archimedes u  bekannten  Aufgabe  zerfällt  in  einen  philologi- 
schen und  einen  mathematischen  Theil. 

Der  philologische  Theil  (§§  l-»-3)  ist  von  Dr.  Krumbiegel,  der 
mathematische  Theil  (§§4  —  8)  von  Dr.  Amthor. 


§  1.   Geschichte  des  Problema  bovinum. 

Im  Jahre  1773  veröffentlichte  Lessing1)  ans  einem  Codex  der 
Bibliothek  zu  Wolfenbüttel  (77  Gud.  Graec.*)  vier  noch  angedruckte  Stücke 
zur  griechischen  Anthologie,  die  auch  von  Brunck-Jacobs  in  die 
Anlhologia  graeca  nicht  aufgenommen  worden  sind.  Dieselben  stehen  im 
9.  Bande  der  Lachmann-Maltzahn'schen  Ausgabe,  S.  285flgg.  Das 
erste  jener  Stücke  trägt  die  Aufschrift:  ,9nQoßkritict9  otisq  'AQXtfitjdrjg  iv 
imyQafAftaciv  BVQciv  xolg  iv  'AXsZctvdoFla  itsol  xavxa  nQay^axovftivoig  fyxHv 
aniaxsdeV)  iv  xy  tiqoq  'EQaxoo&ivriv  xov  Kvof\vaTov  im(Sxolyu.  Es  enthält 
eine  versificirte  arithmetische  Aufgabe  in  22  Distichen8).     Zugleich  damit 


1)  Zur  Geschichte  der  Literatur.  Aus  den  Schätzen  der  herzogl.  Bibliothek 
zu  Wolfenbüttel.  Zweiter  Beitrag  von  Gott h.  Ephr.  Leasing.  Braunschweig  1773. 

2)  Merkwürdigerweise  scheint  L  es  sing  diese  Abfassung  iu  Distichen  nicht 
bemerkt  zu  haben;  festgestellt  ist  diese  Verkennung  bezüglich  des  vierten  der  von 
L.  veröffentlichten  Stücke,  und  zwar  durch  seine  ausdrückliche  Bemerkung,  das* 

fliese  Stücke  (er  spricht  von  den  drei  letzten)  „in  lauter  "Hexametern"  abgefasst 
seien,  während  doch  das  letzte  aus  Distichen  besteht.  Dass  er  auch  im  ersten 
Stücke,  dem  probl.  bov.,  den  metrischen  Bau,  so  seltsam  dies  erscheint,  verkannt 

HistMit.  Abthlg.  d.  Zeitiohr.  f.  Math.  n.  Phyt.  XXV,  4.  10 
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veröffentlichte  Lessing  ein  in  demselben  Codex  befindliches  Scbolion, 
worin  eine  allerdings  ungenügende  Lösung  der  Aufgabe  ohne  Angabe 
des  Weges,  auf  welchem  dieselbe  gefunden,  gegeben  wird,  und  einen 
Lösungsversuch  des  Wolfenbüttler  Rectors  Chr.  Leiste.  Lessing  lässt 
es  dahingestellt,  ob  das  Gedicht  wirklich  von  Archimedes,  dessen 
Namen  es  „an  der  Stirn e  führet",  abgefasst  sei.  Diese  Abstammung  von 
Archimedes  wird  verworfen  von  den  nächsten  Herausgebern  und  Be- 
arbeitern des  Epigramms,  J.  Struve  und  E.  L.  Struve3).  Der  Erstere 
schreibt  es  einem  ungenannten  alten  Mathematiker  zu,  von  dem  er  in 
ziemlich  herabwürdigender  Weise  spricht;  derselbe  habe  durch  die  Lee- 
ture  von  Hom.  Od.  12,  260flgg.  sich  veranlasst  gesehen,  über  die  Zahl 
der  Sonnenrinder  „ohne  Berechnung  eine  nicht  wenig  verwickelte  Auf- 
gabe zu  entwerfen  und  sie  in  griechische  Hexameter  und  Pentameter 
hineinzudrechseln.  Unter  dem  Namen  Epigramm  schickte  er  also  seine 
Aufgabe  in  die  Welt,  spiegelte  dieser  vor,  sie  sei  von  Archimedes 
oder  gar  noch  älter  und  mag,  so  lange  er  lebte,  heimlich  ins  Fäustchen 
gelacht  haben ,  das 8  Keiner  dies  vorgebliche  Archimedische  Räthsel  lösen 
konnte,  sich  bewusst,  dass  es  von  ihm  sei  und  er  selbst  es  nicht  voll- 
ständig zu  lösen  vermöge".  Die  Schwierigkeiten  der  Aufgabe,  die  durch 
die  Bedingungen  der  zweiten  Hälfte  des  Epigramms  verursacht  werden, 
beseitigte  Struve  durch  ein  einfaches  Auskunftsmittel:  er  erklärte  v.  31 
bis  44  für  spätere  „Flicken".  Des  in  solcher  Weise  verunglimpften  Ver- 
fassers und  seines  Epigramms  nahm  sich  an  Oottfr.  Hermann  in  einem 
Leipziger  Universitätsprogramm  vom  Jahre  1828 4).  Hermann  tadelt 
zunächst  ziemlich  streng  das  Verfahren  und  die  Sprache  »der  beiden 
Struve:  „horum  lanta  fuit  laseivia,  ut  non  solutn  conlemplim  de  eo  (seih  epi- 
grammale)  sentirenl  abiudicarentque  ab  Archimede,  sed  eiiam  alteram  eius 
pariem  ab  obscuro  quodam  homine  ad  ludificandos  maihemaücos  compositum 
existimarenl.  Nimirum  iüi  more  multorum,  qui  antiquitatis  monimenta  traetant, 
vituperare  et  ut  inepta   reicere  quae  ipsis  molestiam  crearent  quam  aecurate 


habe,  ist  deshalb  höchst  wahrscheinlich,  weil  er  die  Pentameter  nicht,  wie  er  sonst 
thut,  eingerückt  hat.  Auch  seine  Verbesserung  in  v.  14,  wodurch  der  Pentameter 
zerstört  wird,  bestätigt  diese  Verkennung.  Henning  (Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys. 
XX,  histor.-literar.  Abth.  S.  91)  läset  das  Epigramm  in  alexandrinischen  Venen  (!) 
abgefasst  sein. 

S)  Altes  griechisches  Epigramm  mathematischen  Inhalts,  von  Lessing  erst 
einmal  zum  Druck  befördert,  jetzt  neu  abgedruckt  und  mathematisch  und  kritisch 
behandelt  von  Dr.  J.  Struve,  Dir.  d.  königl.  Gymnas.  in  Altona,  und  Dr.  K.  L. 
Struve,  Dir.  d.  städt.  Gymnas.  in  Königsberg,  Vater  u.  Sohn,    Altona  1821. 

4)  Wieder  abgedruckt  in  Opusc.   Vol.  IV,  S.  288  flgg.     Vincent  (s.  unten 
S.  124)  ist  das  komische  Versehen  begegnet,  dass  er  Hermann1 s  Programm  einem 
Mr.  Thieme  zuschreibt,  weil  das  H/sohe  Programm  die  Einladungsechrift  za  einem^ 
Festactus  (ad  memoriam  Kregelio-Sternbachianam  celebrandam)  ist,  bei  welchem  ein 
Student  Namens  Thieme  die  gratiarum  actio  zu  halten  hatte. 
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per*  estig  are  maluerunt".  Hermann  selbst  zweifelt  nicht  an  der  Abfassung 
durch  Archimedes  und  gerade  der  zweite  Theil,  der  die  eigentlichen 
Schwierigkeiten  der  Aufgabe  enthält,  ist  ihm  dafür  beweisend :  „natu  prior 
pars  ews  modi  est,  ut  soluHo  eius  aliquid  operae,  nihil  autem  artis  requirat: 
altera  vero  et  digna  est  ingenio  Archimedis  et  talis,  ut  rede  provocari  ad  eam 
explicandam  poiuerint  nobilissimi  mathemalici".  Auch  die  Sprache  des  Ge- 
dichts bietet  ihm  keinen  Anstoss :  „nee  mirum  si  Archimedes  in  re  communi 
non  est  patria  dialecto  usus".  Er  weist  ferner  nach ,  dass  jenes  Epigramm 
als  das  nooßXrjpa  ßoeixov  des  Archimedes  „nobile  apud  veleres  fuisse" 
und  beruft  sich  auf  das  Zeugniss  des  Scholiasten  zu  Plat.  Charmid.  p.  324 
(91  ed.  Ruhnk.),  in  welchem  to  xkri&hv  vii  9AQ%iun]6ovg  ßoeixov  ngoßkrjua 
erwähnt  wird.  Hierauf  giebt  Hermann  den  berichtigten  Text  des  Epi- 
gramms sammt  dem  Scholion  und  schliesst  hieran  eine  Besprechung  der 
Lesarten,  durch  welche  die  Bedingungen  des  Problems  theils  abgeän- 
dert, theils  vermehrt  werden.  Von  Interesse  ist  noch  die  Bemerkung 
H.'s,  er  habe  in  Erfahrung  gebracht,  dass  Gauss  eine  vollständige 
Lösung  des  Problems  erreicht  habe;  leider  hat  H.  nach  dieser  Lösung 
sich  nicht  erkundigt,  von  anderer  Seite  aber  ist  über  eine  Bearbeitung 
des  Problems  durch  Gauss  Nichts  bekannt  geworden.  Eine  Recension 
der  H. 'sehen  Arbeit  erschien  in  der  Jenaer  Literaturzeitung  Jahrg  1829, 
Monat  März,  eine  andere  in  Jahn's  Jahrb.  XIV,  S.  194  ff. ;  letztere  von 
Jul.  Fr.  Wurm.  Die  Frage  der  Urheberschaft  bleibt  in  beiden  Recen- 
sionen  unberührt. 

Die  nächste  ausführliche  Besprechung  des  Problems  findet  sich  bei 
G.  H.F.Nesselmann  (Die  Algebra  d.Griechen,  Berlin  1842,  8.481flgg.). 
Leider  weiss  Nesselmann  von  der  Hermann 'sehen  Bearbeitung,  sowie 
den  beiden  Recensionen  derselben  Nichts,  er  knüpft  demnach  an  Struve 
an  und  ist  auch  bezüglich  des  Urtheils  über  die  Zusammensetzung  des 
Gedichts  aus  Stücken  verschiedener  Urheber  und  Zeiten  von  der  Struve- 
schen  Darstellung  allzu  abhängig.  Bezüglich  des  Verfassers  kommt  er 
zu  dem  Resultat,  dass  kein  Theil  des  Gedichts,  auch  der  erste  nicht, 
aus  dem  Zeitalter  des  Archimedes  herrühre;  er  schliesst  dies  insbeson- 
dere daraus,  dass  in  jener  Zeit  an  eine  Betrachtung  der  „dreieckigen " 
Zahlen  noch  nicht  zu  denken  sei5),  folglich  sei  der  zweite  Theil  nicht 
von  Archimedes.  Der  erste  Theil  aber  ohne  den  zweiten  würde 
von  Arch.  wohl  kaum  für  werth  gehalten  worden  sein,  als  besonders 
schwieriges  Problem  den  alezandrinischen  Mathematikern  übersandt  zu 
werden. 


6)  Aehnlich  schon  Elügel  im  mathem.  Wörterbuch  Th.  I  S.  184:  derselbe 
spricht  das  Gedicht  dem  Arch.,  wie  jedem  älteren  Mathematiker  dieser  Periode  ab, 
weil  die  Aufgabe  und  ihre  Lösung'  bereits  die  Bekanntschaft  mit  der  dekadischen 
Arithmetik,  d.  i.  unserem  Zahlensystem  voraussetze. 


igitizedJ 


google 


124  Historisch -literarische  Abtheilung. 

In  neuerer  Zeit  ist  das  Epigramm  von  Vincent,  Mitgl.  d.  frans. 
Akad.,  behandelt  worden6);  er  verführt  noch  willkürlicher,  als  die  Struve, 
insofern  er  nicht  blos  in  dem  mit  v.  31  beginnenden  zweiten  Theile,  son- 
dern schon  von  v.  17  an  einen  späteren,  von  der  ursprünglichen  Aufgabe 
(v.  1 — 16)  zu  trennenden  Zusatz  erkennt.  Dann  würde  die  ganze  Auf- 
gabe auf  die  vv.  1 — 16,  d.  i.  auf  die  bezüglich  der  Stiere  gegebenen  Be- 
stimmungen, oder  die  drei  Gleichungen 

beschränkt.     Aus    dem   Texte   ist  ein   Grund   für  diese   Ausscheidungen 
ebenso  wenig,  wie  für  die  von  Struve  vorgenommenen  zu  erkennen. 

In  entschiedenen  Gegensatz  zu  den  besprochenen  Bearbeitungen  und 
Beurtheilungen  des  Epigramms  stellt  sich  J.  L.  Heiberg  in  seinen 
Quaestiones  Archimedeae  (Hauniae  1879).  Er  tritt  für  die  Abfassung  durch 
Archim.,  wie  G.  Hermann,  dessen  Auffassung  im  Einzelnen  er  jedoch 
vielfach  bestreitet,  auf's  Bestimmteste  ein  und  beruft  sich 

1.  darauf,  dass  das  itQoßXrjpa  ßoeinov  schon  im  Alterthum  berühmt 
gewesen  sei.  Hierfür  führt  er  ausser  der  schon  von  Hermann  benutz- 
ten Stelle  des  Scholions  zu  Plat.  Charm.  (s.  o.)  die  beiden  Stellen  Cic. 
ad  Alt.  Xll,  4  und  XIII,  28  an:  er  versteht  an  beiden  Stellen  das  „k?o- 
ßkrjfia  9AQXtfiiij8ttovuf  welches  dort  als  sprüchwörtlicher  Ausdruck  für  etwas 
besonders  Schwieriges  gebraucht  wird,  von  dem  ngoßkripct  ßosi*6v\ 

2.  auf  den  Gebrauch  der  alten  Mathematiker,  ihren  Aufgaben  die 
Form  des  Gedichtes  zu  geben  (Epigramm  des  Eratosthenes  bei  Eutok. 
comment.  in  Uhr.  II  de  sphaera  et  cyl.  p.  146;  Epigramm  des  Diophantus 
in  Arithm.  V,  33,  jo.  345;  Sammlungen  solcher  Epigramme  bei  Heilbron- 
ner,  ff  ist.  math.  univ.  p.  483,  und  Bacher,  zu  Dioph.  Arithm.  I.  /.). 

3.  Dass  Arch.  das  Epigramm  in  ionischer,  nicht  dorischer  Sprache 
abgefasst,  erklärt  Heiberg  aus  dem  constanten  Gebrauch  des  ionischen 
Dialects  in  epischen  und  elegischen  Gedichten. 

4.  Der  Verkehr  des  Archim.  mit  alexandrinischen  Mathematikern  ist 
auch  sonst  nachgewiesen  (Heiberg  p.  7  not.  4). 

5.  Dass  Archim.  im  Stande  gewesen,  derartige  Probleme  zu  lösen, 
begründet  Heiberg  durch  Hinweis  auf  das  von  Archim.  erfundene  Zahlen- 
system, vermöge  dessen  er  im  Stande  war,  auch  die  grössten  Zahlen  aus- 
zudrücken. 

6.  Den  Einwand  Nessel  mann'  s  bezüglich  der  Tri  gonal  zahlen  ent- 
kräftet H.  (/.  /.  p.  68)  durch  Hinweis  auf  die  Arühmetica  des  Nico- 
machus  und  seine  eingehende  Behandlung  der  Polygonalzahlen:  hieraus 
gehe  hervor,  dass  die  Untersuchung  der  Eigenschaften  dieser  Zahlen 
schon  in  ziemlich  alter  Zeit  begonnen  habe. 

6)  Im  Bulletin  de  bibliographie  etc.,  Vol.  1,  p.  113—165,  Vol.  II p.  39  (Anhang 
zu  den  NouveUes  annale*  de  matMnatiques  par  Terquem  et  Gcrono,  Vol.  XIV,  XV). 
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§  2.    Die  Frage  der  Urheberschaft. 

Waren  die  Gründe,  welche  die  Struve-Nesselmann-Vincent 
gegen  die  Abstammung  des  Epigramms  von  Archimedes  geltend  mach- 
ten, ebenso  willkürlich,  wie  die  ganze  Behandlung,  die  das  Epigramm 
von  den  Genannten  erfuhr,  so  lässt  sich  andererseits  auch  nicht  leugnen, 
dass  die  Gründe  Hermann1 s  und  Heiberg's  für  den  Archimedischen 
Ursprang  nicht  zwingend  sind.  Da  die  Gründe  Hermann1 s  (1.  nobile 
apud  veteres  fuisse  problema  bovinum,  2.  dignam  esse  alteram  partem  proble- 
matis  ingenio  Archimedis)  auch  bei  Heiberg  direct  oder  indirect  wieder- 
kehren, so  beschränke  ich  mich  auf  eine  kurze  Besprechung  der  von 
Heiberg  geltend  gemachten  Gründe. 

Ad  1.  Was  zunächst  das  Scholion  zu  Plat.  Ckarm.  anbetrifft7),  so 
beweisen  die  Worte  doch  nur,  dass  man  schon  früh  anfing,  das  nooßkrmct 
ßonnov  mit  dem  Namen  des  Archimedes  in  Verbindung  zu  bringen; 
es  konnte  dies  aber  geschehen,  ohne  dass  man  deshalb  den  Archimedes 
als  Verfasser  anzunehmen  berechtigt  wäre:  die  Bezeichnung  mit  seinem 
Namen  war  möglicherweise  der  Schlusssatz  eines  Syllogismus,  zu  welchem 
die  Schwierigkeit  des  vorliegenden  Problems,  sowie  das  Ansehen  und  der 
Ruhm  des  Archimedes  die  Prämissen  bildeten. 

Noch  weniger  beweisend  sind  die  Anführungen  des  izQoßktHia  *Aq%i- 
pr\$Hov  bei  Cicero  (s.  o.):  weder  aus  den  Worten,  noch  aus  dem  Zusam- 
menhang ergiebt  sich  irgendwelche  Nethigung,  den  Ausdruck  nooßk.  'Aq%* 
»  gerade  vom  problema  bovinum  zu  verstehen;  der  Ausdruck  steht  ganz  all- 
gemein als  sprüchwörtliche  Bezeichnung  einer  sehr  schweren  Sache  und 
ist  daher  nur  ein  Beweis  für  die  Würdigung,  die  man  den  Leistungen 
des  Archimedes  zu  Theil  werden  Hess.  Es  ist  nicht  einzusehen,  wes- 
halb man  an  jenen  Stellen  bei  Cicero  gerade  an  das  probl.  bov.  denken 
müsse  und  weshalb  man  nicht  an  den  Psammites  oder  ähnliche  Probleme 
denken  dürfe. 

Ad  2.  Die  Gewohnheit  der  alten  Mathematiker,  ihren  Aufgaben  epi- 
grammatische Form  zu  geben,  gehört  doch  wesentlich  erst  einer  spätem 
Zeit  an.  Es  scheint  mir  dies  durchaus  im  Wesen  der  Sache  zu  liegen: 
Männer,  wie  Archimedes,  die  dureh  die  Kühnheit  und  Fülle  ihrer 
Combination  die  mathematische  Wissenschaft  aus  der  elementaren  Gestalt 
heraus,  in  der'  sie  dieselbe  vorfanden,  zu  so  glänzender  Höhe  empor- 
hoben und  mit  schärfstem  Blicke  die  Anwendbarkeit  mathematischer 
Theoreme  auf  weite  Gebiete  der  Praxis  ermassen,  können  kaum  Sinn 
und   Neigung  für  poetische   Spielereien  gehabt  haben,    zu  denen   doch 


7)  Dieselben  Worte  finden  sich  auch  bei  Hultsch,  Ueron.  9,  S.248;  s.  H ei- 
ber g  S.  27. 
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ebenso  unser  probl.  bov.  (wenigstens  der  Form  nach),  wie  die  bei  Heil - 
b  ronner  aufgeführten  mathematischen  Epigramme  gezählt  werden  müssen. 
Dazu  kommt,  dass  wir  ja  im  Psammites  ein  Beispiel  für  die  Art  haben, 
wie  Archimedes  derartige  Probleme  behandelte!  auch  die  Berechnung 
des  Sand  es  scheint  zunächst  ein  müssiges  Spiel  der  Phantasie  zu  sein, 
aber  er  knüpft  daran  die  Darlegungeines  neuen,  bewunderungswürdigen 
Zahlensystems,  welches  ihn  in  den  Stand  setzt,  auch  die  ungeheuersten 
Zahlen  auszudrücken ,  Zahlen ,  die  alle  in  der  uns  zugänglichen  Welt  vor- 
liegenden Verhältnisse  übersteigen.  Möglich,  dass  in  Alexandrien,  am 
Hofe  der  Ptolemäer  Veranlassung  zur  Entstehung  solcher  metrisch  gefass- 
ter  mathematischer  Rätbsel  (denn  auf  den  Namen  von  Problemen  machen 
doch  wohl  die  wenigsten  der  bei  Heilbronner  aufgeführten  Epigramme 
dieser  Art  Anspruch)  sich  fand:  hierher  mag  das  an  Ptolemaeus  III. 
Euergetes  gerichtete  Epigramm  gehören,  welches  Eutokios  in  seinen 
Comtnent.  in  Archim.  Ib.  II  de  sphaera  et  cylindro  p.  146  (ed.  Torelli)  als 
Epigramm  des  Eratosthenes  aufführt;  das  nächste  sicher  zu  bestim- 
mende mathematische  Epigramm  führt,  da  es  dem  Diophantus  angehört, 
bereits  in  die  Mitte  des  4.  Jahrh.  n.  Chr.  hinab  und  so  gehört  wohl  die 
Hauptmasse  solcher  mathematischen  Epigramme,  deren  genauere  chrono- 
logische Bestimmung  in  Ermangelung  aller  positiven  Anhaltepunkte  ge- 
radezu unmöglich  ist,  sicher  erst  der  nachchristlichen,  insbesondere  der 
byzantinischen  Periode  an.  Dass  aber  in  der  Ueberschrift  unseres  probl. 
bov.,  wo  noch  dazu  der.  Sinn  der  Worte  sehr  zweifelhaft  ist,  sowie  im 
Eingange  des  Scholion  das  Epigramm  dem  Archimedes  beigelegt  wird, 
dürfte  zunächst ,  wenn  nicht  anderweite  Gründe  hinzukommen ,  nicht  mehr  • 
Anspruch  auf  Glaubwürdigkeit  haben ,  als  wenn  beispielsweise  das  letzte 
der  bei  Bach  et  und  Heilbronner  zusammengestellten  mathematischen 
Epigramme  dem  Euklid  es  beigelegt  wird. 

Ad  3.  Was  Heiberg  (in  Uebereinstimmung  mit  Hermann)  über 
die  Sprache  des  Gedichts  sagt,  räumt  doch  nur  einen  Einwand,  den  man 
gegen  die  Abfassung  durch  Arch.  machen  könnte,  hinweg,  kann  aber 
nicht  als  ein  Argument  für  diese  Urheberschaft  des  Arch.  geltend  ge- 
macht werden.  Allerdings  findet  die  Abfassung  des  Gedichts  in  ionischer 
oder  richtiger  episch  -  homerischer  Sprache  im  vorliegenden  Falle  ihre 
Erklärung  nicht  blos  in  der  Erwägung  „Graecos  semper  kac  dialecto  in 
carminibus  epicis  et  elegiacis  usos  esse"  (Heiberg)  oder,  wie  Hermann 
es  ausdrückt:  „nee  mirum,  si  Archimedes  in  re  cotnmuni  non  est  patria  dia- 
lecto usus",  sondern  es  liegt  hier  zu  dieser  Sprechweise  eine  noch  speciel- 
lere  Veranlassung  vor,  insofern  das  probl.  bov.  auf  der  Grundlage  des 
homerischen  Mythus  von  den  Sonnenrindern  beruht  (Od.  X  108  sqq., 
(i  127 — 136,  39b  sqq.):  allein  auch  hierdurch  wird  doch  nur  die  Möglich- 
keit Archimedischer  Auffassung  offen  gehalten,  nicht  die  Wirklichkeit 
derselben  erwiesen. 
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Ad  4.  Erwiesen  ist  der  Verkehr  des  Arch.  mit  Conon  in  Alexan- 
drien  (s.  Heiberg  p.  7  adn.  4,  p.  11)  und  mit  Dositheus  (ibid.),  den 
Verkehr  mit  Eratosthenes  schliesst  Heiberg  nur  aus  dem  problema 
bovinum.  Ist  nun  auch  ein  solcher  Verkehr  mit  Eratosthenes  recht 
wahrscheinlich,  so  lässt  sich  doch  hierauf  ein  Beweis  für  den  Archim. 
als  Verfasser  des  Gedichtes  nicht  gründen. 

Wichtiger  ist  das  unter  5  und  6  Geltendgemachte;  womit  wir  zu- 
gleich zu  dem  unter  2  Besprochenen  zurückkehren. 

Weist  nämlich  die  ausführliche  Behandlung  der  Polygonalzahlen ,  wie 
sie  bei  Nicomachus  (aotftj*.  elactycoyT]  11.  //)  vorliegt,  entschieden  darauf 
hin,  dass  man  sich  mit  der  Theorie  dieser  Zahlen  schon  lange  vor  Ni- 
comachus beschäftigt  haben  müsse,  darf  man  voraussetzen,  dass  zum 
mindesten  die  Eigenschaften  der  Trigonal-  und  Tetragonalzahlen  schon 
den  Mathematikern  des  3.  Jahrb.  v.  Chr.  bekannt  waren,  so  wird  auch 
hierdurch  die  Möglichkeit  der  Abstammung  unseres  probl.  bov.  vom  Arch. 
offen  gehalten.  Es  scheint  jedoch,  als  ob  man  auf  diesem  Wege  noch 
weiter  von  der  Möglichkeit  zur  Wahrscheinlichkeit  gelangen  könne.  Führen 
nämlich  die  im  probl.  bov.  gegebenen  Bedingungen  mit  Notwendigkeit 
zu  den  ungeheuersten  Zahlen  (als  Gesammtzahl  der  Heerde  ergiebt  sich 
eine  Zahl,  die  mit  206545  Ziffern  geschrieben  wird,  s.  Abth.  II  §  8),  so 
wird  die  Möglichkeit  Archimedischer  Aufstellung  des  Problems  zur  Wahr- 
scheinlichkeit, da  nur  das  Zahlensystem  des  Archimedes  eine  solche 
Zahl  zum  Ausdruck  bringen  konnte  (sie  würde  im  System  des  Archim. 
bezeichnet  werden  als  eine  Zahl  der  ösxdöeg  der  25819.  Ordnung  der 
ersten  Zahlenperioden). 

Als  Resultat  würde  sich  demnach  Folgendes  herausstellen: 

1.  Es  ist  nicht  zu. erweisen  und  wohl  eher  zu  bezweifeln,  dass  das 
Epigramm  in  der  vorliegenden  Form  von  Archimedes  herrühre; 

2.  es  ist  aber  wohl  möglich,  ja  wahrscheinlich,  dass  die  Aufgabe 
selbst  in  der  That  den  Archimedes  zum  Urheber  hat.  Derselbe  stellte 
die  Aufgabe,  um  zu  zeigen,  dass  man  von  den  einfachsten  Zahlen  grossen 
aus  durch  Combination  sehr  leicht  zu  den  ungeheuersten  Zahlengrössen 
gelangen  könne,  und  um  einen  weiteren  Beweis  und  ein  weiteres  Beispiel 
für  die  Ausdrückbarkeit  auch  der  grössten ,  die  Raumverhältnisse  unseres 
Weltsystems  überschreitenden  Zahlen  zu  geben.  Er  benutzte  dazu  den 
allbekannten  Homerischen  Mythus  von  den  Sonnenrindern,  gab  aber  den 
Rindern  eine  andere  Deutung;  denn  während  bei  Homer  nach  gewöhn- 
licher Deutung,  wenn  auch  dem  Dichter  selbst  vielleicht  unbewusst,  die 
Wochen,  Tage  und  Nächte  des  Mondjahres  unter  den  Heerden  verstan- 
den werden,  ist  im  probl.  bov.  vielleicht  an  die  unzählbaren  Gestirne  zu 
denken,  wenn  man  es  nicht  vorzieht,  anzunehmen ,  dass  der  Verfasser 
überhaupt  von  jeder  Deutung  seiner  Sonnenrinder  abgesehen  und  den 
Homerischen   Mythus  nur  für  seine  mathematischen  Zwecke  ausgenutzt 
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habe.  Demnach  entbehren  auch  „die  Fluren  Thrinakiens((,  obgleich  das 
Gedicht  in  vorliegender  Form  noch  die  nähere  Bestimmung  Hixtlrjg  v^cov 
hinzufügt,  jeder  räumlichen  Begrenzung  und  es  ist  um  so  weniger  gerecht- 
fertigt, aus  der  Gestalt  Siciliens  {ßqtvaniri  nicht  einmal  bei  Homer 
=  HuteMct)  einen  Schluss  auf  die  Grösse  der  im  Problem  geforderten 
Zahlen  zu  ziehen  (Struve,  Nesselmann).  Die  Theilung  in  Heerden 
verschiedener  Farbe,  sowie  die  nach  Stieren  und  Kühen  ist  dem  Home- 
rischen Mythus  nachgebildet,  ohne  dass  dies  für  die  darunter  vorgestell- 
ten Körper  von  irgendwelcher  Bedeutung  wäre. 

Was  nun  endlich  die  Fähigkeit  des  Ar chimed es  anlangt,  derartige 
Berechnungen,  wie  sie  zur  Lösung  des  probt,  bov.  erfordert  werden,  an- 
zustellen, so  gestatte  ich  mir,  auf  die  Ausführungen  Heiberg's  hinzu- 
weisen, welcher  zu  folgendem  Resultate  gelangt:  „quamquam  nondum  con- 
stat,  qua  ratione  usus  sit  Archimedes ,  hoc  tarnen  colligi  potesl,  eum  a  nostra 
arWimetica  alienum  minime  fuisse  et  raliones  habuisse,  quibus  idem  fere  efficere 
posset,  quod  nos  aliis  tnethodis  ad  mathematicam  subtiliorem  et  quasi  altiorem 
pertinentibus  adipiscimur"  (p.  66);  ferner  am  Schlosse  von  Cap.  4  (p.  68): 
„Huius  igitur  disputationis  summa  haec  est  Archimedem  praeter  minora  quae 
dam  supplementa  arühmelicae ,  qualis  ab  Euclide  tradita  erat,  proporiionibus 
maxime  usum  ad  novas  difficilesque  quaestiones  progressum  esse,  quibus  in 
demonstrandis  propositionibus  geometricis  suis  niteretur,  eumque  hac  via  ad 
methodos  nobis  ignotas  pervenisse,  quibus  aliqua  ex  parte  nostram  ariihmeücam 
aequaret." 


§  3.    Text  und  TJebersetzang  des  Problems,  sowie  Uebersetiung  des 
Scholions,  nebst  Anmerkungen. 

Im  Folgenden  geben  wir  den  Text  des  Problems  und  zwar  im  All- 
gemeinen in  der  von  Hermann  festgestellten  Fassung,  in  welcher  vor 
Allem  eine  den  Regeln  der  Grammatik  und  dem  Sinne  genau  entspre- 
chende Interpunktion  hergestellt  ist.  Von  dieser  Fassung  sind  wir  nur 
da  abgegangen,  wo  wir  den  Her  mann 'sehen  Aenderungen  nicht  bei- 
stimmen konnten  (v.  24,  35,  38,  39).  Nur  an  diesen  Stellen,  sowie  an 
denen,  wo  schon  Struve  (im  Verzeichniss  Str.)  das  Richtige  gesehen, 
ist  daher  Hermann'e  Lesung  unter  dem  Texte  ausdrücklich  verzeichnet. 
Da  ferner  der  Les sing1  sehe  Text  mit  dem  Manuscripte  ausser  den  Stel- 
len, die  er  selbst  angiebt  (v.  12,  19,  20  xtxqaxm  für  xtxaqxa,  v.  14  noitu- 
X6%Qoag  für  nowik6%Qmxag  und  v.  22  naötjg  —  iQ%o^ivrjg  für  ndöaig  —  io%o- 
fxivaig),  genau  übereinstimmt,  so  bedurfte  es  bei  Angabe  der  Varianten 
einer  Scheidung  zwischen  Lessing  und  dem  Manuscripte  nur  an  diesen 
Stellen ,  an  allen  anderen  ist  L.  =  Manuscript  und  Lessing. 
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II  qo  ß  lrj[ia9 

oxtQ  'AQxipjjdrtf  iv  httyQafiftaatv  evQÄv 

xoig  iw  'AXe^avÖQtl^  negl  xccvxa  nQaypaxevopivoig*  faxtiv 

dniaxeiXev 

iv  xjj  %gbg  'EQaxoö&ivrjv  tov  KvQipraiov  intöxoXfj. 

nirj&vv  'HsXloio  ßocov,  oo  |ftvf,  ^ixQtjöov^ 

<PqovtIö'  imatrjöctg ,  el  pexixeig  oocpirig, 
TzoGGrj  Sq  iv  neölotg  ZwXrjg  nox ißoGxexo  yijtfov 

SQivaxivjg,  xexgaxH  <sxlq>ea  Saaaapivri 
5       XQotriv  ctXXaCCovTCt,  xo  fiiv  Xevxolo  yceXccxrog, 

Kvavico  Ö*  htQOV  xgaSjtttm  Xafinofievov* 
aXko  ye  phv  £avd'6v>  xo  Se  noixlkov'  iv  de  fxatfro) 

öxiyu  icctv  ravQot  nXrf&eai  ßpidoptvot, 
avfuitTQiriQ  xoirjgSe  xexevxoxeg*  ioyoxQixag  fiiv 
10  xvavicov  zctvQCDV  rjplaei  ijdl  xgtx<p 

xal  ^av&olg  av^tnaaiv  ioovg,  co  £avf,  vor\CoV 

ctvxdg  xvaviovg  xa>  xexQdxa  xe  (liQei 
HiHzoxQOcov  xa\  ntp.TZT(p,  fr*  ^avd'oial  xe  nüciv. 

xovg  6'  vnoXeiTtopJvovg  TtoixiXoxQCorctg  a&Qti 
15       dgyevvmv  xctvgcov  Ixtoo  fiigei  IßSofidxto  xe 

xal  ^avd'olg  avxig  naöiv  l<to£o(iivovg. 
driXelaiti  de  ßovol  xdtf  HnXtto'  kevKOxgi%eg  ph 

rjöav  avfi7cactig  xvavit]g  dyiXrjg 
xm  xgixdxto  xe  (xigti  xal  xexqdxm  dxgtxig  1(5 ai. 
20  avxdg  xvdveat  tg>  xexqdxa  xe  ndXw 

Iamzo%q6(ov  xttl  nifinxco  opov  fiioei  lödfrvxo 

avv  ravgoig'  naötjg  d*  elg  vopov  iggopivi?? 
£av&oxQlx<ov  ayiXrjg  nifiicxa}  fiigei  yde  xal  exxtp 

itoixikai  Icdqi&nov  nXij&og  ?xov-     TexQaxy 
25       £av#al  S'  rjgi&fievvxo  n&govg  xgirov  ijfutfft  laai 

dgysvvrjg  dykXr\g  ißöofidxca  xe  fiigei. 
£«vf,  axl  Ö"HeXioio  ßocov  noaai  dxgexhg  sItmov, 

%&glg  fuhv  xavgmv  ZctXQetpifov  dgidpov, 
Xmo\g  ö9  av  drjXsiai  ocat  xctxd  X?<»fta  txaaraf, 
30  ovx  a'iSgig  xe  Xiyoi  ovo*  dgi&paiv  ddctrjg' 


*  L.  ngayfiaxovfievoig,  Str.  Herrn,  ngayfiaxtvofiivoie.  —  v.  4  L.  xexQazrj.  -- 
y.  12  L.  x<p  xtxgdxcp  fiige'i.  —  v.  14  L.  notxU6zQOcc$,  MS.  noixilozQnxag,  dies 
wiederhergestellt  von  Str.  Herrn.  -  v.  16  L.  avxovg,  Str.  Herrn,  avxig.  —  v.  22  MS. 
6V9  xavgoig  ndöctig  sig  vopö*  ig%Ofiivaig.  L.  avv  v  ndatjg  tig  vo(i6v  igzopivrjg. 
Str.  avv  x.  nuc&v  iQ%opivmv.  —  v.  24  L.  xXij&og  i%ov.  Tetgaffi  i«v^al.    Herrn. 

nkrj&ot  i%ov  xtxQtxxjj.   Bav&aL  —  v.  27  L.  ßoeg.  —  v.  29  L. .  f90M'fwS^(ff  J*- 

igi  ize     y  g 
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ov  \kr\v  nci  y$  aocpolg  ivctQl&yuog'  dkk'  fth  <pQd£ev 

xcri  xdd*  bz  aXka  ßouv  'Hello  10  na&r}. 
agyoTQixeg  tcivqoi  p,hv  foel  jtu|a/aro  itkrftvv 

xvccvioig ,  Xaxavx*  f-fniedov  loofiexQOt 
35       rig  ßa&og  Big  tvQog  xb*  xd  tf  av  negifirfKia  ndvxtj 

izifiizlavTO  nXtv&ov  &Qtvctxirjg  n$&lct. 
£>av&oi  ö'  ccvx  Big  $v  %a\  noutlkoi  d&QOiO&ivxeg 

foxavt  d(xßokd6tjv  il-  ivog  dgiopsvoi 
o%tjficc  x ekeiov vxtg  xo  xQixQaansöov  ovxs  nqooovx<av 
40  dkkoxQocav  xüvqcov  ovx  imlemopivayv. 

TCtvzct  avve^svQcov  nal  ivl  nganiÖBisaiv  d^Qoicag 

x«i  nkrjd'icüv  dnoÖovg,  co  £ive9  ndvxct  plroa 
h'Q%so  xvdiowv  vixrjcpoqog  firirt  rs  ndvxoog 

xMQipivog  xctvxy  y  opnviog  iv  ooqtly. 

Auf  g  abe, 

welche  Archimedee  unter  (den)  Epigrammen  fand  und  den  in  Alezandrien  mit 

der  Untersuchung  derartiger  Dinge  Beschäftigten  übersandte, 

in  dem  an  Eratosthenes  den  Kyrenäer  gerichteten  Briefe. 

Berechne,  o  Freund,  die  Menge  der  Sonnenrinder, 

Sorgfalt  dabei  anwendend,  wenn  du  an  Weisheit  Theil  hast: 
(berechne)  in  welcher  Zahl  sie  einst  weidete  auf  den  Fluren 

der  siciliHchen  Insel  Thrinakien,  vierfach  in  Heerden  getheilt 
5    wechselnd  an  Farbe,  die  eine  von  milchweissem  Aussehen, 

von  schwarzer  Farbe  die  zweite  erglänzend, 
branngelb  sodann  die  dritte,  die  vierte  scheckig;  in  jeder 

Heerde  waren  die  Stiere  überwiegend  an  Menge , 
in  folgendem  Verhältnisse  stehend:  die  weisshaarigen    (l.  Gleichung.) 
10       nimm,  o  Freund,  als  gleich  der  Hälfte  und  dem  dritten 
Theile  der  schwarzen  and  sämmtlichen  braunen; 

die  schwarzen  aber  gleich  dem  vierten  Theil  (2. Gleichung.) 

und  dem  fünften  der  scheckigen  und  dazu  den  sämmtlichen  braunen : 

die  noch  übrigen  scheckigen  aber  betrachte  (3. Gleichung.) 

15   als  gleichkommend  dem  sechsten  und  siebenten  Theile 

der  weissen  Stiere  und  wiederum  sämmtlichen  braunen. 
Bei  den  weiblichen  Rindern  aber  waren  die  Verhältnisse  folgende: 

die  weisshaarigen  waren  genau  gleich  dem  dritten      (4. Gleichung.) 
und  dem  vierten  Theile  der  gesammten  schwarzen  Heerde; 

20        die  schwarzen  aber  wiederum  waren  gleich  (5. Gleichung.) 

•  ■ —  —  -  • 

toyotg  iv  dgibpotg.  —  y.  32  L.  xcrl  tä  $e  ndrca  —  v.  36  Herrn,  xü  #  av  ni^t  (iijuect, 
itdvrß.  ib.  L.  ndvtrj.  —  v.  38  Herrn.  taxare\  dpßolddrjp.  —  v.  39  sq.  Herrn.  «rw  nqo*- 

ovxav  —  sfc'  bttlunoiifomv   —  v.  44  L.  xavxv  ouwriog. 
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dem  vierten  Theile  zusammen  mit  dem  fünften  der  scheckigen, 

eingerechnet  die  Stiere:  die  scheckigen  aber  (6.  Gleichung.) 

hatten  ganz  gleiche  Zahl  mit  dem  fünften  und  sechsten  Theile 
der  brannhaarigen  Heer  de,  wenn  sie  in  voller  Zahl  zur  Weide  ging« 
25   branne  aber  wurden  gezählt  gleich  der  Hälfte  des  dritten       (7.  Gleich.) 
und  dem  siebenten  Theile  der  weissen  Heerde. 
Hast  du  aber  genau  angegeben,  o  Freund,  wieviel  der  Sonnenrinder 

es  waren, 
Für  sich  gesondert  die  Zahl  der  wohlgenährten  Stiere 
und  gesondert  auch,  wieviel  jedesmal  nach  der  Farbe  Kühe  es  waren, 
30       nicht  unwissend  nennt  man  dich  dann,  noch  unkundig  der  Zahlen : 
doch   noch  zählt  man  dich  nicht  zu  den  Weisen:   aber  wohlauf  nun, 

melde  noch  weiter  folgende  Verhältnisse  der  Sonnenrinder. 
Wenn  die  weisshaarigen  Stiere  an  Zahl  den  schwarzen 
sich  mischten,  standen  sie  genau  gleichseitig  (8. Gleichung.) 

S5   nach  Tiefe  und  Breite:  die  weitgedehnten  Fluren  Thrinakiens 
füllten  sich  dann  vollständig  mit  der  Menge  (der  Stiere). 
Die  braunen  dagegen  und  scheckigen  zu  einem  Ganzen  vereinigt, 

standen  in  aufsteigender  Form,  von  einem  anfangend 
die  Dreiecksfigur  hervorbringend,  indem  weder  andersfarbige     (9.  Glch.) 
40       Stiere    dabei    waren   (hinzukamen),    noch   (von   den   braunen   und 

scheckigen  welche)  übrig  blieben. 
Haßt  du  dies  Alles  ausfindig  gemacht  und  im  Verstände  geeinigt, 

hast  du  auch  sämmtliche  Maasse  der  Heerden,  o  Freund,  ausgeführt, 
dann  gehe  stolz  als  Sieger  davon  und  wisse  sicher, 

dass  du  als  ein  Reicher  in  dieser  Wissenschaft  erfunden  bist. 


Anmerkungen* 

itQoßl.  o**e  'Aq%.  fr  imyf.  evqmv  xolf  xfavpor.  trjrBtv  dnimnlkv.]  Der  Sinn 
dieser  Worte,  insbesondere  des  Ausdruckes  fr  SniyQUfifutciv  **'?«*  ist  dunkel :  fasst 
man  die  Worte  in  der  Weise,  wie  es  oben  in  der  Uebersetzung  geschehen,  so  wird 
die  Abfassung  durch  Archimedes  wenigstens  in  der  Ueberschrifb  nicht  direct 
behauptet.  L  es  sing  sagt  daher:  „das  Problem  soll,  wenn  es  nicht  von  dem  Ar- 
chimedes selbst  abgefasst  worden,  doch  von  ihm  für  werth  erkannt  sein"  u.  s.  w. 
Heiberg  (l.  I.  p.  26  sq.)  verbindet  deshalb  fr  imyQclpuacgv  mit  anier stier:  Pro- 
blem, welches  Arch.  in  einem  Epigramm  an  die  alexaudrin.  Mathematiker  über- 
sandte. Gewiss  ist  diese  Deutung  höchst  entsprechend,  allein  Heiberg  setzt  selbst 
hinzu:  quamquam  offendit  verborum  ordo,  offendit  etiam  plurcUis  numerus.  Man 
kann  hierzu  noch  weiter  hinzufügen:  auffällig  ist  auch  das  Partie.  fVQoiv,  welches 
dann  als  ganz  isolirter  und  müssiger»  Zusatz  noch  dazu  an  höchst  befremdender 
Stelle  steht  Kurz  ich  glaube,  wie  die  Worte  der  Ueberschrift  lauten,  l&sst  sich  die 
Verbindung  und  Deutung  Heiberg's  nicht  rechtfertigen.  Eine  Entstellung  der 
Ueberschrift  (etwa  so,  dass  fr  frttyQ,  tVQoiv  irrthömlich  hereingekommen)  lässt  sich 
kaum  irgendwie  begründen  und  so  meine  ich  hier  mit  einem  Non  Uguet  mich 
begnügen  zu  müssen.    Der  in  der  Uebersetzung  ausgedrückte  Sinn,  den  der  Wort- 
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laut  der  Ueberschrift  wiedergiebt,  erscheint  jedenfalls  unbefriedigend.  Auf  die 
durch  die  Worte:  h  iniyQ.  tvqriv  veranlasste  Unklarheit  des  Sinnes. der  Ueber- 
schrift deutet  auch  J.  Struve  hin,  wenn  er  sagt:  „spiegelte  vor,  sie  sei  von  Ar- 
chimedes  oder  gar  noch  älter". .  Hermann  hat  sich  Aber  die  Ueberschrift 
überhaupt  nicht  ausgesprochen. 

v .  8.  zavQoi  nlrjö.  ßQi&.  Struve  Nesselmann:  schwerwiegend  an  Menge, 
dann  ziemlich  müssiger  Zusatz  (K.  L.  Struve:  schwülstiger  Ausdruck  ftlr  %afi%lt]- 
foig).  Durch  die  in  der  Uebersetzung  gegebene  Deutung  gewinnt  der  Zusatz  an 
Selbstständigkeit.  Zugleich  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  Bedingungen  bezüglich  der 
Kühe  schon  zum  ursprünglichen  Epigramm  gehörten  (gegen  Vincent).  Der  Plural 
nlrj&sai  wie  v.  42. 

v.  14.  zotig  d' vnolemofUvovg  nonulozoonag]  entweder:  die  ausser  den 
weissen  und  schwarzen  v.  9—13  bestimmten  Stieren  noch  übrigen  scheckigen,  wobei 
dann  die  braunen  durch  die  Zatilenverhältnisse  der  weissen  und  schwarzen  als 
schon  bestimmt  vorausgesetzt  werden; 

oder:  die  nach  Hinwegnahme  des  4.  und  6.  Theiles  (v.  12  u.  13)  noch  übrig 
bleibenden  scheckigen  —  also  Jt,  eine  Auffassung,  deren  Möglichkeit  von  Jul. 
Fr.  Wurm  (Jahn 's  Jahrb.  XIV,  194.  1880)  hervorgehoben  worden  ist.  Die  Mög- 
lichkeit dieser  Auffassung  musa  zugegeben  werden,  docji  hat  dieselbe  nur  geringe 
Wahrscheinlichkeit,  worüber  s.  Anm.  zu  v.  24. 

v.  22.  Die  Verbindung  des  oov  tavQOig  mit  dem  Vorausgehenden  (Herrn.) 
empfiehlt  sich,  insofern  dadurch  dieser  Zusatz  einen  geeigneteren,  selbstständigeren 
Sinn  erhält,  während  bei  der  Verbindung  mit  dem  Folgenden  derselbe  als  müssiges 
Füllwort  erscheint  Die  Angabe  cvv  tavo.  zu  v.  20  u.  21  bezogen  ist  parallel  dem 
ovpndaijg  nvavirjg  dyiXrjg  in  v.  18  und  dem  ndorjg  &ccv&otqIz<dv  äyilrjg  in  v.  22  u.  23. 

Das  letzte  Wort  in  v.  24  tBTQa%V  hat  L.  zu  v.  25  gezogen  und  wohl  in  der 
Bedeutung  „viertens"  gefasst.  Ebenso  muss  es  der  Scholiast  aufgefasst  haben, 
wenn  er  nicht  eine  andere  dem  dvQsxhg  (tocu)  in  v.  19  entsprechende,  unten  zu 
erwähnende  Bestimmung  darin  gefunden  hat.  Ganz  anders  G.  Hermann,  der 
vielmehr  tstq<*zV  zum  Vorausgehenden  zieht  und  mit  diesem  Worte  wie  den  Pen- 
tameter, so  auch  den  Satz  schliesst.  Insofern  er  nun  T6*Q<*zJj  =  mfdxif  fasst, 
entsteht  hieraus  eine  ganz  andere,  von  der  Fassung  des  Scholiasten  abweichende 

Gleichun*!  «=«<*+». 

Zuzugeben  ist  hierbei,  dass  das  Enjambement  zwischen  dem  Pentameter  v.  24  und 
dem  Hexameter  v.  26  sehr  hart  und  auffällig,  und  ferner,  dass  die  Bedeutung 
„viertens"  für  zsrQaxJj  nioht  nachweisbar  ist  Allein  dieser  letztere  Einwand  gilt 
ebenso  gegen  die  Deutung  Hermann* s,  da  auch  xszQa%i  =  tSTQchug  sonst  nir- 
gends erweislich  ist.  Es  lässt  sich  aber  gegen  diese  Auffassung  H.'s  noch  weiter 
Folgendes  einwenden: 

1.  Die  Stellung  des  veroazjj  ist  höchst  sonderbar  und  auffällig,  wenn  dadurch 
das  vierfache  Product  der  vorausgehenden  arithmetischen  Bestimmung  ausgedrückt 
werden  soll.  Zudem  enthält  streng  genommen  rsrpagg  -—  ttTfaxtg  einen  Wider- 
spruch gegen  die  vorausgehende  Angabe  ieixQi&pov  nXrj&cg. 

2.  Die  Zahlenbestimmungen  der  ganzen  Aufgabe  bis  v.  26  zeigen  eine 
durchgehende  Regelmässigkeit  des  Ausdrucks  und  der  Aufeinanderfolge,  und 
zwar  bewegen  sich  dieselben  in  einer  höchst  einfachen  und  regelmässigen  Steige- 
rung (bei  den  Stieren  J+i,  |  +  J,  i  +  f,  bei  den  Kühen  *+J,  J  +  i.  i+i,  i+J). 
Diese,  wie  mir  scheint,  unbedingt  beabsichtigte  Begelmässigkeit  wird  durch  die 
Deutung  ttxQazi  =~  tsrQdxig  in  auffälligster  Weise  gestört.  Dieses  Moment  der 
Regelmässigkeit  (des  Aufbaues  der  Aufgabe)  ist  ebenso  auch  gegen  die  zu  v.  14 
erwähnte  Wurm1  sehe  Auffassung  des  tovg  vnolMnopfrovg  geltend  zu  machen. 
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3.  Wollte  der  Verfasser  des  Problems  wirklich  den  regelmässigen  Aufbau  seiner 
Aufgabe  in  der  von  Hermann  angenommenen  Weise  stören  und  in  der  That  das 
vierfache  Product  der  Torausgehenden  Bestimmung  verstanden  wiesen,  so  ist  nicht 
einzusehen,  warum  er  nicht  das  in  solchem  Falle  gebrauchliche  Zahladv.  rtr^dxig 
gebrauchte,  das  ja  an  den  Schluss  des  Pentameters  genau  ebenso  gut  oder  so 
schlecht  passt,  als  xstQaxj. 

Was  freilich  mit  dem  rsTqazjj  anzufangen,  ist  nicht  leicht  zu  sagen.  Abzu- 
weisen ist  mit  Hermann  jedenfalls  die  Conjectur  Struve's  dtQBudg,  was  v.  19  u. 
27  dem  constanten  Homerischen  Gebrauche  gemäss  (dtqnig  stets  Dactylus,  dzQtKBtog 
stets  Choriambus)  als  Dactylus  steht,  wahrend  es  hier  Anapäst  sein  würde.  Hier- 
gegen Hesse  sich  einwenden  (Struve),  dass  der  Verf.  auch  dqi&pdg  und  taog  in 
doppelter  Messung  gebraucht  (vergi.  ftrovff,  AragopsVovff  v.  11  u.  16  mit  taaiy  lad- 
£o*ro,  ladQtfrfiov,  löOfiBTQOi  v.  19,  25,  21,  24,  34  und  fadQifrfiov,  aptfyto»,  ccqi&imdv 
v.  24,  28,  80  mit  rj  Qt&pfvvro,  ha^fitog  v.  26,  81,  wozu  Struve  noch  hätte  hin- 
zufügen können  d&QOHf&evrtg  v.  87  mit  ä  und  d^oleag  v.  41  mit  ä\  allein  einmal 
steht  dtQixig  als  bloss  Homerisches  und  dazu  nur  formelhaft  gebrauchtes  Wort, 
bei  dem  die  Länge  des  anlautenden  et  constant  geworden  war,  mit  dQi&pog  und 
d&Qoifa  nicht  ganz  auf  gleicher  8tufe ,  während  bei  foog  neben  der  homerischen 
Messung  mit  *  die  attische  mit  1  sprachlich  gegeben  war,  und  sodann  erscheint 
es  doch  ungerechtfertigt,  eine  sonst  im  Epigramm  nicht  vorkommende  Messung 
wie  %Xrj&og  l%öv  dtqtnig  als  zweiten  Theil  eines  Pentameters  durch  Conjectur  dem 
Verf.  aufzubürden. 

Fassen  wir  den  Sinn  der  Stelle,  jedoch  unter  Festhaltung  des  oben  unter  2 
Gesagten,  ins  Auge,  so  erscheint  es  nicht  unwahrscheinlich,  dass  in  dem  frag- 
lichen Worte  doch  eine  Bestimmung  wie  „viertens"  enthalten  ist,  da  in  der  That 
im  folgenden  v.  26  die  letzte,  vierte  Heerde  bestimmt  wird;  man  erhält  dann 
einen  parallelen  Ausdruck  zu  tovg  vnoXfinofiivovg  vavQovg  v.  14,  so  dass  jedesmal 
die  letzte  Gleichung,  die  dritte  der  Stiere  und  die  vierte  der  Kühe,  in  besonderer 
Weise  als  solche  hervorgehoben  sein  würde.  Kann  man  nun  nicht  annehmen,  dass 
TtTQttzV  statt:  „in  vier  Reihen"  auch  einmal  bedeuten  könne:  „in  vierter  Reihe", 
so  wird  Nichts  übrig  bleiben,  als  die  Stelle  zu  ändern.  Fasst  man  nun  ins  Auge, 
dass  das  Enjambement  des  Pentameters  v.  24  mit  dem  Hexameter  v.  26  sehr  stö- 
rend ist,  dass  ferner  die  Regelmässigkeit  des  Aufbaues  der  Aufgabe  nicht  beein- 
trächtigt werden  darf,  zieht  man  endlich  die  parallelen  Worte  in  v.  19  avQtxkg  facti 
in  Betracht,  so  empfiehlt  es  sich  vielleicht,  in  rsrecrgg  eine  genauere  Bestimmung 
zu  lodQift(io*  nXrj&og  zu  finden  und  zu  lesen  reXiag:  „sie  hatten  vollständig  gleiche 
Zahl  mit"  u.  s.  w.  Heiberg  (S.  67)  schlägt  vor,  zu  lesen:  notulXrj  IcdQifrfiov 
%Xrj&og  fyovc' itpdprj:  eine  dem  Sinne  nach  sehr  ansprechende,  wenn  auch  in  den 
Text  ziemlich  stark  eingreifende  Aenderung. 

v.  38.  iu£aictTo.]  Der  mediale  Aorist  von  filywfu  in  der  Bedeutung  des  Aor. 
Pas8.  dürfte  sonst  ohne  Beispiel  sein ;  ßlgarihn  so  ziemlich  =  M*S«<  ein  paarmal 
bei  Nicander  und  in  der  Anthol. 

v.  36  sq.  Ueber  diese  Verse,  wohl  die  schwierigsten  des  ganzen  Gedichts,  sagt 
Hermann:  mirwn,  ne  dicam  ineptum  epitheton  est  arvorwn  ntQtfiijxsa ,  mtdtoqite 
maais  friget  additum  ndvtfj.  Non  ego  credam  sie  ista  scripsisse  Archimedem.  Quare 
posui  rä  S1  av  miqi  pijxta,  ndrry  fiifinXotvxo  uXfo&ov  S(fivaxlrjg  nsdla'  quorum 
verborum  Me  sensus  est:  latera  autem  circumcirca  ab  omni  parte  quod  attinet*), 
laterctUis  implebantur  campt  Thrinaciae.    Mrfact  constat  latera  dici  qttadratonim. 


8)  Herrn,  vernachlässigt  hierbei  übrigens  seine  eigene  Interpunktion,  wonach 
W~B  m  nl,*BX«*TO  gehört 
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IIXI9&Q6  recte  explicata  a  Struvüs.  IEUvtHdae  coumum  sermone  vo&mt  numeros 
lacixig  foovg  iXartovaKie.  Hinc  patet,  wm  de  toto  quadrato,  sed  de  singuHs  eins 
lateribus  sermonem  esse:  invenirique  debere  numerum  quadratum,  cuius  singula 
latera  hanc  rationem  kabcant:  a*.(a-b).  Hermann  glaubt  hiernach,  da«  die 
Seiten  des  von  den  weissen  and  schwarzen  Stieren  gebildeten  Quadrats,  welche  er 
durch  (irjnftt  ausgedrückt  sein  iässt,  durch  das  im  Pentameter  hinzugefugte  nllv&ow 
arithmetisch  dergestalt  bestimmt  würden,  dass  die  Zahl  der  die  Seiten  des  Qua- 
drats bildenden  Stiere  das  Product  dreier  Factoren  sei,  von  denen  zwei  einander 
gleich,  der  dritte  aber  kleiner  als  jeder  der  beiden  anderen  ist 

Was  den  Ausdruck  nXivfrov  anlangt,  so  ist  zuzugeben,  dass  es  in  der  von 
Hermann  angenommenen  Bedeutung  anstatt  nUp&ig  wohl  gesagt  sein  könne; 
andererseits  aber  muss  behauptet  werden,  dass  der  Verf.,  wenn  er  die  von  Herrn, 
darin  gefundene  Anforderung  damit  ausdrücken  wollte,  sich  schwerlich  einer  dunk- 
leren und  unverständlicheren  Bezeichnung  bedienen  konnte;  auch  darf  man  dies 
keineswegs  damit  rechtfertigen  wollen,  dass  man  dem  Verf.  die  Absicht  beimisst, 
sein  Problem  auch  in  räthselhafte,  dunkle  Worte  zu  kleiden:  vielmehr  sind  die 
Bedingungen,  die  der  Verf.  seiner  Aufgabe  zu  Grunde  legt,  so  einfach  und  durch- 
sichtig, dass  damit  der  Ausdruck  itUv&ov,  wenn  wirklich  dadurch  eine  so  wesent- 
liche, die  ganze  Aufgabe  verändernde  Bedingung  ausgedrückt  sein  soll,  in  unver- 
einbarem Widerspruche  steht.  Auch  Herrn,  ist  es  nicht  gelungen,  den  von  ihm 
darin  gefundenen  Sinn  zu  klarem  Ausdruck  zu  bringen  —  oder  soll  man  wirklich 
glauben,  dass  Jemand,  der  eine  arithmetische  Aufgabe  stellt,  um  die  oben  ange- 
gebene Bedingung  (die  Seiten  des  Quadrats  sind  Plinthiszahlen)  auszudrücken,  sich 
folgender  Worte  bedient:  was  die  Seiten  des  Quadrats  ringsum  auf  allen  Seiten 
anlangt,  so  wurden  die  Fluren  Thrinakiens  von  Plinthiszahlen  angefüllt? 

Ich  vermag  daher  auch  bezüglich  dieser  Verse  der  Deutung  und  Textconsti- 
tuirung  Hermann'ß  nicht  beizustimmen. 

Vergleicht  man  nun  die  Worte,  die  zu  der  in  v.  38 — 36  ausgesprochenen 
Bedingung  gehören,  mit  den  Worten  der  parallelen  Bedingung  in  v.  37 — 40,  so 
sieht  man,  dass  dort  zu  der  eigentlichen  Bedingung  noch  zwei  Satztheile  hinzu- 
treten, die  nur  die  Aufgabe  haben,  die  Bedingung  auszuführen  und  Missverständ- 
nisse abzuwehren,  die  aber  zur  eigentlichen  Bedingung  nicht  nothwendig  gehören 
und  allenfalls  auch  wegbleiben  könnten.  Je  mehr  ich  die  beiden  Bedingungen  mit 
einander  vergleiche,  um  so  wahrscheinlicher  wird  es  mir,  dass  auch  der  Aufbau 
im  Einzelnen  bei  beiden  derselbe  ist  und  dass  daher  auch  bei  der  ersten  Beding- 
ung die  Worte  ta  d'  av  nBQifirjyttec  sqq.  nur  die  Bedeutung  einer  ausführenden, 
einen  Nebenumstand  hinzufügenden  Bemerkung  haben.  Hält  man  nun  an  der 
Lesart  xXlv&ov  fest,  so  kann  damit  nach  dem  oben  Gesagten  nur  gemeint  sein, 
dass  die  weissen  und  schwarzen  Stiere,  in  der  v.  34  u.  35  verlangten  Weise  auf- 
gestellt, die  Gestalt  einer  nltv&oq  geben  und  um  diese  Vergleichung  zu  begreifen, 
braucht  man  nur  sich  ein  grösseres  Rechteck  oder  Quadrat  von  Rindern  vorzu- 
stellen. Darnach  würde  der  Ausdruck  nXlv&og  auf  die  durch  die  Rinder  selbst 
gebildete  Figur,  nicht  bloss  auf  die  Grundfläche  de6  von  den  Stieren  eingenom- 
menen Raumes  zu  beziehen  sein,  wie  dies  bei  der  Her  mann1  sehen  Deutung 
nöthig  wäre. 

Immerhin  freilich  behalten  die  Worte,  auch  wenn  wir  nXiv&ov  mehr  in  eigent- 
licher Bedeutung  fassen,  etwas  Auffälliges,  Gezwungenes,  und  die  Vergleichung 
der  zusammengestellten  weissen  und  schwarzen  Rinder  mit  einem  Backstein  ist 
gerade  in  der  vorliegenden  Form  Bonderbar;  man  erwartet  zu  hören:  die  in  solcher 
Weise  aufgestellten  Rinder  bildeten  die  Form  einer  nllv&os  oder  glichen  einer 
nXiv9og\  statt  dessen  heisst  es:  die  Fluren  Thrinakiens  wurden  angefüllt  mit  einer 
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*X£v&og.  Ich  kann  mich  daher  nicht  überzeugen ,  dass  nXlvfrov  die  ursprüngliche 
Lesart  sei  and  möchte  glauben,  dass  nXiv&ov  nur  irrthümlich  für  nXij&ovg  in  den 
Text  gerathen  sei.  Dann  enthält  der  ganze  Satz  nur  eine  Ausmalung  der  Menge 
der  weissen  und  schwarzen  Rinder:  die  Fluren  Thrinakiens  füllten  sich  ganz  mit  der 
Menge  (der  Stiere). 

Auch  was  Hermann  über  n$Qi(irj%ea  sagt,  kann  mich  nicht  bestimmen,  seiner 
Trennung  in  nsot  prJKta  beizupflichten.  Wurm  (l.  I.)  sagt  mit  Recht,  dass  wohl  der 
Sing,  (irjnog  die  Seite  eines  Quadrats,  insofern  hier  die  Breite  gleich  der  Länge,  dass 
aber  der  Plur.  ftrjxsa  nicht  gut  die  nach  verschiedenen  Richtungen  sich  ausdehnenden 
Seiten  des  Quadrats  bedeuten  könne.  Ich  halte  neQifirjxsa  in  der  That  für  Attribut  zu 
9$8ia:  allerdings  gebraucht  Homer  das  Adj.  nur  als  Attribut  solcher  Gegenstände, 
die  sich  nach  der  Höhe  erstrecken  (Fels,  Berg,  Stange,  Stab,  Speer,  Hals),  aber  im 
Worte  selbst  ist  kein  Grund  vorhanden,  weshalb  es  nicht  auch  als  Attribut  von 
Gegenständen  anderer  räumlicher  Ausdehnung  gebraucht  werden  könnte  und  die 
Begriffs  Veränderung  von  „sehr  lang41  in  „lang  sich  hinziehend,  weit  ausgedehnt" 
hat  gewiss  nichts  Auffälliges.  Ist  dies  aber  gerechtfertigt,  so  ist  die  Hinzufügt] ug 
des  Epithetons  nsQifirjxta  zu  iredla  sicher  nicht  auffälliger,  als  die  von  faTQttpimv 
zn  xavQmv  in  v.  28. 

Schliesslich  bemerke  ich,  dass  ich  im  Texte  zwar  die  Lesart  nXlv&ov  bei- 
behalten, in  der  Uebersetzung  aber  das  von  mir  substituirte  nXföovg  zum  Ausdruck 
gebracht  habe. 

v.  38.  Hermann  interpungirt  hinter  Toxavx  und  zieht  dfißoXddqv  zu  £g  hvog 
ctQ%6fi$vor  es  ist  wohl  dpß.  eher  mit  tatawo  zu  verbinden. 

v.  89,  40.  o$ti  %Qogovt(ov  sqq.]  Hermann  hält  ovtb  —  ovxb  für  falsch  und 
schreibt  cfrs  —  *f«.  Auch  hier  entsteht  durch  diese  Aenderung  eine  ganz  neue, 
die  Aufgabe  noch  bedeutend  erschwerende  Forderung;  H  hielt  diese  Aenderung 
für  nothwendig,  weil  er  dXXoxQomv  tavQtov  auch  zu  iniXsinofisvoav  als  Subject 
nahm  und  diese  Worte  dann  allerdings  einen  Nonsens  enthielten!  Die  Auffassung 
Struve's,  die  dem  Verfasser  des  Problems  geradezu  eine  Albernheit  aufbürdet, 
weist  H.  mit  Recht  zurück  und  es  scheint  unnöthig,  dieselbe  überhaupt  noch  in 
Erwägung  zu  ziehen.  Die  oben  in  der  Uebersetzung  gegebene  Deutung  billigt  auch 
Wurm:  es  ist  nur  xavffmv  als  Subject  zu  intUinopivmv  zu  wiederholen  und  dabei 
an  die  scheckigen  und  braunen  Rinder  zu  denken.  Diese  Deutung  erkennt  auch 
Hermann  selbst,  die  seine  zurücknehmend,  in  der  Praefatio  zu  Opuse.  Vol.  IV  als 
die  richtige  an,  indem  er  über  diese  Construction  o$ts  —  inilew.  sagt:  durior  qui- 
dem  haec  constructio  (wobei  nämlich  iitiXeino/iiveov  nicht  auf  die  Stiere  anderer 
Farbe,  Bondern  nur  auf  die  beiden  Heerden  der  braunen  und  scheckigen  Stiere 
bezogen  wird)  est,  sed  tarnen  et  ferri  potest  et  commendatur  tum  eo,  quod  sie  non 
opus  est  scripturae  mutatione,  tum  interpretatione  scholiastae,  tum  quod  eo  modo 
non  desideratur  ullius  partis  aecurata  descriptio. 

v.  44.  Das  der  alexandrinischen  Poesie  angehörige  Wort  ofuiviog  erscheint 
an  dieser  Stelle  besonders  gesucht,  um  mit  einem  seltenen  und  gleichsam  prunk- 
haften Worte  abzuschliesseu. 


Scholion 

(im  Cod.  gleich  hinter  dem  Epigramm  befindlich). 

Die  Aufgabe  hat  somit  Archimedes  im  Gedichte  deutlich  dargelegt: 
man  muss  aber  die  Forderung  verstehen,  das6  es  vier  Kiuderheerden  sein 
sollen:  eine  von  weissen  Stieren  und  Kühen,  die  Zahl  derselben  betrag 


derselben  beträgt 
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zusammen  1405827360;  eine  zweite  von  schwarzen  Stieren  und  Kühen 
zusammen,  deren  Zahl  beträgt  988300800;  eine  dritte  von  scheckigen 
Stieren  and  Kühen,  deren  Zahl  beträgt  869910400;  die  Zahl  der  noch 
übrigen  Heerde  von  braunen  beträgt  767088000;  die  Gesammtzahl  aller 
vier  Heerden  beläuft  sich  daher  auf  4031126560*.     Ferner  beträgt 

die  Heerde  der  weissen  Stiere    .  829318560, 
der  Kühe     ....  576508800, 

die  Heerde  der  schwarzen  Stiere  596841120, 
der  Kühe    ....  391459680, 

die  Heerde  der  scheckigen  Stiere  588644800, 
der  Kühe    ....  281265600**, 

die  Heerde  der  braunen  Stiere  .  331950960, 
der  Kühe  ....  435137040. 
Und  es  ist  die  Summe  der  weissen  Stiere  =  \  +  ■$  der  Zahl  der  schwar- 
zen Stiere  und  dazu  der  gesammten  Heerde  der  braunen  (Stiere),  die 
Zahl  der  schwarzen  (Stiere)  =  i  +  £  der  scheckigen  und  der  Gesammt- 
zahl der  braunen ,  die  Zahl  der  scheckigen  Stiere  =  -J  +  \  der  weissen 
Stiere  und  dazu  der  Gesammtzahl  der  braunen  Stiere,  ferner  die  Zahl 
der  weissen  Kühe  =i  +  i  der  ganzen  Heerde  der  schwarzen,  die  der 
schwarzen  =  ^  +  £  der  ganzen  Heerde  der  scheckigen ,  die  der  scheckigen 
='i  +  £  der  ganzen  Heerde  der  braunen  Rinder,  ferner  die  Zahl  der 
braunen  Kühe  =  £  +  \  der  ganzen  Heerde  der  weissen  Rinder. 

Und  die  Heerde  der  weissen  Stiere  und  der  schwarzen  zusammen- 
gestellt, ergiebt  eine  Tetragonalzahl,  die  Heerde  der  braunen  Stiere  mit 
der  Heerde  der  scheckigen  zusammengestellt  ergiebt  eine  Trigonalzahl 
entsprechend  den  gegebenen  Bestimmungen  in  jeder  Farbe. 

*  Diese  Summe  richtig  vom  Scholiasten  angegeben,  bei  Lessing  (Lacbm.- 
Maltzahn  u.  übrige  Ausg.)  steht  irrig  als  Gesammtsumme  14u5827560,  ans  Ver- 
wechselung mit  der  Zahl  der  weissen  Heerde. 

**  Im  Schol.  steht  281269600,  nämlich  &%  statt  *%,  der  Fehler  von  Lessing 
notirt  und  corrigirt.    Die  Summe  869910400  vom  Schol.  richtig  angegeben. 

Dresden.  Dr.  B.  Krumbibgbl. 

(Schlass  folgt.) 
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Recensionen. 


Der  Mond  und  die  Beschaffenheit  und  Gestaltung  seiner  Oberfläche,  von 
Edm.  Neison.  Autorisirte  deutsche  Originalausgabe.  Nebst  einem 
Anhange:  „Ueber  einige  neuere  Veränderungen  auf  der  Mondober- 
fläche/1 Von  Dr.  Hebmann  J.  Klein.  Mit  Atlas  von  26  Karten 
und  5  Tafeln  in  Farbendruck.  Braunschweig,  1878. 
Die  letzten  Jahre  haben  in  rascher  Aufeinanderfolge  mehrere  Werke 
ersten  Ranges  über  den  Mond,  speciell  die  Topographie  desselben,  ge- 
zeitigt; gewiss  ein  deutlicher  Beweis,  dass  das  grosse  Werk  von  Beer 
und  Mädler  aus  dem  Jahre  1837  als  sehr  der  Revision  bedürftig  all- 
gemein angesehen  wurde.  Das  Resultat  mehr  als  dreissigj ähriger  Thätig- 
keit  liegt  in  der  grossen  Mondkarte  von  J.  Schmidt  in  Athen  vor, 
welcher  nur  kurze  Zeit  die  endliche,  oft  durch  fast  unüberwindlich 
erscheinende  Schwierigkeiten  aufgehaltene  Publication  der  Lohrmann- 
schefl  Karte  voraufging.  In  England  erschienen  zu  derselben  Zeit  das 
Prachtwerk  von  Carpenter  und  Nasmyth  und  zuletzt  das  in  jeder 
Beziehung  sehr  vollständige  Buch  nebst  Atlas  von  Neison,  „The  Moon", 
von  welchem  der  eifrige  Freund  der  Astronomie  Dr.  Herrn.  J.  Klein 
in  Cöln  sofort  eine  Uebersetzung  geliefert  hat  und  von  dem  wir  hier  eine 
Besprechung  geben  wollen.  Es  ist  jedenfalls  ein  sehr  dankenswerthes 
Unternehmen,  das  Neison' sehe  Werk  dem  grösseren  deutschen  Publi- 
cum durch  die  Uebersetzung  zugänglich  zu  machen.  Gerade  zur  Erfor- 
schung der  Mondoberfläche  können  schon  die  Besitzer  nur  massiger  Fern- 
röhre sehr  wichtige  Beiträge  liefern,  aber  auch  anderen  Freunden  der 
Astronomie  wird  durch  das  vorliegende  Werk  eine  klare  und  eingehende 
Belehrung  verschafft.  Da  der  Zweck  des  Buches  ausschliesslich  auf  die 
Förderung  des  Studiums  der  physischen  Beschaffenheit  des  Mondes  ge- 
richtet ist,  so  ist  die  populäre  Form  desselben  selbstverständlich. 

Im  1.  Gapitel  werden  Bewegungen  und  Dimensionen  des  Mondes 
kurz  besprochen.  Das  2.  Gapitel  trägt  die  Ueberschrift :  „Physische  Be- 
schaffenheit der  Mondoberfläche.*1  Neison  vertritt  hier  die  Ansicht,  dass 
die  Beschaffenheit  der  Erde  und  des  Mondes  im  Anfang  übereinstimmte 
und  dass  auch  die  Veränderungen  auf  der  Oberfläche  beider  Körper  in 
analoger  Weise  vor  sich  gingen.  Es  ist  nun  meistens  mit  Rücksicht  auf 
verschiedene  astronomische  Beobachtungen,   Sternbedeckungen,  Spectro- 

HUL-lit.  Abthlg.  d.  ZeitMhr.  &  Math.  u.  Phyi.  XXV,  4.  11 
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skopie  u.  s.  w.  angenommen  worden,  dass  der  Mond  keine  Atmosphäre 
besitzen  könne,  welche  der  der  Erde  gleich  oder  nur  annähernd  gleich 
wäre.  Dieser  Meinung  tritt  Neison  entgegen.  Er  geht  davon  aus, 
dass  auf  dem  Monde  die  Atmosphäre  an  sich  schon  viel  weniger  dicht 
sein  müsse,  wie  auf  der  Erde,  weil  die  Oberfläche  des  Mondes  im 
Vergleich  zu  seiner  Masse  nicht  nur  weit  grösser,  sondern  die  Schwere 
dort  auch  weit  geringer  sei ,  als  auf  der  Erde.  Diese  an  sich  weit  weni- 
ger dichte  Mondatmosphäre  ist  aber  dem  Einfluss  einer  sechsmal  grösseren 
Oberfläche  ausgesetzt  und  sie  muss  daher  durch  deren  Einfluss  in  höherem 
Grade  vermindert  werden,  als  bei  uns.  Früher  hatte  B  es  sei  aus  theo- 
retischen Untersuchungen  geschlossen,  dass  die  Dichtigkeit  der  Mond- 
atmosphäre sicher  nicht  grösser,  als  j^-ff  der  Erdatmosphäre  sein  könne; 
Neison  hat  nun  nachgewiesen,  dass  infolge  einer  Unvollkommenheit  in 
der  Bessel1  sehen  Ableitung  dieser  geringe  Werth  erhalten  wurde,  dass 
er  in  Wahrheit  auf  y^  zu  vergrössern  sei.  Im  weiteren  Verlauf  de* 
Oapitels  untersucht  nun  Neison  die  verschiedenen  Beobachtungen  am 
Monde  auf  den  möglichen  Nachweis  einer  Atmosphäre  und  kommt  dabei 
überall  zu  einem  der  Gegenwart  einer  sehr  wohl  merkbaren  Atmosphäre 
günstigen  Resultat  Bei  der  ausserordentlichen  Schwierigkeit  hierher 
gehöriger  Beobachtungen,  speciell  bei  der  grossen  Unsicherheit ,  in  wel- 
cher wir  noch  in  der  Kenntniss  des  Monddurchmessers  schweben ,  dessen 
Grösse  bei  den  Untersuchungen  der  Sternbedeckungen  in  Betracht  kommt, 
muss  Referent  bekennen,  noch  nicht  durch  die  Neison'schen  Aus- 
führungen überzeugt  zu  sein,  dass  eine  Atmosphäre  von  j-J^  der  Dich- 
tigkeit der  irdischen  auf  dem  Monde  vorhanden  sei. 

Im  3.  Capitel  wird  eine  Classification  der  Formationen  der  Mondober- 
fläche gegeben.  Neison  unterscheidet  hier  die  Ebenen,  Krater  und 
Berge,  wobei  die  Bezeichnung  Krater  nur  in  ihrem  gewöhnlichen  con- 
ventionellen  Sinne  gebraucht  ist.  Jede  der  C lassen  hat  ihre  grössere 
oder  geringere  Anzahl  Unterabtheilungen,  zum  Theil  in  Anschluss  an 
Beer  und  Mädler's  Eintheilung.  Als  4.  Hauptclasse  erscheinen  hier 
die  Rillen  oder  Klüfte,  welche  zuerst  von  Schröter  entdeckt  wurden 
und  deren  Anzahl  nach  den  heutigen  Kenntnissen  circa  1000  beträgt. 
Da  bisher  nur  wenige  Beobachter  auf  diesem  Gebiete  thätig  waren,  so 
fügte  fast  jedes  der  letzten  Jahre  den  bereits  bekannten  neue  Rillen 
hinzu.  Es  folgt  noch  die  Angabe  einer  Helligkeitsscala  für  die  verschie- 
denen Formationen;  Schröter  führte  zehn  verschiedene  Grade  ein 
und  Lohrmann,  Beer  und  Mädler  folgten  diesem  Princip,  wenngleich 
die  Eintheilung  bei  Letzteren  etwas  anders  war.  Neison  hat  durchweg 
die  Beer  und  Mädler1  sehe  Scala  adoptirt. 

In  eingehender  Weise  giebt  dann  Neison  im  4.  Capitel  eine  ge- 
schichtliche Uebersicht  Über  die  Mondbeobachtungen  von  den  frühesten 
Zeiten  au. 
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Das  5.  Capitel  ist  der  in  jüngster  Zeit  fast  brennend  gewordenen 
Frage  der  Veränderungen  auf  der  Oberfläche  des  Mondes  gewidmet. 
Wenn  man' Atmosphäre  und,  wenigstens  in  den  tiefer  gelegenen  Gegen- 
den, auch  Wasser  annimmt,  so  ist  es  natürlich,  dass  auch  Veränderungen 
auf  der  Mondoberfläche  fortwährend  vor  sich  gehen  müssen,  und  es  ist 
nur  fraglich,  ob  diese  für  uns  wahrnehmbar  sein  werden.  Immerhin 
brauchen  aber  doch  noch  nicht  vollständige  Umänderungen  der  Forma- 
tionen, Neubildungen  von  Kratern,  Verschwinden  von  bestehenden  Kra- 
tern stattzufinden  —  wenn  sich  diese  wirklich  in  der  Weise  zeigen, 
wie  in  neuerer  Zeit  behauptet  worden,  so  wird  die  volle  Analogie  zwi- 
schen den  Vorgängen  auf  dem  Monde  mit  denen  auf  der  Erde,  welche  als 
Ausgangspunkte  für  die  Erklärung  der  Vorgänge  gedient  hat,  sicher  nicht 
ferner  angenommen  werden  können.  Neison  verhält  sich  im  vorliegen- 
den Werke  denn  auch  sehr  vorsichtich  und  meint,  dass  selbst  bei  den  am 
meisten  beglaubigten  Fällen  anscheinend  physischer  Veränderungen ,  dem 
Krater  Linne*  im  Mare  Serenitatis  und  dem  kleinen  Doppelringgebirge 
Messier  im  Mate  Foecunditaiis  Irrungen  nicht  ausgeschlossen  wären,  so 
dass  ganz  zweifellose  Umgestaltungen  nicht  vorhanden  seien.  In  neuester 
Zeit  ist  Neison,  wie  aus  anderweitigen  Publicationen  hervorgeht,  in 
diesem  Punkte  anderer  Ansicht  geworden.  Der  in  der  deutschen  Aus- 
gabe von  dem  Uebersetzer  hinzugefügte  Anhang:  „Ueber  einige  neuere 
Veränderungen  auf  der  Mondoberfläche'*,  welchen  Herr  Dr.  Klein  von 
seinem  Standpunkte  aus  gewiss  zu  geben  berechtigt  war,  hat  die  volle 
Zustimmung  Neison* s  gefunden.  Referent  bedauert  diesen  Zusatz,  da 
das  Werk  hierdurch  in  den  Händen  nicht  streng  durchgebildeter  Astro- 
nomen gefährlich  werden  wird.  Man  ist  gar  zu  rasch  mit  „Veränderungen4* 
bei  der  Hand  und  die  kurze  Zeit  seit  der  vermeintlichen  Entdeckung 
Dr.  Kl  ein1  s  am  Krater  in  der  Nähe  des  Hyginus  hat  schon  Auswüchse 
in  übergenügender  Zahl  zu  Tage  gefördert.  Was  die  Frage  der  Ver- 
änderungen überhaupt  betrifft,  so  bestreitet  Referent  keineswegs  die 
Möglichkeit  derselben,  aber  er  glaubt  nach  wie  vor  noch  nicht  au 
wirklich  beobachtete  Veränderungen  in  dem  behaupteten  grossartigen 
Umfange.  Die  vielfachen  Beobachtungen  anderer  Astronomen  am  Krater 
Hyginus,  welche  dasselbe  negative  Resultat  hatten,  hält  freilich  Dr.  Klein 
für  ungenügend ,  da  sie  zum  Theil  den  von  ihm  gemeinten  Gegenstand  gar 
nicht  betreffen ,  zum  Theil  auch  von  weniger  auf  dem  Gebiete  der  Sele- 
nographie  geübten  und  bewanderten  Beobachtern  angestellt  seien.  Ref. 
bekennt  sich  offen  zu  Letzteren  und  will  daher  auch  eine  Widerlegung 
durch  eigene  Beobachtung  nicht  versuchen,  dieselbe  vielmehr  durch 
Dr.  Kl  ein1  s  eigene  Mittheilungen  geben;  er  würde  zu  derselben  an 
diesem,  vielleicht  nicht  ganz  geeigneten  Ort  nicht  schreiten,  wenn  er 
über  die  englische  Originalausgabe  zu  referiren  hätte  und  nicht  über  die 
deutsche  Uebersetzung  mit  dem  Anhange  des  Uebersetzers. 

11* 
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Im  Beginn  des  Jahres  1878  beobachtete  Dr.  Klein  die  Gegend  des 
Mare  Nectaris  und  sah  dabei  einen  auffallenden  Krater,  den  er  wiederholt 
„weit  deutlicher,  als  den  Krater  beim  Hyginus"  bezeichnet;  „man  kann 
ihn  bei  90facher  Vergrößerung  nicht  tibersehen'1.  Mädler  beschreibt 
dieselbe  Gegend  ausführlich,  bildet  sehr  kleine  Krater  ab;  der  grosse 
aber,  welcher  viel  deutlicher,  b\b  andere  Objecto  jener  Gegend  ist,  fehlt 
bei  Mädler  (1830  -1837).  Lohrmann,  welcher  1821-1836  beobach- 
tete und  auch  jene  Gegend  sehr  aufmerksam  durchforscht  und  genau 
beschrieben,  verschiedene,  weniger  deutliche  Objecto  gesehen  hat,  erwähnt 
ebenfalls  den  Krater  nicht.  J.  Schmidt  beobachtete  jene  Gegend  1842 
und  1843  an  fünf  Abenden,  ohne  den  Krater  zu  notiren.  Erst  1851 
bemerkt  Schmidt  das  Object  und  hat  es  dann  häufiger  beobachtet,  die 
Beschreibung  stimmt  nun  ganz  mit  der  Klein 'sehen  Beobachtung  über- 
ein. Aus  dem  Jahre  1865  ist  eine  Ru th er furd1  sehe  Photographie  vor- 
handen, welche  den  Krater  deutlich  zeigt.  Derselbe  erscheint  ebenfalls 
auf  einer  Specialkarte  des  grossen  Werkes  von  Carpenter  und  Nasmyth 
aus  den  letzten  Jahren.  Dr.  Klein  fügt  hinzu,  dass  diese  beiden  Be- 
obachter sich  die  Gelegenheit,  eine  Veränderung  zu  constatiren,  entgehen 
Hessen,  da  sie,  befangen  in  falschen  Theorien,  die  Vergleichungen  ihrer 
Zeichnungen  mit  älteren  unterlassen  hätten.  Nothwendig  müsse  der  Krater 
erst  nach  1843  entstanden  sein.  Bei  der  Deutlichkeit  des  Objectes  und  der 
isolirten  Lage  desselben  hat  diese  Ansicht  gewiss  viel  Bestechendes,  aber 
merkwürdig  genug  sagt  Dr.  Klein,  „auch  Neison  habe  keine  Ahnung 
von  diesem  Object  gehabt",  und  in  der  Tbat,  im  Jahre  1875  beobachtete 
Neison  jene  Gegend,,  beschreibt  sie  sehr  sorgfältig,  giebt  schwächere 
Objecte  in  der  unmittelbaren  Umgebung  des  Kraters  an,  ohne  diesen 
selbst  zu  bemerken.  Die  Vergleichung  dieser  Daten  liefert  dem  Referen- 
ten hinreichenden  Beweis,  wie  leicht  selbst  den  geübtesten  Selen ographen 
Objecte  beim  Zeichnen  entgehen  können  und  welche  Vorsicht  geboten  ist, 
bevor  man  auf  Grund  der  bis  jetzt  existir  enden  Zeichnungen  auf  Verände- 
rungen schliessen  darf.  Die  wiederholt  und  nachdrücklich  ausgesprochene 
Behauptung  Dr.  Klein's,  dass  dieses  Object  viel  länger  sichtbar  und  weit 
mehr  ins  Auge  fallend  sei,  als  die  von  ihm  entdeckten  Neubildungen 
beim  Krater  Hyginus,  genügen  zunächst,  um  auch  in  letzterem  Falle 
starke  Zweifel  an  der  Richtigkeit  der  Behauptung  rege  zu  machen. 

Die  folgenden  Capitel  6  —  28  gestatten  eine  Besprechung  nicht,  da 
sie  die  Beschreibung  und  Erläuterung  nebst  einer  Einleitung  zu  den  26 
Karten  und  Abbildungen  des  Werkes  geben. 

Den  Schluss  bildet  in  Capitel  29  die  Ableitung  und  Zusammenstel- 
lung aller  sonographischen  Formeln ,  welche  zur  Bestimmung  der  Dimen- 
sionen und  Lage  der  Gebilde  auf  der  Oberfläche  gebraucht  werden. 
Hierzu  gehören  einige  Hilfstabellen,  welche  nebst  einem  Verzeichnis« 
der  Positionen  von  122  Punkten  „erster  Ordnung1'  nach  den  Messungen 
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von   Lohrmann,    Mädler,    Bouvard,    Nicollet,   Wichmann   und 
Neison  dem  Werke  angehängt  sind.  Valentinbb. 


Theoretische  Maschinenlehre  von  Dr.  F.  Grashof,  Geh.  Hofrath,  Pro- 
fessor am  Polytechnikum  zu  Carleruhe.  Leipzig,  Leopold  Voss. 
1875.  1.  Band:  Hydraulik,  mechanische  Wärmetheorie,  Heizung. 
XXIV  u.  972  S.  gr.  8°. 

Nicht  ganz  im  Einklang  mit  dem  Titel,  wohl  aher  logischen  Anfor- 
derungen entsprechend  ist  in  diesem  reichhaltigen  Buche  nach  Feststel- 
lung allgemeiner  Grundhegriffe  der  Mechanik  der  erste  Abschnitt  der 
mechanischen  Wärmetheorie  gewidmet.  Mit  Hilfe  der  gewonnenen 
Resultate  wird  dann  im  zweiten,  Hydraulik  überschrieben en  Abschnitte 
vom  Gleichgewicht  und  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  in  dem  all- 
gemeinen Sinne  des  Wortes  gehandelt,  in  welchem  auch  die  gasförmigen 
Körper  dazu  gerechnet  werden.  Endlich  giebt  ein  dritter,  ungleich  klei- 
nerer Abschnitt  theoretische  Elemente  der  Heizung. 

Der  Verfasser  spricht  am  Schluss  des  Vorwortes,  nachdem  er  uns 
eine  Uebersicht  über  die  beabsichtigte  Eintheilung  des  ganzen  (dermalen 
bis  zur  2.  Lieferung  des  IL  Bandes  vorgeschrittenen)  Werkes  gegeben, 
den  Wunsch  aus,  man  möge  das  Buch  weder  als  Leitfaden  zu  Vorträgen, 
noch  überhaupt  als  Lehrbuch  zur  ersten  Einführung  in  die  betreffende 
Wissenschaft  auffassen,  vielmehr  als  einen  Versuch,  den  behandelten  Stoff 
in  einer  den  Anforderungen  möglichst  wissenschaftlicher  Gliederung  ent- 
sprechenden Weise  darzustellen.  Und  diesen  Anforderungen  glaubt  der 
Verfasser  dadurch  nachzukommen,  dass  er  vom  Allgemeinen  zum  Beson- 
dern fortschreitet.  „Ein  zunächst  möglichst  allgemein  charakterisirtes  Pro- 
blem wurde  erst  nach  und  nach  dureh  Einfuhrung  beschränkender  An- 
nahmen specialisirt  und  vereinfacht,  sobald  die  Entwickelung  zu  einem 
Punkte  gediehen  war»  an  welchem  dazu  sich  das  Bedürfniss  herausstellte. u 

Damit  ist  in  der  That  auch  der  Charakter  des  hier  besprochenen 
ersten  Bandes  bezeichnet.  Wer  der  mathematischen  Sprache  kundig  ist 
und  die  Mühe  nicht  scheut,  welche  auf  diesem  Gebiete  mit  jedem  Schritte 
zu  tieferer  Erkenntniss  nothwendig  verbunden  ist,  wird  es  nicht  zu 
bereuen  haben,  den  Ausführungen  des  Verfassers  mit  der  Feder  in  der 
Hand  gefolgt  zu  sein. 

Referent  glaubt  dieses  Ürtheil  insbesondere  auch  bezüglich  des  ersten 
Abschnittes  aussprechen  zu  dürfen ,  obwohl  er  hier  mit  der  Behandlungs- 
weise  nicht  immer  sympathisirt. 

In  der  Absicht,  sich  zunächst  ein  gewisses  Material  festgestellter 
Begriffe  zu  verschaffen,  beginnt  der  Verfasser  den  §  2  mit  der  Erklärung: 
„Die  Bewegung  eines  Körpers,   wie  sie  in   der  Mechanik  untersucht 
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wird  and  auch  im  Folgenden  zunächst  nur  verstanden  werden  soll, 
besteht  in  der  messbaren  continnirlichen  Ortsänderung  seiner  Massen- 
elemente. Die  Richtungen  und  Grössen  der  Geschwindigkeiten  dieser 
Elemente  in  einem  gewissen  Augenblicke  bestimmen  den  augenblicklichen 
Bewegungszustand  des  Körpers;  ...  Der  Zustand  der  Ruhe  oder  der 
Bewegung  eines  Körpers  soll  in  der  Folge  sein  äusserer  Zustand 
genannt  werden.41 

Diesem  „äusseren  Zustande"  wird  wohl  unter  entscheidender 
Betonung  des  Begriffes  messbar  ein  „innerer  Zustand"  (§3  S.  7) 
entgegengestellt,  „der,  soweit  er  im  Folgenden  (unter  Abstraction  von 
elektrischen,  magnetischen  und  Lichterscheinungen)  in  Betracht  kommt, 
bestimmt  ist  durch  die  chemische  Beschaffenheit,  die  Aggregatform,  das 
specifische  Volumen  und  den  Spannungszustand  in  den  verschiedenen 
Punkten  oder  Elementen  des  Körpers." 

Durch  diese  Unterscheidungen  wird  die  in  §  7  S.  33  erfolgende  Ein- 
führung des  Begriffes  der  Wärme  vorbereitet. 

Nachdem  eine  Untersuchung  über  diejenigen  Aend orangen  des  innern 
Zustandes,  welche  dureh  Aenderungen  des  äussern  Zustandes  hervor- 
gebracht werden,  zu  dem  Resultate  geführt  hat,  dass  im  Allgemeinen 
gegenseitige  Abhängigkeit  zwischen  den  Aenderungen  beider  Zustände 
besteht,  indem  die  Aenderung  des  äussern  Zustandes  mit  einer  Deforma- 
tion des  Körpers  verbunden  ist,  wodurch  das  specifische  Volumen  und 
der  Spannungszustand  geändert  werden,  ja  möglicherweise  selbst  die 
Aggregatform  wechselt,  fährt  der  Verfasser  in  folgendem  Gedankengange 
fort:  Es  können  indessen  Aenderungen  des  innern  Zustandes  —  auch 
ohne  Aenderung  des  äussern  (ohne  Arbeit  äusserer  Kräfte)  —  stattfinden. 
Es  kann  z.  B.  die  Pressung  eines  luft förmigen  Körpers  bei  constantem 
Volumen  in  hohem  Grade  veränderlich  sein;  eine  Mischung  von  Eis  und 
Wasser  kann  ganz  in  die  Form  von  Wasser  übergehen,  so  dass  das  Vo- 
lumen, während  der  Schmelzung  des  Eises  abnehmend  und  später  zu- 
nehmend, schliesslich  dem  Anfangsvolumen  wieder  gleich  ist.  Ja,  es  kann 
vorkommen,  dass  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  negativ  ist  (wenn  sich 
ihre  Angriffspunkte  entgegengesetzt  den  Richtungen  der  Kräfte  bewegen), 
die  Deformationsarbeit  aber  positiv  (Ausdehnung). 

Solche  Beobachtungen  legen  die  Frage  nach  einer  weiteren  Ursache 
der  Aenderung  des  inneren  Zustandes  nahe*  Diese  Ursache  heiast 
Wärme. 

„Es  ist  also  Wärme  die  Ursache  solcher  Aenderungen  des  innern 
Zustandes  eines  Körpers,  welche  in  Aenderungen  der  Aggregatform,  des 
specififlchen  Volumens  oder  des  Spannungszustandes  bestehen.  Insoweit 
der  innere  Zustand  durch  diese  drei  Kriterien  in  den  verschiedenen 
Punkten  eines  Körpers  charakterisirt,  also  durch  die  Wärme  bedingt  ist, 
soll  er  der  Wärmezustand  heissen." 

Digitized  by  VjOOQIC 


Recensionen.  143 

Nachdem  dann  ausgeführt  ist,  anter  welcher  Bedingung  man  von 
zwei  Körpern  sagt»  dass  sie  gleiche  Temperatur  haben,  folgt,  als  ein 
Gegenstand  des  Uebereinkommens  eingeführt,  die  Aufstellung  des  Tem- 
peraturmasses, welcher  gemäss  als  Masszabl  der  Temperatur  gilt,  was  sich 
flir  t  aus  der  Gleichung 

vt=v.+  v-±=Iz-{t-t.) 

berechnet,  wobei  Vt,  V0,  Vn  specifische  Volumina  der  Luft  sind,  welche 
unter  Atmosphärendruck  beziehungsweise  bei  den  Temperaturen  /,  bei 
dem  Gefrierpunkte  (t0)  und  bei  dem  normalen  Siedepunkte  des  Wassers 
bestehen,  l0  und  n  aber  beliebige  Zahlen  sind,  durch  deren  Bestimmung 
man  zu  den  verschiedenen  Scalen  (Celsius,  Räaumur,  Fahrenheit)  gelangen 
kann. 

Es  ist  also  hier  das  Luftthermometer  als  massgebend  angenom- 
men und  zwar  die  Ausdehnung  der  Luft  bei  dem  constanten  Druck 
einer  Atmosphäre  (760 mm  Quecksilber). 

Referent  kann  diesen  unvermittelten  Uebergang,  welcher  das  Tem- 
peraturmass  als  etwas  ganz  Willkürliches  erscheinen  lässt,  unserem  gegen- 
wärtigen Wissen  nicht  für  angemessen  halten.  Abgesehen  davon,  dass 
Gründe  vorliegen,  der  bei  constantem  Volumen  eintretenden  Spannungs- 
zunahme der  Luft  vor  der  Ausdehnung  den  Vorzug  zu  geben,  —  wie 
wollte  der  Verfasser  mit  den  bisher  gegebenen  Mitteln  sein  Temperatur- 
mass  vertheidigen  gegen  den  bekannten,  aus  Missverständniss  der  Sach- 
lage immer  wieder  producirten  Vorschlag,  dasselbe  mittelst  der  Differen- 
tialgleichung 

dv  =  ccv  dt 

zu  gewinnen,  welche,  da  sie  die  mit  einem  Wärmegrade  verbundene  Aus- 
dehnung als  einen  aliquoten  Theil  des  jeweiligen  Volumens  annimmt, 
sehr  Vielen  weit  natürlicher  erscheint,  als  die  Annahme,  dass  diese  Aus- 
dehnung stets  das  gleiche  Vielfache  eines  fixirten  Volumens  {V0)  sein  soll? 

In  der  That  dürfte  es  ohne  jede  Hypothese  über  die  Natur  der 
Wärme  schwer  sein,  über  die  Temperatur  und  ihr  Maass  etwas  Deutliches 
auszusagen,  was  den  Charakter  des  Willkürlichen,  blos  Conventionellen 
vermeidet;  und  wenn  sich  der  Verfasser  die  Aufgabe  gesetzt  hat,  mit 
dem  Begriff  der  Wärme  auch  den  der  Temperatur  hypothesenfrei  zu 
entwickeln,  so  wird  ihm  schliesslich  wohl  selbst  die  Unüberwindlich- 
keit der  Schwierigkeiten,  die  er  sich  aufgebürdet  hat,  nicht  entgangen  sein. 

Die  Hypothese  nun,  welche  der  Verfasser  umgehen  möchte,  ist  die« 
dass  Wärme  lebendige  Kraft  einer  Molekularbewegung  ist. 
Wenn  man  einmal  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Kraft  und  die 
Aequivalenz  vorhandener  Wärme  und  geschehener  Arbeit  angenommen 
hat,  dann  liegt  das  Hypothetische  jener  Ansicht  über  die  Natur  der 
Wärme  nur  noch  in  der  Ausschliessung  der  potentiellen  Energie  (Spann- 
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kraft,  inneres  Werk)  aus  dem  Begriff  der  Wärme.  Denn  wenn  die  Wärme 
ein  Arbeitsprodnct  sein  soll,  so  kann  sie  nur  actuelle  oder  potenzielle 
Energie  (lebendige  Kraft  oder  Spannkraft)  sein.  Letztere  entsteht  in  den 
Körpern  dadurch,  dass  Molekularkräfte  auf  gewisse  Strecken  hin  über- 
wunden werden,  sie  ist  das  Product  einer  Arbeit,  welche  auf  Kosten 
von  Wärme  geleistet  werden  kann  und  häufig  geleistet  wird.  Sie  hat 
demnach  ein  Wärmeäquivalent;  dass  sie  aber  selbst  Wärme  sei,  ist  meines 
Wissens  bisher  nicht  gedacht  worden. 

Der  Verfasser  nennt  in  seiner  sehr  lesenswerthen ,  S.  220  beginnen- 
den, Molekulartheorie  der  Wärme  überschriebenen  Abtheilung  (E)  diese 
potenzielle  Energie  den  Arbeits  in  halt  des  Körpers  und  die  Summe 
aus  der  innern  lebendigen  Kraft  und  dem  Arbeitsinhalt  das  innere 
Arbeitsvermögen.  Den  Wärmewerth  desselben  nennt  er  die  Kör- 
perwärme, welche  demnach  aus  dem  Wärmewerthe  der  inneren  leben- 
digen Kraft  —  der  freien  Körperwärme  —  und  dem  Wärmewerthe 
des  Arbeitsinhalts  —  der  gebundenen  Körperwärme  —  bestehe. 

Diese  letzte  an  den  Begriff  Körperwärme  sich  anschliessende,  über- 
dies ganz  überflüssige  Nomenclatur  muss  Referent  für  sehr  unglücklich 
halten,  weil  6ie  confundirt,  was  getrennt  zu  sehen  für  die  Deutlichkeit 
der  Begriffe  von  entscheidender  Wichtigkeit  ist;  weil  sie  Körperwärme 
nennt,  was  nicht  als  Wärme  im  Körper  vorhanden  ist,  und  endlich  weil 
sie  uns  die  gebundene  Wärme,  dieses  ehrwürdige  Sinnbild,  welches 
wir  bereits  der  Antiquitätensammlung  einverleibt  glaubten,  wieder  zurück- 
bringt. Claus  ins  leietet  derartigen  Ausdrücken  wenig  Vorschub,  wenn 
er  im  Zusatz  A  zu  seiner  6.  Abth.  (1864)  sagt:  „Ferner  hat  Zeuner  ... 
dieselbe  Grösse  ü"  (die  vom  Verf.  sogenannte  Körperwärme)  „die  innere 
Wärme  des  Körpers  genannt.  Der  letzte  Name  scheint  mir  der  Bedeu- 
tung der  Grösse  ü  nicht  ganz  zu  entsprechen,  da  nur  ein  Theil  dieser 
Grösse  wirklich  im  Körper  vorhandene  Wärme ,  d.h.  lebendige  Kraft 
seiner  Molekularbewegungen  darstellt,  während  der  übrige  Theil 
sich  auf  Wärme  bezieht,  welche  zu  innerer  Arbeit  verbraucht  ist  und 
folglich  nicht  mehr  als  Wärme  existirt.  Ich  glaube  nun  zwar  nicht, 
dass  Zeuner  die  Absicht  gehabt  hat,  mit  jenem  Namen  aus- 
zudrücken, dass  die  ganze  durch  U  dargestellte  Wärmemenge 
wirklich  als  Wärme  in  dem  Körper  vorhanden  sei;  indessen 
könnte  der  Name  doch  leicht  in  diesem  Sinne  verstanden 
werden." 

Ein  ähnliches  Missverständniss,  wie  es  von  Clausius  hier  als  mög- 
lich erwähnt  wird,  scheint  in  der  That  irgendwo  vorgekommen  zu  sein 
und  den  Verfasser  zu  folgender  Aeusserung  veranlasst  zu  haben  (S.  245): 

„Auch  kann  es  bei  unveränderter  Aggregatform  und  bei  unveränder- 
tem Volumen  der  Fall  sein,  dass  mit  einer  Aenderung  des  innern  Zustan- 
des  durch  Mittheilung  von   Wärme  nicht  nur  ein  Zuwachs   von   freier, 

Digitized  by  VjOOQIC 


Recenflionen.  145 


soudern  zugleich  an  gebundener  Körperwärme  verbanden  ist,  während 
in  der  Physik  diese  ganze  Wärme  lediglich  als  ein  Zuwachs 
an  freier  Körperwärme  bezeichnet  zu  werden  pflegt." 

Wenn  man  fehlerhafte  Gewohnheiten  besprechen  zu  müssen  glaubt, 
dürfte  es  stets  gerathener  sein,  sich  gegen  den  oder  die  besonderen  Re- 
präsentanten zu  wenden,  an  welchen  man  das  Anstössige  gefunden  hat, 
als  gegen  die  Wissenschaft. 

Abgesehen  von  diesen  letzten  Ausstellungen,  die  für  geringfügig 
gehalten  werden  können,  glaubt  Referent  in  der  Hauptsache  und  im  All- 
gemeinen sein  Urtheil  über  den  ersten  Abschnitt  dahin  zusammenfassen  zu 
dürfen,  dass  die  Behandlung  in  mehrfacher  Beziehung  wesentlich  gewonnen 
haben  würde,  wenn  der  Verfasser  unmittelbar  nachdem  er  zu  dem  Begriffe 
der  Wärme  als  einer  Ursache  gewisser  Veränderungen  gekommen  war, 
dieselbe  unter  Anführung  der  Gründe  als  lebendige  Kraft  einer  inneren  Be- 
wegung erklärt  hätte  und  von  da  mittelst  des  Clausius'schen  Satzes 
vom  Virial  zu   einem  rationellen  Temperaturmaasse  vorgeschritten  wäre. 

Folgen  wir  der  Arbeit  des  Verfassers  noch  etwas  im  Besondern ,  so 
finden  wir  vor  Einführung  des  Satzes  der  Aeguivalenz  von  Wärme  und 
Arbeit  in  zwei  Paragraphen  (§§  9  und  10)  die  Wärmemittheilung  durch 
Berührung  und  durch  Strahlung  behandelt,  soweit  das  Verständnis»  bei- 
der Vorgänge  für  das  Verständniss  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  nöthig  erscheint.  Demgemäss  beschränkt  sich  die 
Lehre  von  der  Strahlung  auf  die  Entwickelung  der  von  Claus ius  auf- 
gestellten Gleichgewichtsbedingung,  dass  auch  durch  Concentration  von 
Wärmestrahlen  eine  höhere  Temperatur,  als  die  des  strahlenden  Körpers 
nicht  erzeugt  werden  kann,  wenn  anders  das  Emissionsvermögen  eines 
vollkommen  schwarzen  Körpers  dem  Quadrate  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  Strahlen  m  dem  angrenzenden  Mittel  umgekehrt  proportio- 
nal 18t. 

Dabei  ist  auffallend,  dass  die  Versuche  von  Quin  tu  s  Icilius 
(Pogg.  Ann.  Bd.  127),  welche  wahrscheinlich  machen,  dass  die  zuletzt 
angegebene  Bedingung  für  Ausstrahlung  in  Wasserstoff  und  Kohlensäure 
erfüllt  ist,  nicht  erwähnt  sind. 

Die  weitere  Entwickelung  fusst  auf  den  bekannten  zw  ei.  Hauptsätzen: 
1.  dass  ein  mechanisches  Aequivalent  der  Wärme  existirt,  2.  dass  sich 
Wärme  von  tieferer  Temperatur  nicht  von  selbst  in  solche  von  höherer 
Temperatur  verwandelt. 

Dieselbe  scbliesst  sich  zwar  wesentlich  an  Claus  ius  an,  es  sind 
indessen  auch  die  Arbeiten  Zeuner's  und  Anderer  benützt,  und  wo  das 
Vorhandene  für  die  volle  Deutlichkeit  nicht  zu  genügen  schien  oder  eine 
Erweiterung  nahe  lag,  ist  der  Verfasser  in  dankenswerther  Weise  mit 
eigenen  Ausführungen  hervorgetreten.  Die  Arbeiten,  durch  welche  Boltz- 
mann  und  Clausius  den  zweiten  Hauptsatz  auf  mechanische  Principien 
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zurückzuführen  suchen ,  sind  vom  Verfasser  als  Stützen  dieses  Satzes  nicht 
angeführt. 

S.  103  ist  zn  berichtigen,  dass  0,003661,  der  von  Regnault  für 
Wasserstoff  gefundene  Ausdehuungscoefficient ,  nicht  der  kleinste  Werth 
ist,  welcher  für  den  Ausdehnungs-  (und  Spannungs-)  Coefficienten  eines 
Gases  gefunden  wurde,  da  Regnault  für  (verdünnte)  Luft  kleinere 
Werthe  constatirt  hat  und  andere  Physiker  kleinere  Werthe  für  den 
Spannungscoefficienten  des  Wasserstoffs  gefunden  haben.  Ebenso  ist  es 
nicht  ganz  genau,  dass  Regnault,  bei  dem  Anfangsdruck  (p0) 
einer  Atmosphäre,  0,003665  für  den  Spannungscoefficienten  der  Luft 
fand.  Er  fand  vielmehr  in  Uebereinstimmung  mit  Magnus  0,003668. 
Regnault' s  kleinere  Werthe  beziehen  sich  auf  geringeren  Anfangsdruck 
(p0  des  Verf.). 

S.  72  Z.  10  v«  o.  hat  sich  ein  sinnstörender  Druckfehler  behauptet, 
indem  das  „Unendlich  klein*1  mit  dem  „Endlich"  der  folgenden  Zeile 
verwechselt  ist. 

Im  folgenden  Abschnitt  (der  eigentlichen  Hydraulik)  findet  sich 
S.  322  flgg.  eine  sehr  dankenswerthe  Arbeit  über  „Oleichgewicht  des 
Wassers  mit  Rücksicht  auf  Molekularkräfte1*,  welche  wohl  auch  zur  ersten 
Einführung  in  diesen  Gegenstand  dienen  kann.  Das  Gleiche  gilt  von 
§§  66  und  67,  wo  im  Anschlüge  an  die  Entwickelung  der  Formel  für 
barometrische  Höhenmessung  mit  Bezug  auf  die  Arbeiten  Bauern  feind's 
und  Rühlmann's  die  Schwierigkeiten  und  Unsicherheiten  erörtert  wer- 
den, welche  diesen  Messungen  aus  unserer  Unkenntniss  der  Temperatur 
der  zwischenliegenden  Luftschichten  erwachsen. 

In  der  Lehre  von  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  (im  weiteren  Sinne) 
tritt  die  Methode  des  Verfassers  —  die  allmälige  Specialisirung  —  be- 
sonders einflussreich  hervor.  Sie  scheint  wohlgeeignet,  den  Leserkreis 
des  Buches  zu  erweitern,  da  die  allgemeiner  gehaltenen  Einleitungen  das 
Interesse  des  Theoretikers  fesseln  und  die  Praktiker  aus  der  grossen 
Sorgfalt,  welche  auf  die  (rechnerische)  Ausmittelung  der  Erfahrungscoefli- 
cienten  verwendet  ist,  erheblichen  Nutzen  ziehen  werden. 

Rrcknagbl. 


Entwickelung  einer  Theorie  der  KrystaUstruetur  von  Dr.  Lbonhard 
Sohnckb.  Leipzig,  B.  G.  Teubner.  1879. 
Das  dem  Volumen  nach  kleine,  nur  247  Seiten  gr.  8°  umfassende 
Werkchen  enthält  die  Resultate  langjähriger  mühsamer,  aber  auch  inner- 
halb des  vorgesteckten  Bereiches  erschöpfender  Untersuchungen  des  auf 
seinem  Gebiet  wohl  jetzt  als  einzige  Autorität  dastehenden  Verfassers. 
Schon  früher  legte  der  Verfasser  in  publicirten  Abhandlungen  („Die 
Grupp innig  der  Moleküle  in  den  Krystallen",  Pogg.  Ann.  d.  Phys.»  132 
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S.  75,   1867,   und    „Die  unbegrenzten    regelmässigen  Punktsysteme    als 
'Grundlage   einer  Theorie   der   Krystallstructur",    Carlsruhe   1876)   rühm- 
liches Zeugniss  seiner  Thätigkeit  ab;  die  vorliegende  Schrift  bringt  diese 
Thätigkeit  zu  einem  gewissen  Abschlüsse. 

Das  Hauptthema  der  ganzen  Arbeit  ist  die  rein  geometrisch  gehal- 
tene Untersuchung  darüber,  welche  verschiedenen  Arten  regelmässiger 
und  allseitig  als  unbegrenzt  angenommener  Punktsysteme  überhaupt  mög- 
lich sind,  wenn  noch  die  Regelmässigkeit  eines  Punktsystems  dahin 
erklärt  wird,  dass  um  jeden  Massenpunkt  herum  die  Anordnung  der 
übrigen  Massenpunkte  dieselbe  ist,  wie  um  jeden  andern  Massenpunkt, 
oder  auch,  dass  die  Bündel  gerader  Linien,  die  man  erhält,  wenn  man 
von  jedem  einzelnen  Massenpunkte  als  Ausgangspunkt  nach  allen  anderen 
vorhandenen  Massenpunkten  gerade  Linien  zieht,  unter  einander  con- 
gruent  sind. 

Wie  aus  der  Stellung  dieser  Aufgabe  erklärlich,  ist  der  wesentliche 
Inhalt  des  Werkes  ein  rein  geometrischer,  der  sich  auf  eine  Reihe  kine- 
matischer Hilfsbetrachtungen  stützt,  die  ausführlich  in  §  4  Abschn.I  Cap.ll 
S.  29  —  36  angegeben  werden  und  die  Lehrsätze  der  Mechanik  enthalten, 
die  sich  auf  gegenseitige  Ersetzung  von  Parallelverschiebung,  Drehung 
und  Schraubenbewegung  beziehen. 

Im  folgenden  Cap.  III  des  ersten  Abschnittes  werden  nun  die  ver- 
schiedenen möglichen  Arten  und  Richtungen  von  Axen  in  regelmässigen, 
unendlichen  Punktsystemen  ermittelt,  indem  unter  Axe  die  Axe  einer 
Drehung  oder  Schraubung  verstanden  wird ,  um  welche  das  Punktsystem 
sich  von  einer  gewissen  Anfangslage  aus  drehen  kann,  um  wieder  mit 
dem  ursprünglichen  Punktsystem  zusammenzufallen.  Nennt  man  über- 
haupt eine  Axe  «- zählig,  wenn  der  kleinste  Winkel  a,  um  welchen  diese 
Drehung  behufs  der  Deckung  geschehen  muss,  so  beschaffen  ist,  dass 
na  =  2ft,  so  kommt  der  Verfasser  auf  S.  60  zu  folgender  Eintheilung 
der  regelmässigen  und  unendlichen  Punktsysteme: 
I.  Systeme  ohne  Axen; 

II.  Systeme  mit  einer  einzigen  Axenrichtung: 
1.  die  Hauptaxen  sind  6 zählig, 

2  4' 

*•    »  »  »     *»     » 

«».         „  »>  9»  Ö  ,? 

^»         M  »>  »  &  11 

III.  Systeme   mit   gleichen  Hauptaxen   nach    nur   zwei   (und    zwar 
entgegengesetzten)  Richtungen: 

1.  die  Hauptaxen  sind  6 zählig, 

*•     ?»  »  ?»      4      „ 

3.    „  „  „     3     „ 

4  •  2 
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IV.  Systeme   mit  gleichen  Hauptaxen  nach   mehr  als  zwei  Rich- 
tungen : 

1.  die  Hauptaxen.  sind  3 zählig, 

•*•        »*  »  V         ^         » 

In  einem  nun  folgenden  grössern  Abschnitte  II,  S.  63 — 180,  wird 
die  Cönstruction  der  regelmässigen,  allseitig  unendlichen  Punktsysteme 
angegeben.  .Die  Resultate  dieses  Abschnittes  werden  erläutert  durch  eine 
grössere  Anzahl  Holzschnitte  im  Text  und  durch  fünf  lithographische 
Tafeln,  ausserdem  noch  durch  die  Angabe  (S.  179)  von  Modellen,  welche 
die  Punktsysteme  darstellen.  Die  Resultate  dieses  Abschnittes  sind  über- 
sichtlich zusammengestellt  auf  S.  173 — 177  und  es  werden  im  Ganzen 
66  verschiedene  regelmässige,  allseitig  unbegrenzte  Punktsysteme  erhalten. 

Damit  ist  die  Hauptaufgabe  gelöst;  dem  Schriftchen  sind  aber  noch 
andere  höchst  wichtige  Zugaben  beigegeben,  so  im  Abschn.  I  S.  3  —  62 
namentlich  noch  eine  sehr  interessante  historische  Einleitung  und  vor 
Allem  der  Abschn.  III  S.  183  —  247,  welcher  letztere  die  Prüfung  der 
gegebenen  Theorie  an  der  Erfahrung  enthält.  Es  versteht  sich  bei  der 
Liebe  und  umfassenden  Ausdauer  und  Energie,  mit  der  der  Verfasser  an 
seine  Arbeit  gegangen  ist,  von  selbst,  dass  diesen  beiden  Abschnitten 
sorgfältige  Literaturangaben  beigegeben  sind.  Dieser  letzte  Abschnitt 
erhebt  die  Ermittelung  der  physikalischen  Eigenschaften  der  Krystalle 
auf  eine  sichere  Basis,  indem  von  hier  aus  nun  diese  Untersuchung  durch 
bestimmte  Principien  geleitet  werden  kann.  Noch  besonders  mag  hier 
hervorgehoben  werden,  dass  die  Halbflächen  und  Viertelflächen  eine 
selbstständigere  Stellung  erlangen,  als  die  ist,  die  ihnen  die  Krystallo- 
graphie  anweist.  Diese  selbstständigere  Stellung  steht  aber  im  Einklänge 
mit  dem  natürlichen  Vorkommen,  insofern  gewisse  Substanzen  entweder 
nur  oder  doch  hauptsächlich  in  diesen  Halb-  oder  Viertelflächenformen 
krystallisiren.  Auch  die  Erscheinung  der  Drehung  der  Polarisationsebene, 
wie  sie  so  schön  am  Bergkrystali  auftritt,  erhält  eine  durchsichtige  und 
durch  experimentelle  Begründung  verificirte  Erklärung. 

Ein  Vorwort,  ausführliches  Inhaltsverzeichniss ,  eine  Tafel  über  die 
angewandten  Benennungen  und  eine  Erklärung  der  fünf  beigegebenen 
lithographischen  Tafeln  vervollständigen  das  Werk.  Die  deutsche  Lite- 
ratur kann  sich  Glück  wünschen,  dieses  zwar  kleine,  aber  vieljährige  gründ- 
liche und  erfolgreiche  Arbeit  resummirende  Werk  hervorgebracht  zu  haben. 

Freiberg,  7.  Januar  1880.  Th.  Kötteritzsch. 


Lehrbuch   der  Physik    für    die  oberen  Classen  der  Mittelschulen,    von 
Dr.  Ignaz  Wallbntin.     Wien,  1879.     343  S. 
Das  Buch  bringt  nach  einer  Einleitung  über  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Körper  einen  kurzen?  Abriss  der  Chemie,  dann  werden  die 

Digitized  by  VjjCJOv  IL. 


Recensionen.  149 

Lehren  der  Physik  dargestellt  und  schliesslich  ein  ganz  kurzer  Abriss 
der  mathematischen  Geographie  gegeben.  Es  geht  den  Weg  der  gewöhn- 
lichen Lehrbücher,  es  gilt  auch  von  ihm,  was  in  einer  früheren  Recension 
(S.  105  dieses  Jahrgangs)  über  Althergebrachtes  gesagt  ist.  In  §  34 
wird  eine  ideale  und  eine  wirklich  vorhandene  Schwerkraft  unterschieden ; 
in  §  36  wird  Kepler  wieder  als  beobachtender  Astronom  aufgeführt, 
die  elementare  Optik  wird  wie  gewöhnlich  behandelt,  insbesondere  der 
Regenbogen  ungenügend.  Im  Allgemeinen  werden  ziemlich  hohe  mathe- 
matische Anforderungen  gestellt.  Zu  bedauern  ist,  dass,  wohl  um  Raum 
zu  sparen,  die  Gleichungen  unschön  gedruckt  sind,  z.  B.  bei  der  Be- 
rechnung der  Schwingungsdauer  des  physischen  Pendels.  Das  Buch  wird 
dem  Unterricht  an  Mittelschulen  sicher  mit  Nutzen  zu  Grunde  gelegt 
werden,  es  ist  im  Einzelnen  sorgfältig  ausgearbeitet. 

P.  Zech. 


Wetterkarten  und  Wetterprognose.    Von  Dr.  Krebs.    16  S. 

Eine  kurze  Erläuterung  Dessen,  was  auf  den  Wetterkarten  der 
deutschen  Seewarte  zu  sehen  ist,  und  eine  Aufzählung  der  vom  physi- 
kalischen Verein  in   Frankfurt  benützten  meteorologischen  Instrumente. 

P.  Zech. 


Elektricität  und  Magnetismus.    Von  Dr.  Obkonomides.    40  S. 

Der  Verfasser  fühlt  sich  unzufrieden  mit  der  heutigen  Anschauung 
der  Elektricität  und  behauptet,  sie  beruhe  auf  einer  Molekularbewegung 
des  Sauerstoffs :  was  damit  nicht  stimmt,  dessen  Richtigkeit  bezweifelt  er; 
auf  Einzelnes  kann  er  sich  nicht  einlassen,  da  er  nicht  Specialist  sei. 

P.  Zbch. 


Leitfaden  der  Physik  von  Dr.  W.  v.  Beetz.  6.  Aufl.  Leipzig,  1880. 
300  S. 
Die  neue  Auflage  dieses  kurzen  Leitfadens  hat  erhebliche  Erweite- 
rungen erfahren,  besonders  in  Bezug  auf  Beschreibung  von  Apparaten, 
zu  deren  Darstellung  auch  hier  wieder  die  schematische  Form  gewählt 
ist.  Der  Leitfaden  giebt  eine  kurze,  aber  Alles  umfassende  ezacte  Dar- 
stellung des  Inhalts  der  Physik;  die  wiederholten  Auflagen  bezeugen 
seinen  Werth.  p   Zech 
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Das  Problema  bovinum  des  Archimedes. 

Bearbeitet  von 

Dr.  B.  Krumbiegel 

und 

Dr.  A.  Amthob. 

«     (Sohluaa.) 


§  4.  Ueber  die  bisherigen  mathematischen  Bearbeitungen  des  Problems. 

Die  Auffassung  des  Problems  durch  den  Scholiasten,  durch  Lessing, 

Leiste    und    die    beiden   Struve  führte  auf  so  enorme  Zahlen,    dass 

factische  Verhältnisse  (Grösse  der  Insel  Sicilien  etc.)  denselben  nicht  ent- 

'  sprechen  konnten ;  daher  lag  der  Gedanke  eines  Missverständnisses ,  resp. 

einer  Ungenauigkeit  des  Textes  nahe. 

In  der  That  sind  in  dem  Problem  drei  undeutliche  Stellen  vorhan- 
den, nämlich: 

1.  v.  14  bei  dem  Worte  vnoksutofiivovg f  welches,  wie  bereits  Wurm 
(Jahn's  Jahrbücher  für  Philologie  und  Pädagogik,  XIV.  Bd. 
1830  S.  194)  bemerkt  hat,  doppelt  gedeutet  werden  kann.  Die 
zweite,  in  §  3  bereits  besprochene  Auffassung  führt  aber  nicht  zu 
einfacheren  Resultaten. 

2.  v.  24  das  Wort  *£tqc*XV>  welches  ebenfalls  zwei  verschiedene  Auf- 
fassungen zulässt,  deren  zweite  zuerst  von  Hermann  (Opusc. 
Vol.  IV  p.  228)  aufgefunden  wurde,  die  zwar  die  Resultate  etwas 
vereinfacht,  aber  die  offenbar  beabsichtigte  Symmetrie  der  Be- 
dingungen zerstört. 

3.  v.  34 — 36.  Diese  Stelle  bleibt  überhaupt  dunkel,  mag  man  sie 
deuten,  wie  man  will;  es  wird  durch  dieselbe  aber  jedenfalls 
dargethan, 

a)  dass  die  Lösung  der  Aufgabe  auf  gewaltige  Zahlen  führen  soll, 

~b)  dass  die  sich  ergebenden  Resultate  factischen  Verhältnissen 

nicht  entsprechen  sollen   (es  geht  dies  daraus  hervor,   dass 

Hiit-M.  Abthlg.  d.  Zeitsohr.  f.  Math.  n.  Pbyi.  XXV,  5  18 
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„die   Heerde    der    weissen   und  schwarzen   Stiere   die    weit- 
gedehnten Fluren  Thrinakiens  vollständig  füllte",  so  dass  es 
also  fraglich  bleibt,  wo  die  übrigen  Rinder  noch  Platz  haben 
konnten). 
Eine   besondere  Schwierigkeit  bereitet  an  dieser  Stelle  noch 
das  Wort  nXtv&ovy  welches  von  Lessing,  Leiste  und  Strnve 
(Vater)   als  Quadrat  gedeutet  worden  ist,    wohl  wegen  löo^ti^ot 
v.  34. 

Dieses  letztere  Wort  rechtfertigt  aber  auch  die  andere  zulässige 
Bedeutung  „Rechteck"  (nämlich  Rechteckszahl  =  Product  von 
zwei  ungleichen  Factoren) ,  weil ,  wenn  die  Stiere  in  der  Quadrat- 
figur  aufgestellt  waren,  noihwendig  neben  einander  mehr  Stiere 
stehen  mussten  als  hinter  einander,  da  ja  ein  Stier  nicht  so  breit 
als  lang  ist. 

Hermann  hat  dieses  Wort  in  der  Bedeutung  „Ziegelsteinzahlu 

=  Product  von  zwei  gleichen  und  einem  dritten  kleineren  Factor 

gefasst  und  auf  die  Seite  der  Figur  bezogen,  wozu  kein  Grund 

vorhanden   ist,   da  das  Problem  nicht  sagt,    dass  die  Seiten  der 

Figur   eine  nXtv&ig,  sondern  dass  die  aufgestellten  Stiere,    d.  i. 

die  Fläche,  auf  der  sie  standen,  eine  solche  bildeten. 

Die  vorhandenen  Undeutlichkeiten   an   den   genannten   drei  Stellen 

lassen    die    von   Hermann    und   Wurm    vorgeschlagenen   Conjecturen, 

wenn  auch  nicht  als  unbedingt  richtig,  so  doch  als  zulässig  erscheinen; 

was  aber  die  sonst  noch  vorgenommenen  Conjecturen ,  welche  einen  Ein- 

flu88  auf  die  mathematischen  Bedingungen   der  Aufgabe  haben,   betrifft, 

so  sind   dieselben   als   gänzlich   willkürlich   zu  bezeichnen.     Es  sind  die 

folgenden : 

1.  Hermann9 s  Conj.  zu  v.  39,  durch  welche  zu  den  neun  Gleich 
ungen  der  Aufgabe  noch  eine  zehnte  tritt,  die  dieselbe  so  com- 
plicirt,  das8  sie  nun  wohl  als  unlösbar  bezeichnet  werden  kannN 

(Vincent,  Bulletin  de  bibliographie ,  Bd.  I  S.  120,  behauptet 
geradezu,  dass  diese  zehnte  Gleichung  mit  den  früheren  im  Wider- 
spruch stehe  und  somit  das  Problem  zu  einem  unmöglichen  mache.) 

Uebrigens  ist  diese  Conjectur  später  von  Hermann  selbst 
wieder  zurückgenommen  worden  (s.  oben  zu  v.  39,  40). 

2.  Wurm' s  (/.  c  S.  200)  Abänderungen,  die  ganz  willkürlich  und 
grundlos  sind  und  von  ihm  selbst  nicht  gehalten  werden. 

3.  Die  Behauptungen  der  beiden  Struve  und  Vincent's,  durch 
welche  einfach  die  Theile  der  Aufgabe,  welche  die  Lösung 
erschweren,  als  unecht  gestrichen  werden. 

Struve  (der  Vater)  hält  die  Aufgabe  mit  v.  30  für  ab- 
geschlossen, vermuthlich  weil  er  die  Lösung  nicht  weiter  zu 
Stande  brachte. 
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Vincent  (Bulletin,  Bd.  I  S.  165)  behält  von  den  nenn  Be- 
dingungen der  Aufgabe  nur  drei  bei,  d.  h.  er  hält  von  den  44 
Versen  des  Problems  nur  die  ersten  16  für  echt  (vergl.  hierüber 
auch:  Jenaische  allgemeine  Literaturzeitung,  März  1829,  Nr.  49); 
hierdurch  gelangt  man  zwar  zu  kleinen  Zahlen,  hat  dann  aber 
auch  ein  Problem  von  so  einfacher  Beschaffenheit,  dass  die 
Lösung  desselben  auch  zu  Archimedes'  Zeiten  keines  beson- 
dern mathematischen  Genies  bedurft  hätte;  ein  so  einfaches  Pro- 
blem  hätte  man  gewiss  nicht  dem  Archimedes  zugeschrieben. 

Was  aber  Vincent1  s  Betrachtungen  über  die  v.  34 — 36  be- 
trifft, wo  er  sich  bemüht,  „den  in  Quadratstadien  ausgedrückten 
Flächeninhalt  Siciliens  der  Zahl  nach  mit  der  Anzahl  der  weissen 
und  schwarzen  Stiere  in  Uebereinstimmung  zu  bringen14,  wodurch 
er  dann  die  achte  Bedingung  für  gelöst  erachtet,  so  ist  absolut 
nicht  einzusehen,  wie  dadurch  der  Forderung:  „die  Heerde  der 
weissen  und  schwarzen  Stiere  füllte  die  weitgedehnten  Fluren 
Thrinakiens"  genügt  sein  soll,  wenn  man  nicht  annehmen  will, 
dass  je  ein  Stier  ein  Quadratstadion  ausfüllte. 

Sieht  man  nun  also  ab  von  diesen  willkürlichen  Veränderungen  und 
Streichungen  des  Textes  und  zieht  von  den  auf  die  drei  obenerwähnten 
undeutlichen  Stellen  des  Problems  sich  beziehenden  Conjecturen  die  ersten 
beiden  (von  Wurm  und  Hermann)  nicht  in  Betracht,  da  sie,  wie 
bereits  erwähnt,  die  offenbar  beabsichtigte  Symmetrie  des  Problems  stö- 
ren, so  kann  man  wegen  der  zweifachen  Auffassung,  die  das  an  der 
dritten  dunkeln  Stelle  vorkommende  Wort  nXiv&og  gestattet,  zwei  ver- 
schiedene Probleme  statuiren :  ein  einfacheres  und  weniger  symmetrisches, 
wenn  man  nXlv&og  =  Rechteck  —  ein  sehr  schwieriges ,  aber  vollkommen 
symmetrisches,  wenn  man  nklv&og  =  Quadrat  nimmt. 

Das  einfachere  Problem  hat  Wurm  (/.  c.)  jedenfalls  gelöst,  obwohl 
er  die  vollständigen  Resultate  nicht  anführt;  ich  will  dieses  Problem  das 
Wurm9 sehe  nennen. 

Das  schwierigere  Problem ,  welches  ich  als  Hauptproblem  bezeichnen 
will,  soll  nach  einer  Mittheilung  Mollweide's  (Hermann  /.  c,  vergl. 
§  1)  zwar  von  Gauss  vollständig  gelöst  worden  sein;  doch  hat  Gauss 
nie  die  Lösung  publicirt. 

§  5.   Das  Wurm'sche  Problem. 

Bezeichnet  man  mit 
X  die  Zahl  der  weissen  Stiere,  A'  die  Zahl  der  weissen   Kühe, 

x    „        „       „    schwarzen    „  x'    „        „       „    Hchwarzen   „ 

fi    „        „       „    scheckigen  „  f*'    „        „       „    scheckigen  „ 

|    „        „       „    braunen       „  £    „        „       „     braunen'OQgle 

12* 
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und  mit  q  die  Zahl  der  Stiere,  welche  in  einer  Seite  des  gemäss  der 
nennten  Bedingung  von  den  scheckigen  und  braunen  Stieren  zu  bilden- 
den Dreiecks  stehen,  so  führt  das  Problem  auf  folgende  Gleichungen: 

1)  l  =  (±+i)*  +  S>  4)     A'=  (*+*)(*+*'), 

2)  *  =  (i  +  *V  +  $,  5)     *'=U+D(,i  +  ,0, 

3)  *=(*++)!+£.  6)  >*'=(*+*) (s+r), 

7)     l=(*+i)(A  +  i'), 
8)     1  +  *  =  Rechteck,  9)       p  +  t**9^*^. 

Multiplicirt  man  1)  mit  336,  2)  mit  280,  3)  mit  126  und  addirt,  so  folgt 

a)  2971  =  742$  oder  38. 111  =  2  7.531 
und  damit  successive  aus  3)  und  2) 

b)  891  p  =  1580|  oder  3*.  llp  =  2».  5  .  79$, 
o)  99*=    178|  oder  3».  11*  =2.  89|. 

Multiplicirt  man  ferner  4)  mit  4800,  5)  mit  2800,  6)  mit  1260,  7)  mit 
462  und  addirt,  so  folgt 

4657  l'=  2800*  +  1260  p  +  4621  +  1431. 
Setzt  man  hier  die  aus  a),  b),  c)  folgenden  Werthe  von  1,  p,  x  ein  und 
entfernt  den  Nenner  durch  Multiplication  mit  297,  so  folgt  weiter 

d)  297.  46571'=  24021201  oder  33. 11 .  46571  =  2».  5  .  7  .23.373$ 
und  damit  weiter  aus  7),  6),  5) 

e)  3».  11. 46571"  =13.464891, 

f)  3s.4657^'=2».5.7.761i, 

g)  3Ml.4657*'=2. 17.15991$. 

Da  sämmtliche  Unbekannte  ganze  Zahlen  sein  müssen,  so  ergiebt 
sich  aus  den  Gleichungen  a)  bis  g),  dass  $  durch  3*.  11 .4657  =  4149387 
theilbar  sein  muss;  setzt  man  daher 

$  =  3*.  11. 4657*  =  4149387«, 
so  liefern  die  Gleichungen  a)  bis  g)  folgende  Wertbe  der  Unbekannten: 
1=    2.3.7.53.4657*  =  10366482«, 
$  =  34. 11. 4657*  =   4149387«, 

p=       2». 5. 79. 4657*=   7358060*. 
*=       2. 3». 89. 4657*=   7460514«, 
l'=2».3.5.7.23.373«  =   7206360«, 
$=         3».  13.46489«=   5439213«, 
^'=2». 3. 5. 7. 11. 761«=   3515820«, 
*'=     2. 3». 17. 15991«=   4893246«. 
Für  «  =  1  sind  die  vorstehenden  Zahlen  die  kleinsten,  welche  den 
Gleichungen  1)  bis  7)  genügen;  es  ist  nun  weiter  noch  «  als  ganze  Zahl 
so  zu  bestimmen ,  dass  auch  die  Gleichung  9)  erfüllt  wird.     [Die  Gleich- 
ung 8)  wird  dabei  von  selbst  befriedigt.] 
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Setzt  man  die  Wertbe  von  p  und  |  in  9),  so  folgt 
^^  =  4657x.(34.ll  +  2*.5.79)  =  4657. 2471a:  =  7.353.4657*. 

Nnn  ist  q  entweder  gerade  oder  angerade,  hat  also  eine  der  Formen 

q  =  2s  oder  q  =  2s  —  1, 
womit  die  letzte  Gleichung  übergeht  in 

*(2s±l)  =  7. 353. 4657a?. 
Da  o?  nicht  Primzahl  zu  sein  braucht ,  so  setze  man  x  =  u . p,  wo  u  den 
Factor  von  x  bezeichnen  soll,  der  in  5,  und  v  den  Factor,  der  in  2  s  +  1 
aufgeht;  alsdann  zerfällt  die  letzte  Gleichung  in  16  Systeme  von  je  zwei 
linearen  diophantischen  Gleichungen,  nämlich 


la)  und  lb) 

5  = 

", 

2^+1=7 

.353.4657p, 

2  a)  und  2  b) 

5  = 

7«, 

2s±  l  = 

353.4657p, 

3  a)  und  3  b) 

5  = 

353  m, 

26  +  1  = 

7. 4657 r, 

4a)  und  4  b) 

5  = 

4657  m, 

2s±  1  = 

7. 353p, 

5  a)  und  5  b) 

5  = 

7.353k, 

25+1  = 

4657 p, 

6a)  und  6b) 

5  = 

7.4657«, 

25+1  = 

353  p, 

7  a)  und  7  b) 

5  = 

353.4657m, 

25+1  = 

7p, 

8  a)  und  8  b) 

5=' 

7.353.4657  m, 

25+1  = 

p. 

Um  den  kleinsten  Werth  x  zu  finden,   der  dem  gestellten  Problem 

genügt,  hat  man  aus  den  Lösungen  der  vorstehenden  16  diophantischen 

Systeme  diejenige  zu  wählen,  welche  das  kleinste  Product  mp  =  *  liefert. 

Löst  man  alle  16  Systeme  auf  und  vergleicht  die  Resultate,  so  ergiebt 

sich,  dass  das  System  2M,  nämlich 

*  =  7m,     25-1  =353  ;4657t>, 
das  in  Betracht  kommende  ist;  dasselbe  liefert  die  Werthe 

m=  117423,     t>  =  l,     also     *  =  m.p  =  117423  =  33. 4349, 
woraus  weiter  folgt 

5  =  7. m  =  821961,    q  =  25  - 1  =  1643921, 
mithin  wird  dann 

p  +  £  =  4657.2471*  =  4657. 2471. 117423  =  1351238949081 
1643921.1643922 
~~  2 

eine  Triangularzahl ,  wie  es  gefordert  ist. 

Mit  dem  erhaltenen  Werthe  von  x  folgt  ferner  für  die  nach  Beding- 
ung 8)  geforderte  nkiv&lg 

*  +  *  =  □  =  2*. 3. 11. 29. 4657*  =  2*. 3. 11. 29. 4657. 117423 

=  V.  34. 11. 29. 4657. 4349  =  (2*.  34. 4349).  (11. 29. 4657) 
=  1485583.1409076, 
also  eine  Bechteckszahl  mit  nahezu  gleichen  Facto ren. 
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Die  Werthe  der  einzelnen  Unbekannten,  welche  sich  ergeben,  wenn 
man  den  gefundenen  Werth  x  in  das  System  A)  einsetzt,  6ind 

4  =  1217263415886, 
x=  876035935442, 
,*  =  864005479380, 
£=  487233469701, 
*'=  846192410280, 
*'=  574579625058, 
l*'=  412838131860, 
|'=   638688708099, 

und  die  Gesamtntzahl  aller  Binder  beträgt  daher 

5916837175686. 

Die  Gesammtoberfläche  des  festen  Landes  der  Erde  beträgt  nun  circa 
136  Billionen  Quadratmeter;  wollte  man  also  die  Rinder  gleichmässig  anf 
das  Festland  vertheilen,  so  würden  anf  jedes  Rind  etwa  23  Quadratmeter 
Platz  kommen. 

§  6.   Das  Hauptproblem. 

Für  das  Hauptproblem  gelten  die  Gleichungen  1)  bis  7)  uud  9)  de» 
Wurm* sehen  Problems,  an  Stelle  der  Gleichung  8)  tritt  aber  jetzt  die 
folgende : 

A  +  x  =  p', 

wenn  man  mit  p  die  Anzahl  der  Stiere  bezeichnet,  die  in  einer  Seite  des 
von  den  Heerden  der  weissen  und  schwarzen  Stiere  gebildeten  Quadrat« 
stehen. 

Die  Gleichungen  1)  bis  7)  werden  durch  das  Werthsystem  A)  in 
§  5  befriedigt  und  es  handelt  sich  nun  noch  darum,  den  Factor  x  so  zu 
bestimmen,  dasB  die  beiden  Gleichungen 

*  +  *  =  />*,     f*  +  l  =  — j 

erfüllt  werden. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  geht  mit  Benutzung  der  Werthe  A) 
über  in 

p2  =  2. 3. 4657 x  (7. 53  +  3. 89)  =  2». 3. 11. 29. 4657a: 

und  wird  daher  erfüllt,  wenn  man  setzt 

*  =  3. 11. 29. 4657.  y*  =  4456749.  y\ 

wo  y  eine  beliebige  gauze  Zahl  bedeutet. 

Damit  ergeben  sich  folgende,  den  ersten  acht  Gleichungen  genügende 
Werthe  der  Unbekannten: 
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1=  2. 3*.  7. 11. 29. 53. 4657*.  y*  =  4620080828701 8.  y*, 

«  =  2 . 3» .  1 1 .  29 .  89 .  4657».  y*  =•  33249638308986 .  y*, 

P=  2».  3. 5. 11. 29. 79. 4657».  y*  =  32793026546940.»*, 

.  £  =  3*. 11*. 29. 4657*.y»  =  18492776362863. y», 
'   *  A'=2».3*.5.7.11.23.29.373.4657.y»  =  32116937723640.y*, 

x'=  2. 33. 11. 17. 29. 15991. 4657.  y»=  21807969217254.  y\ 

(i'=  2*. 3». 5. 7. 11». 29. 761. 4657. y*=  15669127269180. y», 

r  =  3» . 1 1 . 1 3 . 29 . 46489 . 4657 . y»  =  2424 1 207098537 . y*. 

Es  bleibt  nun  nocb  Übrig,  die  Grösse  y  so  zu  bestimmen,  dass  auch 
die  neunte  Gleichung 

P+* 2~~ 

erfüllt  wird;    dieselbe  nimmt  mit  den  gefundeneu  Wertheu  die  Form  an 
^^)==51285802909803.y2==3.7.11.29.353.4657».yJ}. 

Multiplicirt  mau  mit  8  und  setzt 

2g  +  l  =  *,     2.4657.y  =  M, 
so  erhält  man  die  Pell' sehe  Gleichung 

<*-2. 3. 7. 11. 29. 353. «*  =  1    oder  <*-  4729494. k*  =  1, 
aus  deren  Lösungen  man  die  kleinste  zu  suchen  hat,  für  welche  u  durch 
2.4657  theilbar  ist;  aus  dieser  folgt  danu 


y     2.4657 
als   ganze  Zahl   und   die  Substitution   dieses  Werthes   in  das  System  B) 
liefert  nun  die  kleinsten  Werthe  der  Unbekannten  A,  x  etc.,  welche  allen 
neun  Gleichungen  genügen. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

4729494  ==/>, 
so  dass  die  zu  lösende  Pell'sche  Gleichung  die  Form  annimmt 

<*-/>. w*  =  l, 
so  ist  nun  zunächst  Y D  in  einen  Kettenbruch  zu  entwickeln. 
Man  findet 

j/77=  j/4729494  =  2174  +  — ,   also 


1 


_  |/7^  +  2174  _  J_  1       l/D  - 1044              3218  (j/Ä+ 1044) 

*"*"       3218  +j*'  ß           3218       '  P"        0-1044* 

f^+1044  1^  1       j/IJ-1218              1131Q/7J+1218) 

P           1131       "  y'  y           1131       »  y            />  — 12188 

_j/^+]|218  1  1  =  >^  — 165*             2870  ff/7>  + 1652) 

7  -       2870  y  d  " "     2870       f        ~     ~DftßaAp®Öi  )gl(           _ 


160 


Historisch  -  literarische  A  btheilaog. 


y»+m2  i_       1  _)//;- 1833 


697 

j/'D+ms_        1 

1965       ~      "*"  i ' 

*        Il9ö     -  d+¥> 

X 


-«+!■ 


=  1+7> 


2227 
yö  +  785 

X  =    r 

_1847 
j/Ä  +  1062 
1950 
_  j/j  +  888 

**  2021 

•0+1133  i 

1705  ~  +  J* 
J/D  +  572  1 

5  2582  "*"  o  ' 

•Ä  +  SOIO  1 

° 2~67— 15+*' 

/Ä  +  1995       ,    ,   1 
*  =  ~  J8Ö7 1+7' 

•/>  +  8l2  j_ 

9  1450  ^  «  ' 

ff  =  i^+2088  =  J6+1 


255 

_  /lJ  +  1992 
r  2986 

_  j/5+994 


-1+7« 


1253 


=  2  + 


1 


/7>+1512=  1 

v  1950  *  ' 

_  ^  +  438 


2327 


*  697 

1^^2^-2097 


£  1965 

1  _  ^7/  — 2128 


r/  169 

1  __  j/TJ-1442 


#  1190 

1  _  y/7>-785 


x  2227 

1  _  ^i>-1062 


A  1847 

1  _/fl-888 


p  1950 

1  __  /7J-1133 


v  2021 

1  _  f//J  -  572 


t  1705 

1  __  j/fl-2010 


0  2582 

1  __  j//>-1995 


n  267 

1  _  ?/7>  — 812 


p  2807 

1  __  /fl-2088 


0  1450 

1  __  ]/7y-1992 


t  255 

1  _  y^Zi  — 994 


v  2986 

1       j/TJ-1512 


^  1253 

1  =  /5  -  438 
%  1950 

1       ^7>-1889 


^  2327 

1  _  j/i?-2103 


00  499 

1  _  /I>-1587 
«'  615 


£  = 


697  (]/!>  + 1833) 
"~        Z>-1833* 
_  1 965  (j/D  +  2097) 

i)-2097* 
_    m(}/7>  +  2128) 
t/Ä        Z/-2I28' 
1190(^0  +  1442) 
0-1442» 
_  2227  (}//> +785) 
*  0-785* 

1847  (j/0  +  1062) 
0-1062* 
__  1950  Q/0  + 888) 
**  0-888* 

_  2021  Q/0  + 1133) 
V  0-1133* 

1705(^  +  572) 
§  0-572* 

=  2582^0  +  20 10) 
°      ~     0-2010* 
267  (j/0  + 1995) 
/>  - 1995* 
_2807i/ß+8l2) 
9  4-812* 

g_  1450(j/7J+ 2088) 


4-2088* 


255  (//>  + 1992) 
*     D  - 1992» 

_  2986  (VD+ 994) 
W     Z>-994» 
_  1253  (•1  +  1512) 

Z>-1512* 
_  1950  (/7)  +  438) 
/>  -  438* 

2327  (•/>+ 1889) 
0-1889* 

_  499(^+2103) 
°     0-2103* 
,_  615  (}/D  + 1587) 
0— 1587* 


V 


* 


Das  Problem*  Oovinum  des  Arcbimede». 


161 


,     ^0  +  1587_  1_ 

"=       3595      ~  l  "*>  * 

,_J^+2008_  1 

ß J94 21+/' 

j/0  +  2066  1 

7           2377       -  *  +JT* 
.,__j/0  +  311    _  £ 

Ö 1949  l  +  s" 

,_  J^  +  1638  1 

e_       TÖ5Ö  ^f 

/Ö  +  1512_  l 

£~       2327      ~  *  "%'■' 

,  _j/0  +  815  _  1_ 

''""        1747       ~      "*>' 

...  ^  +  932  _  1 

* 2210      -  '  +7' 

, _  j/p  +  1278_  1 

X~       1401       ~wei*A" 

r=/£±1524  = 


1718 


2  H — *, 

4* 


625 

,_  j/Ä  +  1838 
'  2162 


-1+f. 


2139 

,     ^0  +  1815  _  1 

0 jfl 5+7 


=  .+4. 

Q 

=17+i 

237  1/+„" 

.     ^  +  2055  1 

„= =  i  ^ — _> 


3514 
^0  +  1974 


2137 
^0  +  82 


1 


=  i  +L. 

2210  *v" 


9 


,_j/0  +  2128  1 

91  %V 
,_  ^0  +  2149  1 
1223      =3+?' 


1       j/0-2008 
^=       3595 
1       j/ 0-2066 


/  194 

1  _/Z>-311 


S  2377 

1  _  |/2>  — 1638 


*'  1949 

1  _  j/0-1512 


£'  1050 

1       yb-%\f> 


V  2327 

1       j/2)-932 


»'  1747 

1  _  j/Ä-1278 


x 
1 


2210 
j/0-1524 


l'  1401 

1       /J-1912 


fi-  1718 

1  _/2>-1838 


v'  625 

1       f/0  -  324 


._^£+324__  l      1__ 

S_       2139      _      "l"o"     o'~ 


r  2162 

1       f/0-1815 


2139 
I  _  /7J-1540 


«'  671 

1  j/0  -  1974 
*'  3514 

1  ^1-2055 


o 
1 


237 
f/0-82 


t'  2137 

1       ^0-2128 
7~       2210 
1       ^— 2149 


v  91 

1       /0  - 1520 


1223 


ff* 


«'= 


3595(^+2008) 

0-2008* 

194(^0+2066) 

0  —  2066* 

2377(^0+311) 


.0-311* 
1949(^0+1638) 


*  = 


0  - 1638* 


9 


^1050(^0  +  1542) 
*  ZJ-1512* 

.    23270^ +  815) 
n~        0-815* 

,  _  1747  (f/fl  +  932) 
0-932* 

,    2210(^0+1278) 
*~        0-1278* 

,     1401  (j/0+1524) 
0-1524* 

,     1718  (}/D  + 1912) 
1_       />  — 19128 

,      625  (/0  + 1838) 
v~        0-1838* 

,,    2162(^0  +  324) 


1  = 


ü  -  324* 


,    2139(^0  +  1815) 
°~        0-1815* 

,      671(^0+1540) 
n~       Z>-1540* 

,    3514  (y~D  + 1974) 
*"~        0-1974* 
237  (j/0+ 2055) 


o  = 


i>-2055* 
,      2137Q/0  +  82) 

*~         0-82* 
,     2210(^0+2128) 

"~       0-2128» 
,      91(^0+2149) 


v 0-2149» 

,     1223(^  +  1520) 
*~       />-1520*       ' 
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,     /Ä  +  1520            1  1       }/ü  -  458  ,1978(^4  +  458) 

x~       1978             "V*  i|/-       1978       '  *            4-458*        ' 

._  y~D  +  458              1  1  _  ^4-1827  ,_  2285  Q/4  + 1827) 

*"      2285       _   +w"  co'~       2285      '  """       4-1827* 

.     ^4  +  1827  1 

•=0t  ~7f  • 


609  '  a 

Setzt  man  die  Entwicklung  weiter  fort,  so  folgen  dieselben  Glieder 
in  umgekehrter  Ordnung,  so  dass  also  w'  das  (einfach  vorhandene)  Mittel- 
glied der  Periode  ist. 

Die  Eot wickelung  von  y ' D  in  einen  Kettenbrnch  bis  zur  Periode 
wird  daher 


j/ä  =  ^4729494  =  2l74  +  i  +  i  +  |+i  +  ±  +  ^  +  *+i+f  +  |  +  i 

+  i  +  4  +  i\;  +  i  +  £  +  TV-i-i  +  *  +  +  -M 
+  i  +  i  +  i  +  ^+i+i  +  i  +  {  +  i  +  +  -fi 

+  i+.  +  t+(a)  +  t  +  +  +  *  +  A  +  l  +  4 
+  A+m  +  +  +,  +  *  +  *-M  +  U,  +  i 
+  \  +  \  +  1+  *V  + 1  +  *+  i  -f-  {+  .+  \  +  { 
4-  iV  +  £+  t  -r-.iV  +  4  +  i+ f  +  i  +  i  + 1 

wobei  das  Mittelglied  der  Periode  durch  Klammereinschluss  hervorgeho- 
ben ist. 

Bei  der  Summation  dieses  Kettenbruches  habe  ich  zunächst  die  gauze 
Zahl  weggelassen;  ich  gebe  einige  Zwischenwerthe  der  Rechnung. 

Summe  der  ersten  30  Glieder: 

mmmm„ 

Summe  der  ersten  45  Glieder: 

mummmmm- 

Summe  aller  91  Glieder  bis  zur  Periode: 

Nimmt  man  nun  noch  die  ganze  Zahl  2174  hinzu  und  richtet  die 
entstehende  gemischte  Zahl  ein,  so  findet  man  die  kleinsten  Werthe  vou 
l  uud  m,  welche  der  Pell1  sehen  Gleichung 

<*  —  Z).m*  =  +  1 

genügen   (dass   diese  Werthe   nicht  etwa   zur   Gleichung  f*—  0.w*  =  —  1 

gehören,  ergiebt  sich  leicht),  folgendermassen : 

71=10993198673282973497986623282i433543901088049, 
tf  =         50549485234315033074477819735540408986340. 
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§  7.  Hilfssätze  zur  Bestimmung  derjenigen  kleinsten  Lösung  der  Peit- 
schen Gleichung,  für  welche  u  theilbar  ist  durch  2.4657. 

Ist  T,  U  die  kleinste  Lösung  der  Pell'schen  Gleichung  /*  —  Dm*  =  1, 
so  sind  alle  übrigen  Lösungen  derselben  in  der  Form  enthalten 

t  +  u}/D=(T+üyD)n, 
wo  n  jede  beliebige  ganze  Zahl,   welche  Gleichung  so  zu  verstehen  ist, 
dass  /  gleich  dem  rationalen  Theile,   u  gleich  dem  durch  j/D  dividirten 
irrationalen  Theile  der  entwickelten  rechten  Seite  ist. 

Um  nun  unter  diesen  Lösungen  zunächst  die  kleinste  zu  fiuden ,  für 
welche  u  theilbar  ist  durch  4657,  suche  man  die  Beste  von  T  und  U  für 
den  Modul  4657. 

Man  findet 

7=4406=-   251     mod  4657, 

ff=  3051  =-1606    mod  4657, 
und  ich  bemerke  weiter  noch,  dass 

D  =  2639  =  -  2018     mod  4657. 
Da   also    U  nicht  selbst  —0    mod  4657,    so   hätte   man   nun    der  Reihe 
nach   alle   übrigen  Lösungen   (T-\-  Uj/D)"   zu  prüfen,   bis  man  zu  einer 
gelangt,  für  welche  w~0  mod 4657. 

Diese  Arbeit  wird  wesentlich  abgekürzt  durch  folgende  Sätze. 

Lehrsatz  1.  Bezeichnet  man  mit  lt  =  7,  iij  =  tf  die  kleinste  Lö- 
sung, ferner  mit  /„,  um  diejenige  Lösung  der  Pe IT  sehen  Gleichung 
f2  —  /)«*  =  !,  welche  aus  der  Entwickelung  der  rotcn  Potenz  von /j+t*,^/* 
folgt,  so  dass  also 

so  ist 

<*+»  =  *m  In  +  UmUu.D%      Um  +  n  =  tnUm  +  tmUnt 

also  insbesondere 

Beweis.     Durch  Multiplication  der  Gleichungen 

folgt 

Durch  Trennung  des  rationalen  und  irrationalen  Theiles  dieser  Gleich- 
ung folgt  unmittelbar  der  aufgestellte  Satz. 

Zusatz.     Es  ist  auch 
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Beweis.  -_  y_ 

ti  +  ^j/D)»  ('ii-*V)B 

und  da  /j2  —  /to^sl,  so  folgt  weiter 

da  die  Gleichung  _  ,_ 

'«  +  «»/£=(<!  +  «,//>)" 

durch  Vertauschung  von  j//>  mit  —  j/Z)  übergeht  in 

Aus  der  Gleichung 

U—  +«»-»  ^  =  (/„  +  um  ^0)  (*«-  «*«  /^) 
folgt  aber  wieder  durch  Trennung  des  rationalen  und  irrationalen  Theiles 
der  aufgestellte  Satz. 

Lehrsatz  2.  Unter  den  Lösungen  /,  u  derPell'schen  Gleichung 
**  —  Du*  =  l  sei  1^,^  die  kleinste,  für  welche  Uq=Q  modM-  die  nächst- 
grössere,  für  welche  wiederum  m=0  modM,  sei  ^+«,  "f+x«  so  ist  x^>^, 
falls  M  Primzahl. 

Beweis.     Es  ist  nach  Lehrsatz  1 

und  wegen  w^  =  0  modM,  «^^.»  =  0  modM  auch 

^tiff  =  0  modM. 
Da  nun  Af  Primzahl,  so  ist  entweder 

ff  =  0  modM   oder    t/„  =  0  modM. 
Weil  aber  ^  — 2>w*^  =  l,   so  kann   nicht  zugleich  /^=0,   «^=0  modM 

sein,  folglich  muss  sein  A        JW 

°  u*  =  0  modM. 

Für  x<(i   wäre  dann   aber  nicht  u?  der  kleinste  Werth  für  den  u  =  0 
modMy  folglich  muss  x  >  £  sein. 

Lehrsatz  3.  Ist  t/^  der  kleinste  Werth,  Wf+Ä  der  nächste  Werth 
von  w,  der  =0  modM  (Af  Primzahl),  so  sind  die  übrigen  Werthe  von  u, 
welche  ebenfalls  =0  modM  enthalten,  in  der  Form 

woaj  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  sind. 

Beweis.  Im  Beweise  des  Lehrsatzes  2  wurde  gezeigt,  dass  aus  den 
Bedingungen  ti^  =  0,  Uq+x  =  0  modM  folgt,  dass  auch  wÄ  =  0  modM. 

Nun  ist  nach  Lehrsatz  1 

also 

Wf_j_2x  =  0  modM  wegen  w^+JtEiO  und  w«  =  0  modM. 
Ferner 
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also 

1^4.2»  =  0  modM  wegen  t/f+2*  =  0  nnd  w*  =  0  modM. 

In  dieser  Weise  weiter  schließsend,  folgt 

uoa.*x  =  0  modM. 
Ferner  ist  _ 

«2^+^x  =  0  modM  wegen  t^  =  0  nnd  u9+ßX  =  0  modM 
u.  8«  w. 

Der  Beweis  ist  leicht  anf  den  Fall  auszudehnen ,  dass  a  nnd  ß  nega- 
tiv sind. 

Lehrsatz  4.  Sind  wieder  t/g  nnd  t^+«  die  zwei  kleinsten  Werthe 
von  uy  die  =0  modM  (M  Primzahl),  so  ist  x  =  p. 

Beweis.    Sei  g  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  o  nnd  x,  nnd  sei 

wo  also  flj  nnd  xt  theilerfremd ,   so  lassen  sich  stets  zwei  ganze  Zahlen 
a,  ß  finden,  so  dass 

«Pi+ß*i  =  l>   mithin  <*Q  +  ßx  =  g. 
Dann   wäre  also  w^  =  0  modM,  mithin   nicht  we  das  kleinste  w,   welches 
=  0  modM,  also  muss  </=?,  mithin  ^=1,  nnd  x  =  ^x1  =  pxu  also  ein 
Vielfaches  von  q  sein;  da  aber  ^=0  nnd  w^+x  der  nächste  Werth  nach 
u^,  welcher  =0,  so  ist  q  +  x  =  2q,  also  h  =  q. 
Damit  folgt  ferner  ans  Lehrsatz  3: 

Lehrsatz  5.  Ist  uQ  das  kleinste  u,  welches  =0  modM  (M  Prim- 
zahl), so  sind  alle  übrigen  u,  welche  ebenfalls  =0  modM,  enthalten  in 
der  Form 

ttaoi 

wo  er  jede  ganze-  Zahl. 

Lehrsatz  6.     Ist  M  Primzahl,  D  zu  M  theilerfremd,  ist  tx,  ux  die 

kleinste  Lösung  der  Gleichung  t*  —  J)u*  =  ly  nnd  ist  nicht  schon  eine  der 

Grössen  fn  tij  —  O  modM,  so  ist 

fjif_i  =  l,     um-i  =  0  modM 
oder 

to+i  =  l,     fiüf+i  =  0  modM, 

je  nachdem  D  quadratischer  Best  oder  quadratischer  Nichtrest  von  M. 
Beweis.     Eis  ist 

..-  +  (/l)^jr-1.*" 


2 
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M-\ 


<*=<,"+(?)<,"- V*+(?)<,"-4«i4*'+. ••  +  (**i)'."iJ,-,'>  »". 

«*  =  (?)<.J,-,«i  +  (?)<.*Vl>  +  (?)<  i*'«.,^+-+(S)  «i*^- 

Nun  ist  ^f  Primzahl  und  in  den  Binomialcoefficienten ,  die  bekannt- 
lich für  ganze  positive  Exponenten  auch  ganze  Zahlen  sind,  erreicht  im 

Nenner  keiner  der  Factoren  den  Werth  M  ausser  in  ( yj/)i   mithin   sind 

dieselben,   da  sie  alle  im  Zähler  den  Factor  M  haben,   s&mmtlich  durch 

M  t  heil  bar,   ausser  (  jy  J  =  1 ,   folglich  ist 

lM=txM    modM,     um^uxmD   *      modM. 
Da   nun    nach  Voraussetzung  weder  f,,    noch   ux  =  0  modM,   so    ist 
nach  Fermat's  Satz 

folglich 

/jlf        =  'n    WA#       =lUxD    *       madM. 
Ist  nun  Z)  quadratischer  Rest  von  ^/,  so  ist 

Af-1 

D    2    =1    morfil/, 
also  ist  dann 

*M='n    um^i'i   modM. 
Da  nun  nach  Lehrsatz  1 

so  folgt  weiter 

tx^tM-\ti  +  UM-\uxD  modM,     i#,  =  /üf.iw,  +  «äi-i'i  »orf* 
Multiplicirt  man  diese  Oongruenzen  mit  —  w,  und  tx  und  addirt,  so  folgt 

0  =  uM^t(t^—ux2D)  modAf, 
und  da  tx%  —  t#j*  Z>  =  1  f  so  folgt  also 

Mjtf_i  =  0  modM*. 

Multiplicirt   man   aber   diese  Oongruenzen  mit  f,  und  —  »/,  /)  und  addirt, 
so  folgt 

t{—  u*D  =  lm-\{i*—u* D)  modM 
oder 

(/E2— w^^X/üf-i  — 1)  =  0  morfA/, 

also,  da  tt*— ux*D  =  l, 

tut— i  ==  1  modM, 
womit  der  erste  Theil  des  Satzes  bewiesen  ist. 

Ist  aber  J)  quadratischer  Nichtrest  von  M ,  so  ist 

Af— 1 

D   2    =  —  1  modM, 
folglich  ist  dann 
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fjir  =  tt ,     um  =  —  «x     mod^f. 
Da  nun  nach  Lehrsatz  1 

'itf  + 1  =  *M  <!  +  WJ*  Wi  A       Will  f  t  =  *Af  M|  +  Mjlf  ^i , 

so  folgt  also 

fjH-l-j  =  t^—  tij8!),     also     ^4.1  =  1    modM, 

Mjif+i  =<1w1  —  tij/j  — 0    modMy 
womit  auch  der  zweite  Theil  des  Satzes  nachgewiesen  ist. 

Lehrsatz    7.      Um    die    kleinste    Lösung    ^,    u?    der    Gleichung 

/*  — Z>«2=1  zu  finden,  für  welche  «^=0  modM  (M  Primzahl  und  zu  D 

theilerfremd) ,  zerlege  man,  je  nachdem  D  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 

rest  von  M  ist,  M—  1  oder  M+l  in  Primfactoren,  also 

M  —  1  =p.q.r  ...    oder   M  +  1  =sp.g.r  ..., 

alsdann  kann  w^  nur  in  einer  der  Formen 

Wp,  «*,  «r,  ...,    w,,,,  upr,  ... 
enthalten  sein. 

Beweis.  Alle  u,  die  =0  modMy  sind  nach  Lehrsatz  5  in  der  Form 
u0q  enthalten,  wo  uQ  das  kleinste  m,  welches  =0  modM. 

Ist  nun  D  quadratischer  Rest  von  Äf,  so  ist  nach  Lehrsatz  6)  w/wr-  i  =  0 
modM^  also  Äf— l  =  ap,  d.  h.  o  ist  dann  Factor  von  M—  1. 

Ist  aber  />  quadratischer  Nichtrest  von  My  so  ist  m^+i  =  0  modM, 
also  J!f  +  l  =  ao,  d.  h.  p  ist  dann  Factor  von  M  +  l. 

Beispiele  zu  Lehrsatz  7. 

I.  Es  ist  die  kleinste  Lösung  der  Gleichung  **  — 13w2  =  l  zu  suchen, 
für  welche  «  =  0  tnod 23. 

Die  Entwickelung  von  j/H  in  einen  Kettenbruch  bis  zur  Periode 
giebt 

j/i3=3+i+t+i+m+ ... 

Da  bis  zum  Schluasgliede  der  Periode  eine  ungerade  Zahl  von  Gliedern 
vorhanden  ist,  so  giebt  der  Näherungsbruch 

die  Lösung  f  =  18,  w==5  für  die  Gleichung  /«  — 13m2  =  — 1. 

Summirt  man  aber  bis  zum  Schlussgliede  der  zweiten  Periode,  so 
giebt  der  Näherungsbruch 

die  kleinste  Lösung  ^  =  649,  ux  =  180  der  Gleichung  /■  —  13m2  =1. 

Um  nun  die  kleinste  Lösung  /g,  u9  zu  finden,  für  welche  t*f=0 
mod 23,  beachte  man,  dass  13  quadratischer  Rest  von  23  (62  =  13  mo</23), 
dass  also  q  Factor  von  23  —  1  =  22  sein  muss ;  es  kann  also  g  nur  die 
Werthe  2  oder  11  oder  22  haben. 


Nnn  i8t  /,  =  649  =  5  morf23,    ut  =  1 

woraus  nach  Lehrsatz  1  folgt 

t,  =     3, 

«,  =       6 

h  =     2, 

«j  =—   5 

<<  =-6, 

u,  =  - 10 

<fc  =     2, 

«8   =          5 

*n=      1» 

«n=       0 
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180  =  - 4  mod23, 

mod  23 , 


also  ist  o  ==  1 1 ,  wie  es  Lehrsatz  7  fordert. 

II.  Es  soll  die  kleinste  Lösung  ig,  u9  derselben  Gleichung  •*—  13m*=1 
gefanden  werden,  für  welche  Ug=0  mod  19. 

Da  13  quadratischer  Nichtrest  von  19,  so  tnuss  ?  ein  Factor  von 
19+1=20  sein,  also  kann  o  nur  die  Werthe  2,  4,  5,  10,  20  haben. 

Nuni8t  4-649  =  8)        .iq 

«;=180  =  9|WOd19' 
<g  =-2,      vt  =-3 
t4=     7,       w4  =  —  7 
tb  =      0,       w5  =      4  }  mod  19, 
*10  =  -1,       Wio=      0 
<*>  =      1»       M80=      0 
also  ist  10  der  kleinste  Werth  von  o,  für  welchen  w^~ 0  mod  13,   un 
20  der  kleinste  Werth  von  o,  für  welchen  zugleich 
ff=l,     t/^  =  0     modl9. 

§  8.    Anwendung  der  vorstehenden  Hilfss&tie  zur  Bestimmung  der 

kleinsten  Lösung  der  Gleichung  des  Hauptproblems  <*— .4729494«* 

=  1 ,  für  welche  u  =  0  mod  4657. 

Es  ist  zufolge  der  Lehrsätze  6  und  7  zunächst  zu  entscheiden,  ob 
D  =  4729494  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  D  =  4657  ist  oder  ob 

D  *    =Z>M»  =  +1  oder=-l  modüf. 

Man  findet  für  den  Modul  #  =  4657 

D  =-2018,  Z>*  =  2106,  D*  =  1772, 
Z>8  =  1166,  Z>16  =  -  288,  Z>*  =  -  882, 
Z)64  5  205,  Z>,88=  112,  Z>»*=-1427, 
/>ftw=  1220,  D1W4=-1840,  /)*>«=-  39, 
/>mo4=_   231,     />**>=     1330,    />«»=-       1, 

also  ist  D  quadratischer  Nichtrest  von  #  =  4657,   folglich  muss  für  die 

kleinste  Lösung  t/^=  0  mod  4657  o  ein  Factor  von  M+ 1 ,  d.  h.  von  4658 

eein.    Nun  iet  4658  =  2.17.137, 

also  können  für  ?  nur  die  Werthe 
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2,  17,  34,  137,  274,  2329,  4658 
in  Betracht  kommen. 

Die   in  §  5  gefundene  kleinste  Lösung  der  Gleichung  l2  —  0t/2  =1, 
T  =  tt,   [7=1^  giebt  nun 

r,  =  —  251 ,     ^  =  -1606     mo</4657, 
ferner  ist 

/>  =  -20l8     »iotf4657, 

und  damit  folgt  nach  Lehrsatz  1  successive 


<2  = 

262, 

"«        = 

551 

U    s 

2234, 

"4       = 

-      10 

's      = 

1560, 

«8       = 

1890 

'.«  = 

634, 

"iß     ^ 

1038 

'.7     = 

-1411, 

"17     = 

1933 

<34     = 

106, 

"3i     = 

-1579 

'68     = 

-   814, 

M«8     ^ 

556 

'lSÖ   — 

-2054, 

M136   = 

-1710 

'|37    — 

1686, 

»137    ~- 

-2323 

'»74    = 

-1006, 

"»74    = 

-     82 

'M8   — 

-1724, 

MM8   ^ 

1989 

'l«W=^ 

2019, 

"l096  — 

1689 

'»19«  — 

-  1686, 

"»19*  = 

-2323 

'2Ä29  — 

-       1, 

M8329  — 

0 

mori  4657, 


also  ist  /^g,  un%9  die  kleinste  Lösung,  für  welche  «  =  0  morf4657. 

Da  ferner  «1  =  0mod2  und  tts=s2/1ii1  ebenfalls  =0mort2,  so  folgt 
leicht  aus  Lehrsatz  1,  dass  überhaupt  alle  w  =  0  modl,  folglich  ist  auch 

1/2329  =  0  morf2.4657, 

mithin   ist   überhaupt  u2329  der  kleinste  Werth   von   w,   der  den  in  §  6 
gestellten  Forderungen  genügt,  und  es  folgt  damit 


*      2.4657" 
Weil  fi  —  D  u2  =  1 ,  so  müssen  bei  grossen  Werthen  von  /  und  u  die 
Grössen  t  und  m)//>  nahezu  einander  gleich  sein;  so  ist  z.  B. 

^=7=:  109932®,    K  yl>  =  ü}/D  =109932®, 
also 

*1  +  w1j/2>=r+  tfj/2>  =  219864®, 

wo  die  in  O  eingeschlossene  Zahl  andeutet,  wieviel  Stellen  noch  folgen. 

Damit  lassen   sich   nun   die  vordersten  Stellen  und  die  Anzahl  der 
Stellen  der  Grössen  t9Sn%  u2S29,  y  finden.     Es  ist 
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%  7  =  44,0411240 

logU=  40,7037168 

logD=   6,6748146 

logj/D=    3,3374073 

log  Ü}/D  =  44,0411241 

log  (7'+  V/D)  =  44,3421541 

log  (<«,  +  "„»V»)  =  log(T+U  j/D)^  =  103272,8769 

und  da  f2329  nahezu  gleich  m2329  J^/>,  so  findet  man  durch  Subtraction  von 

%'»329  =  %«2S89  K?  =  103272,5759 
logj/D  =  3,3374 

^  "was  =  1 03269,2385  ^ 
/op2.4657  =     ^     3,9691 

/0flfy  =  103265,2694. 
Berechnet  man   damit  aus   dem   System  B)   des   §  6   die   Grösse  k,    so 
findet  man 

log  Factor  von  y*  =  13,6646 

logy*  =  206530,5388 
logX  =  206544,2034 
il=  1598gös64T), 
also  eine  Zahl,  die  mit  206545  Ziffern  geschrieben  wird. 
Für  die  Gesammtsumme  aller  Rinder  findet  man 
7766<So5Mi). 
Es  ist  unmöglich,  sich  von  einer  solchen  Zahl  auch  nur  annähernd  eine 
Vorstellung  zu  schaffen;  einige  Bemerkungen  seien  hierüber  gestattet. 

Die  grossen  siebenstelligen  Logarithmentafeln  enthalten  auf  einer 
Seite  je  50  Zeilen  mit  circa  je  50  Ziffern,  also  2500  Ziffern;  demnach 
würde  eine  einzige  der  acht  Grössen  A,  p  etc.  den  Raum  von  82 \  solchen 
Druckseiten  einnehmen  und  die  vollständigen  Werthe  aller  acht  zu  be- 
stimmenden Grössen  einen  Band  von  660  Seiten  füllen. 

Setzt  man  statt  der  Rinder  die  kleinsten  uns  bekannten  Thierchen, 
so  würde  der  für  uns  sichtbare  Weltraum  nur  einen,  noch  nicht  auszu- 
sprechenden Bruchtheil  der  gefundenen  Zahl  aufnehmen  können. 

Der  für  uns  sichtbare  Weltraum  kann  als  eine  Kugel  angesehen 
werden,  deren  Durchmesser  gleich  dem  des  Milchstrassenringes  ist;  dieser 
beträgt  nun  7700  Jahre  Lichtzeit  a  1|  Billion  Meilen  =  10267  Billionen 
Meilen  =  76181  Trillionen  Millimeter,  mithin  das  Volum  der  für  uns 
sichtbaren  Weltkugel  in  KubikmilHmetern 

=  |*[76181<®]8  =  2315@, 
also  eine  Zahl,  die  mit  nur  69  Stellen  geschrieben  wird,  geradezu  ver- 
schwindend gegen  eine  Zahl  mit  mehr  als  200000  Stellen. 
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Geben  nun  zwar  auf  den  gewiss  kleinen  Raum  eines  Kubikmilli- 
meters  etwa  50000  Millionen  der  kleinsten  uns  bekannten  Thierchen ,  der 
monas  prodigiosa  E.9  so  würde  der  ganze  Weltraum  selbst  von  dieser 
Thiersorte  nur  etwa  1®  Stück,  eine  Zahl,  die  mit  1  und  79  Nullen 
geschrieben  wird,  aufzunehmen  vermögen. 

Man  mÜ8ste  den  Durchmesser  der  für  uns  sichtbaren  Weltkugel 
11 470 mal  nacheinander  millionenfach  nehmen,  bis  der  so  entstehende 
Raum  genügte,  um  die  gefundene  Zahl  von  diesen  Thierchen  zu  fassen. 

Liegt  nun  zwar  in  einer  grossen  Zahl  zunächst  noch  kein  grosser 
Gedanke  und  erfordert  es  bei  unserem  Zahlensystem  auch  nicht  zu 
bedeutende  Mühe,  mit  solch'  grossen  Zahlen  zu  rechnen,  so  muss  man 
doch  immerhin  bewundern,  dass  es  möglich  war,  in  die  unendliche 
Zahlenmasse  ein  System  zu  bringen,  welches  eine  so  leichte  Orientirung 
gestattet;  die  Idee  des  Zahlensystems  ist  gewiss  eine  geniale  und  des 
Geistes  eines  Archimedes  würdig. 

Mag  es  daher  auch  sein,  dass  i\e  betrachtete  Aufgabe  nicht  von 
Archimedes  herrührt;  jedenfalls  machen  aber  doch  die  Schwierigkeiten, 
welche  sie  ihrer  Lösung  entgegensetzt  einerseits ,  und  die  enormen  Zahlen, 
auf  welche  sie  führt  andererseits,  insofern  nämlich  die  Möglichkeit  ihrer 
Darstellung  eine  vorzügliche  Illustration  zu  der  genialen  Idee  „eines 
Zahlensystems u  liefert,  dieselbe  würdig,  den  Namen  eines  Archimedes 
zu  tragen. 

Dresden.  Dr.  A.  Amthob. 
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Dai  Räthsel  von  der  Schwerkraft.  Kritik  der  bisherigen  Lösungen  des 
Gravitationsproblems  nnd  Versuch  einer  neuen  auf  rein  mecha- 
nischer Grundlage  von  Dr.  C.  Isbnkrahb.  Braunschweig,  Fried- 
rieh  Vieweg  &  Sohn.  1879. 
Das  mit  vielen  Holzschnitten  ausgestattete,  214  S.  gr.  8°  umfassende 
Werk  nebst  ausführlichem  Inhaltsverzeichniss  und  Vorwort  giebt  zuerst 
eine  Uebersicht  über  die  bisher  aufgestellten  Hypothesen  zur  Erklärung 
des  Newton' sehen  Gravitationsgesetzes.  Nachdem  der  Standpunkt 
Newton' s  selbst  zu  seinem  Gesetze  näher  dargethan  ist,  werden  kurz 
besprochen  und  kritisirt  die  Theorien  von  Zöllner,  Weber,  Spiller, 
Dellingshausen,  Lesage-Thomson,  Schramm,  Huyghens, 
Fritsch  und  Secchi.  Hierauf  giebt  der  Verfasser  von  S.  128  —  214 
seine  eigene  Theorie,  die  er  darauf  gründet:  Der  ganze  Weltenraum  ist 
erfüllt  von  Aetheratomen  und  Molekülen  der  gewöhnlich  als  ponderabel 
bezeichneten  Substanzen.  Die  Aetheratome  und  Moleküle  sind  unelas- 
tisch, undurchdringlich  und  im  Beharrungszustande,  so  dass  ein  immer- 
währendes Durcheinanderfliegen  und  Zusammenstossen  dieser  Aetheratome 
stattfindet,  jedoch  so,  dass,  wenn  nicht  die  Zwischenwirkung  der  Mole- 
küle hinzukommt,  durch  ein  gegebenes  ebenes  Flächenstück  in  jeder 
Zeiteinheit  gleichviel  Aetheratome  nach  allen  möglichen  Richtungen  hin- 
durchfliegen. Die  Massen  dieser  Aetheratome  sind  für  alle  Aetheratome 
gleich,  verschieden  sind  aber  die  Geschwindigkeiten  derselben.  Die 
Gestalt  der  Atome  und  Moleküle  wird  als  kugelförmig  vorausgesetzt. 
Von  der  etwa  noch  vorhandenen  Rotationsbewegung  dieser  Massen  wird 
Umgang  genommen.  Es  wird  nun  der  Reihe  nach  untersucht  die  Wir- 
kung des  Aethers  auf  ein  ruhendes  Molekül,  die  Wirkung  des  Moleküls 
auf  das  umgebende  Medium,  der  Einfluss  des  Aethers  auf  ein  bewegliches 
Molekül ,  der  Einfluss  zweier  ruhender  Körper  auf  einander  und  die  Gra- 
vitationswirkung bewegter  Massen. 

Der  Angelpunkt  der  ganzen  Untersuchung  ist  der  Umstand,  dass 
die  bei  seitlichem  Stoss  von  einem  Molekül  abprallenden  Aetheratome 
einen  Geschwind igkeitsverlust  erleiden,  und  damit  kann  wohl  das,  was 
wir  Schwerkraft  nennen,  erklärt  und  mehr  oder  weniger  mit  der  Be- 
obachtung in  Uebereinstimmung  gebracht  werden.     Einen  Umstand  möch- 
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teil  wir  aber  hier  noch  besonders  hervorheben,  der  gar  nicht  weiter 
berücksichtigt  ist,  aber  bei  unelastischem  Stosse  doch  schwer  ins  Gewicht 
füllt;  es  ist  dies,  dass  alle  diejenigen  Aetheratome,  die  central  stossen, 
mit  dem  Moleküle  verbunden  bleiben  müssen,  dass  also  die  Masse  der 
ponderablen  Moleküle  sich  mit  der  Zeit  vermehren,  die  Anzahl  der  frei 
herumfliegenden  Aetheratome  aber  mit  der  Zeit  abnehmen  muss.  Gegen 
diesen  Umstand  mit  seinen  mannigfachen  Folgerungen  erheben  sich  aber 
sehr  wichtige  Bedenken. 

Freiberg,  den  10.  Januar  1880.  Dr.  Th.  Kötteritzsch. 


Die  Frage  der  Veränderlichkeit  des  Sonnendurchmessers,  von  Dr.  K. 
Rbmbis.     Leipzig  1880,  E.  Scholtze. 

Die  vorliegende  kleine  Schrift  ist  ursprünglich  in  der  populären 
astronomischen  Zeitschrift  „Sirius"  erschienen  und  daher  vorzugsweise  an 
das  grosse  Publicum  gerichtet.  Wir  beschränken  uns  daher  auf  einige 
allgemeinere  Bemerkungen  über  dieselbe. 

Bei  der  ausgesprochenen  Neigung  des  Herausgebers  jener  Zeitschrift 
für  Veränderungen  und  Umwälzungen  am  gestirnten  Himmel  darf  es  nicht 
Wunder  nehmen,  wenn  auch  der  Verfasser  der  in  Rede  stehenden  Ab- 
handlung, trotz  seiner  Absicht,  eine  möglichst  objective  Darstellung  aller 
einschlägigen  Arbeiten  zu  geben,  der  Veränderlichkeit  des  Sonnendurch- 
messers zuneigt.  Wenn  nun  auch  von  den  Fachastronomen  die  Möglich- 
keit vor  sich  gehender  Veränderungen  gar  nicht  in  Abrede  gestellt  wird, 
so  ist  doch  die  Zahl  Derer,  welche  behaupten ,  dass  solche  Veränderungen 
wirklich  für  uns  wahrnehmbar  sind,  unter  jenen  sehr  gering,  während 
die  Liebhaber  der  Astronomie  wohl  zum  überwiegenden  Theil  zu  den 
Anhängern  dieser  Ansicht  gehören.  Es  ist  dies  nicht  wunderbar,  der 
Fachastronom  legt  natürlich  nach  seiner  eigenen  Erfahrung  andere  Kritik 
an  die  Beobachtungen,  als  es  der  Laie  zu  thun  vermag.  Das  beweisen 
in  vorliegender  Frage  genugsam  die  Arbeiten  von  Au  wer  s,  Wagner, 
Becker,  die  von  dem  Verfasser  nur  vorübergehend  oder  gar  nicht  erwähnt 
sind,  sowie  die  Entgegnungen  Respighi's  auf  die  unzuverlässigen  Be- 
obachtungen S  e  c  c  h  i '  s.  Der  Astronom  weiss,  wieviel  er  über  Veränderungen 
aus  seinen  Beobachtungen  ableiten  kann ,  der  Laie  wird  oft  durch  falsche 
Auffassung  des  Begriffes  des  wahrscheinlichen  Fehlers  und  durch  die  für 
den  Astronomen  freilich  schmeichelhafte  Ueberschätzung  der  Genauigkeit 
der  Beobachtungen  zur  Annahme  stattgehabter  Veränderungen  getrieben. 
Es  ist  bei  der  sehr  erfreulichen  und  gewiss  anzuerkennenden  Beschäfti- 
gung der  Laien  mit  der  Astronomie  nur  eine  etwas  grössere  Bescheiden- 
heit bei  der  Aufstellung  und  Begründung  solcher  Hypothesen  zu  wün- 
schen.    So  sollte  man  sich  doch,  bevor  man  als  Laie  dem  Fachmanne 
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die  Berücksichtigung  gewisser  Beobachtungsmethoden  (Heliometer)  an- 
empfiehlt, vergewissern,  ob  wirklich  von  astronomischer  Seite  diese  Me- 
thoden ausser  Acht  gelassen  werden,  bejahendenfalls  untersuchen,  aus 
welchem  Grunde  dies  geschieht;  das  Heliometer  wird  z.  B.  an  der  Strasa- 
burger  Sternwarte  seit  mehreren  Jahren  in  ausgedehntester  Weise  zur 
Ausmessung  von  Sonnendurchmessern  benutzt.  Weshalb  andere  Stern- 
warten, welche  im  Besitz  von  Heliometern  sind,  nicht  dasselbe  leisten, 
ist  jedem  Astronomen,  welcher  die  örtlichen  Verhältnisse  kennt,  hin- 
reichend klar.  Heliometerbeobachtungen  von  Werth  sind  nicht  en  passant 
und  an  jedem  beliebigen  Orte  anzustellen;  leider  sind  auch  die  modernen 
Sternwarten  nicht  alle  so  situirt,  dass  sie  über  hinreichendes  Personal 
gebieten ,  um  in  allen  Zweigen  der  Astronomie  gleichzeitig  thätig  sein  zu 
können.  Welche  Fragen  aber  bei  beschränkteren  Mitteln  die  zunächst 
wichtigen  für  die  Astronomie  sind,  wird  wohl  der  Laie  dem  Fachmanne 
zu  entscheiden  überlassen  müssen.  Ebenso  weisen  wir  des  Verfassers 
Mahnung  zur  rascheren  Publication  zurück;  gerade  die  voreilige  Publi- 
cation,  deren  sich  die  deutsche  Astronomie  zum  Glück  nicht  schuldig 
macht,  hat  oft  zu  den  das  gebildete  Publicum  verwirrenden  und  den 
Fachastronomen  lästigen  Mittheilungen  vermeintlicher  „epochemachender 
Entdeckungen"  geführt,  die  vor  strenger  Kritik  nicht  Stand  halten  konnten. 

Valbntiner. 


TTeber  eine  speoielle  Classe  Abel'soher  Functionen  vom  Geschlecht  3,  von 
Dr.  J.  Thomab.  Halle  a.  S.  1879. 
Der  Verfasser  behandelt  in  der  vorliegenden  Abhandlung  einen 
besondern  Fall  derjenigen  Functionen,  denen  seine  im  Jahre  1877  er- 
schienene, in  diesen  Blättern  bereits  besprochene  Schrift  gewidmet  war. 
Den  Gegenstand  vorliegender  Arbeit  nämlich  bilden  sechsfach  periodische 
Functionen,  welche  aus  algebraischen  Integralen  entspringen,  welche  als 
einzige  Irrationalität  eine  Kubikwurzel  aus  einem  Ausdrucke  vierten 
Grades  enthalten  und  die  dementsprechend  in  einer  dreiblättrigen  Rie- 
mann 'sehen  Fläche  darstellbar  sind,  deren  Blätter  in  fünf  Punkten  alle 
drei  zusammenhängen.  Im  Ganzen. sind  die  Methoden  der  Untersuchung 
dieselben,  wie  die,  welche  bei  der  allgemeineren  Frage,  die  den  Gegen- 
stand jener  Arbeit  bildete,  angewandt  wurden,  nur  dass  bei  der  ein- 
facheren Aufgabe  die  Resultate  weiter  geführt  sind,  als  bei  jener  all- 
gemeineren ,  und  dass  manche  Fragen ,  die  dort  kaum  berührt  sind ,  hier 
eine  eingehendere  Besprechung  finden.  Hierhin  gehört  die  Untersuchung 
der  Ab  ei*  sehen  Functionen  im  engern  Sinne,  welche  zwar  in  dem  vor- 
liegenden besondern  Falle  nicht  die  wichtige  Rolle  spielen,  wie  im  all- 
gemeinen Falle  der  Functionen  vom  Geschlecht  „drei",  hier  aber  eine 

Digitized  by  VjOOQIC 


Recensionen.  175 

besonders  einfache  and  elegante  Behandlung  gestatten.  Die  Anzahl  dieser 
Functionen  ist,  wie  bekannt,  28,  und  ihre  Bestimmung  hängt  sonach 
von  der  Lösung  einer  algebraischen  Gleichung  28.  Grades  ab.  Aber  da 
eine  von  diesen  Functionen  die  Constante  ist  und  die  27  übrigen  sich 
zu  je  dreien  in  Gruppen  anordnen,  in  ddnen  sich  die  einzelnen  Func- 
tionen nur  durch  die  Bedeutung  der  in  ihnen  auftretenden  dritten  Wur- 
zel unterscheiden,  so  reducirt  sich  die  Gleichung,  von  welcher  diese 
Functionen  abhängen,  auf  den  9.  Grad.  Es  hätte  hier  noch  bemerkt  zu 
werden  verdient,  dass  diese  Gleichung  neunten  Grades  aufgefasst  werden 
kann  als  eine  solche,  welche  die  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung bestimmt,  und  dass  sie  also,  nach  einem  Satze  von  Hesse,  zu 
den  algebraisch  lösbaren  gehört.  Setzt  man  nämlich  die  Kubikwurzel, 
von  welcher  die  betrachtete  Functionenclasse  abhängt,  in  die  Form 
s  =  jA4  + 1// (2) ,  worin  ty(z)  eine  Function  dritten  Grades  von  z  ist,  so 
kommt  das  Problem  der  Abel' sehen  Functionen  darauf  hinaus,  die 
beiden  linearen  Functionen  £,  17  von  2  so  zu  bestimmen,  dass 
s3-§3  =(*»  +  ,?)*  oder  *(*)  -2i?*a-  q*=£3 

wird.     Fasst  man  also 

TK*)-2y28-»*  =  0 
als  Gleichung  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  auf,  so  sind  die  geraden 
Linien    y  =  i;    die    Wendetangenten    dieser    Curve.      (Vergl.    Clebsch, 
Theorie  der  binären  Formen,  S.  234.) 

Die  Classe  algebraischer  Functionen,  welche  der  Untersuchung  zu 
Grunde  liegt,  hängt  nur  von  zwei  algebraischen  Moduln  ab,  da  von  den 
vier  im  Endlichen  liegenden  Verzweigungspunkten  zwei  in  beliebige 
Punkte,  z.  B.  die  Punkte  0, 1  verlegt  werden  können;  sie  bilden  also  nur 
einen  sehr  speciellen  Fall  der  Functionen  vom  Geschlecht  3 ,  welche  im 
Allgemeinen  von  sechs  Moduln  abhängen.  Demgemäss  müssen  auch  die 
sechs  Moduln  der  entsprechenden  Thetafunctionen  sich  auf  zwei  von  ein- 
ander unabhängige  reduciren ,  und  es  ist  sehr  bemerkenswert!},  dass  sich 
dieselben  wirklich  in  einfachster  Weise  ezplicite  durch  zwei  unabhängige 
unter  ihnen  darstellen  lassen. 

Auf  die  Verwendung  der  Thetafunctionen  zur  Darstellung  algebraischer 
Functionen,  zur  Lösung  des  Jacob i 'sehen  Umkehrproblems,  zur  Dar- 
stellung der  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung,  ferner  auf  die  Dar- 
stellung der  constanten  Thetawerthe  kann  hier  im  Einzelnen  nicht  näher 
eingegangen  werden.  Alle  diese  Probleme  gestatten  hier  eine  ziemlich 
vollständige  Durchführung,  bezüglich  welcher  wir  den  Leser  auf  die  Schrift 
selbst  verweisen  müssen. 

Königsberg,  im  Februar  1880.  H.  Wbbeb. 
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Methoden  und  Theorien  zur  Auflösung  geometrischer  ConstructionAauf- 
gaben,   von  Dr.  J.  Petersen,   unter  Mitwirkung  des  Verf.   nach 
der  2.  Auflage   des   Originals  ins  Deutsche  übertragen  von   Dr. 
R.  v.  Fischer -Benzon.     Kopenhagen,  Andr.  Fred.  Hast  &  Sobn. 
106  S. 
Mit   Recht    bemerkt  der  Herr  Verfasser,   Docent  an   der  polytech- 
nischen Schule   in  Kopenhagen   und  Mitglied   der  königl.  dänischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften,   in   der  Vorrede,   dass   die  Mathematiker 
zwar  bis  in   die  neueste  Zeit  ein  grosses  Interesse  für  die  Lösung  geo- 
metrischer Constructionsaufgaben  sich  bewahrt  haben ,  dass  aber  die  Ent- 
wickelung  der  Mittel,  welche  man  für  die  Behandlung  der  Aufgaben  hat, 
eine  sehr  geringe  ist.     „Apollonius  hätte  ebenso  gut  wie  Steinerdas 
Malfatti'sche  Problem  lösen  können,  wenn  er  es  gekannt  hätte.14 

Wenn  wir  nun  auch  an  den  deutschen  Lehranstalten,  wenigstens 
an  den  preussischen ,  nicht  in  die  Klage  des  Verfassers  einzustimmen 
brauchen,  dass  die  geometrischen  Constructionsaufgaben  nur  wenig  Ein- 
gang in  die  Schulen  gefunden  haben ,  so  ist  es  leider  auch  bei  uns  wahr, 
dass  die  Auflösung  solcher  Aufgaben  von  Vielen  als  eine  Art  Räthsel- 
rathen  betrachtet  wird,  welches  nur  Einzelnen,  von  der  Natur  besonders 
Begünstigten  gelingt.  Der  Grund  dieses  Uebelstandes  liegt  unzweifelhaft 
darin,  dass  der  Unterricht  in  der  Mathematik  oft  nicht  im  Geiste  dieser 
Wissenschaft  ertheilt  wird,  dass  man  nicht  an  die  Erinnerungen  des  Uni- 
versitätsstudiums, sondern  an  gymnasiale  Reminiscenzen  anknüpft,  dass 
man  daher  gleich  manchem  talentlosen  Schüler  durch  banausische  Fertig- 
keit zu  ersetzen  sucht,  was  an  klarer  Gründlichkeit  und  theoretischer 
Durchbildung  verloren  gegangen  ist.  Daher  kann  es  denn  nicht  Wunder 
nehmen,  dass  die  Fälle  noch  immer  nicht  aus  der  Welt  geschafft  sind, 
wo  Abiturienten  in  allen  übrigen  Fächern  Tüchtiges ,  ja  Hervorragendes 
leisten ,  in  der  Mathematik  aber  den  Anforderungen  nicht  genügen.  Er- 
freulicherweise darf  ich  beifügen,  dass  in  solchen  Fällen  Seiten  der  ober- 
sten Schulleitung  Westfalens  allemal  den  Lehrer  die  Verantwortung  trifft. 
Wenn  ich  mich  bei  der  obigen  Besprechung  etwas  länger  aufgehalten 
habe,  so  mögen  meine  Leser  mich  deswegen  entschuldigen ,  weil  das  vor- 
liegende Werk  mir  besonders  geeignet  scheint,  in  dieser  Richtung  erfolg- 
reich zu  wirken. 

Dasselbe  richtet  sein  Absehen  durchaus  auf  die  Methoden  und 
ordnet  daher  die  Aufgaben  nicht  in  Dreiecks-,  Vierecks-,  Kreisaufgaben, 
auch  nicht  in  Punktconstructionen ,  Linienconstructionen  u.  s.w.,  sondern 
nach  den  Methoden,  die  zu  ihrer  Auflösung  führen.  Es  werden 
zunächst  10  geometrische  Oerter  aufgezählt  und  daran  55  Aufgaben 
geschlossen,  welche  durch  dieselben  unmittelbar  gelöst  werden  können. 
Hieran  schliessen  sich  zweckmässig  die  4  Berührungskreise,  und  so  kom- 
men weitere  61  Aufgaben  hinzu,   bei  denen  zum  Theil  die  Anwendung 

Digitized  by  VjOOQIC 


Recensionen.  177 

der  geometrischen  Oerter  nicht  direct  vorliegt.  Es  folgen  dann  3  Metho- 
den, welche  vom  Verfasser  als: 

Mnltiplication  von  Curven, 

Aehnlicbkeitsmethode , 

inverse  Figuren 
bezeichnet  werden.     Um  dem  Le6er  zn  zeigen,   was  der  Verfasser  nnter 
den   genannten  Ueberschriften   ausführt,   mag  bei  der  letzten  der  Inhalt 
kurz  angedeutet  werden. 

Eine  Gerade  drehe  sich  um  einen  Punkt  />,  das  Inversionscentrum, 
während  zugleich  ein  beweglicher  Punkt  A  der  Geraden  einer  gegebenen 
Curve  K  folgt.     Auf  der  Geraden  bestimme  man  einen  Punkt  Ä  derartig, 

dass 

PA.PA'=±J*=const. 

Dann  beschreibt  der  Punkt  A  eine  Curve  K\  und  nun  heisst  von  den 
beiden  Curven  K%  K'  die  eine  die  inverse  der  andern.  Nun  kann  man 
folgende  allgemeine  Aufgabe  lösen: 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  /'eine  Gerade  so  zu  ziehen, 
dass  zwei  Curven  K  und  L  auf  ihr  Punkte  X,  Y  bestimmen, 
so  dass 

PX.PY=±Jh 

Man  suche  die  Schnittpunkte  von  L  mit  K'  auf.  Die  Aufgabe  lässt  sich 
mit  Zirkel  und  Lineal  lösen ,  sobald  die  gegebenen  Curven  gerade  Linien 
und  Kreise  sind* 

Als  einfachstes  Beispiel  ergiebt  sich  die  Aufgabe,  durch  einen  gegebe- 
nen Punkt  P  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  zwei  gegebene  Gerade  in 
A  und  B  so  schneiden,  dass  das  Rechteck  PA.PB  einen  gegebenen 
Inhalt  erhält.  Ferner  führt  man  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  construiren, 
der  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  geht  und  zwei  gegebene  Kreise  be- 
rührt, durch  Inversion  um  P  darauf  zurück,  an  zwei  gegebene  Kreise  die 
gemeinsamen  Tangenten  zu  ziehen.  Sehr  einfach  gestaltet  sich  auch  die 
Lösung  der  bekannten  Aufgabe,  in  einen  Kreis  ein  Dreieck  ABC  zn 
beschreiben ,  so  dass  jede  Seite  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht.  Die 
Methode  wird  auf  jedes  Polygon  mit  ungerader,  und  in  leichter  Modifica- 
tion  auf  jedes  mit  gerader  Seitenzahl  ausgedehnt. 

Die  beiden  anderen  Methoden  zeigen  denselben  Geist  hoher  Eleganz 
und  bedeutender  Tragweite. 

Das  erste  Capitel  schließet  mit  einigen  geometrischen  Oertern  für 
gerade  Linien;  es  enthält  im  Ganzen  245  Aufgaben. 

Im  zweiten  Capitel  werden  die  Aufgaben  dadurch  gelöst,  dass  man 
sie  durch  Umformung  der  Figur  in  einfachere  zu  verwandeln  sucht.  Hier 
werden  drei  Methoden  unterschieden:  Parallelverschiebung,  Umlegung, 
Drehung.  Greifen  wir  bei  der  erstgenannten  das  Viereck  mit  den  Gegen- 
seiten AB}  CD  heraus,   so  werden  AB  und  AD  in  die  Lagen  CBX  und 
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C Dx  verschoben.  Es  entsteht  das  Parallelogramm  ABlDlD  und  über- 
haupt eine  Figur,  an  der  man  eine  Menge  wichtiger  und  einfacher  Be- 
ziehungen erkennt.  Wir  wollen  die  drei  vom  Verfasser  an  erster  Stelle 
genannten  aufschreiben: 

Die  von  C  ausgehenden  begrenzten  Linien  sind  Seiten  des  Vierecks. 
Die  um  C  herumliegenden  Winkel  sind  die  Winkel  des  Vierecks. 
Die  Seiten  des  Parallelogramms  sind  die  Diagonalen  des  Vierecks. 

Wie  brillant  und"  einfach ! 

Als  Erläuterung  der  zweiten  Methode,  der  Umlegung,  nehme  ich 
zunächst  die  Tertianeraufgabe,  ein  Dreieck  aus  Vi,  b  und  L  A  —  B  zu  con- 
struiren.  Man  lege  das  Dreieck  so  um,  dass  Punkt  A  auf  B  und  B  auf 
A  fällt. 

Ferner:  In  erneu  Kreis  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  wenn  die  Mitten 
der  drei  zugehörigen  Bogen  gegeben  sind. 

Das  gesuchte  Dreieck  sei  A BC,  y  die  Mitte  des  Bogens  AB,  ß  von 
AC%  et  von  BC.  Dreht  man  den  Punkt  A  um  y  und  dann  um  «  und  ßt 
so  kehrt  er  in  seine  frühere  Lage  zurück,  während  ein  beliebiger  Punkt 
der  Kreisperipherie,  welcher  in  einer  gewissen  Entfernung  von  A  liegt, 
durch  die  gleiche  Operation  wieder  in  die  gleiche  Entfernung  von  A 
kommen  wird,  aber  nach  der  entgegengesetzten  Seite.  A  lässt  sich  also 
bestimmen,  indem  man  von  einem  beliebigen  Punkte  ausgeht,  da  A  in 
der  Mitte  zwischen  der  Anfangs-  und  Endlage  jenes  Punktes  liegt. 

Beiläufig  hätte  hier  der  Satz  bemerkt  werden  können ,  von  dem  ich 
nicht  weiss,  ob  er  neu  ist,  dass  die  drei  Kreise,  deren  Mittelpunkte  <*, 
/?,  y  sind  und  welche  durch  die  Punkte  B  und  C%  C  und  A,  A  und  B 
gehen,  ausserdem  durch  einen  gemeinsamen  Punkt  laufen. 

Durch  das  Vorstehende  glaube  ich  insbesondere  den  Lehrern  an  den 
höheren  Lehranstalten  den  Beweis  geliefert  zu  haben,  dass  wir  es  hier 
mit  einem  für  die  Unterrichtszwecke  trefflichen  Werke,  ja  mit  einer 
geradezu  cl assischen  Arbeit  zu  thun  haben. 

Ich  kann  mich  daher  für  das  dritte  Capitel  auf  die  einfache  Bemer- 
kung beschränken,  dass  sein  Inhalt  ebenso  reich  und  werthvoll  ist,  wie 
der  der  beiden  ersten.  Den  Schluss  der  Aufgaben  bilden  das  Tactione- 
problem  und  die  Mal fatti* sehe  Aufgabe,  welche  durch  ganz  elementare 
Methoden,  ohne  Zuhilfenahme  der  neueren  Geometrie,  eine  glänzende 
Behandlung  finden. 

Sollte  der  Herr  Verfasser  oder  sein  geschickter  Uebersetser  auf  einige 
Wünsche,  die  mir  bei  Durcharbeitung  des  Büchleins  entstanden  sind ,  und 
ein  kleines  Druckfehlerverzeichniss  Gewicht  legen,  so  steht  ihnen  für 
eine  neue  Auflage,  welche  hoffentlich  bald  nothwendig  sein  wird ,  Beides 
gern  privatim  zur  Verfügung. 

Coesfeld,  im  Januar  1880.  Dr.  K.  Sohwbbino. 
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Die  Kegelschnitte,  behandelt  für  die  oberen  Classen  höherer  Lehranstal- 
ten, von  M.  Simon  und  A.  Milinowski.  2.  Abtheilung:  Ellipse 
and  Hyperbel,  von  A.  Milinowski. 

Das  vorliegende  Werkchen  beginnt  mit  der  Darlegung  der  harmo- 
nischen Eigenschaften«  Dieselbe  gelingt  in  klarer,  knapper  Form  auf 
sechs  Seiten  und  schliesst  mit  der  Aufstellung  des  Begriffes  der  harmo- 
nischen Verwandtschaft.  Derselbe  wird,  wie  folgt,  definirt:  „In  der 
Ebene  nehmen  wir  einen  Punkt  0  und  eine  Gerade  /  fest  an  und  nennen 
zwei  Punkte  P  und  0,  die  auf  einer  Geraden  durch  0  liegen  und  durch 
0  und  /  harmonisch  getrennt  sind,  harmonisch  verwandte  Punkte. 
Ebenso  sollen  zwei  Gerade  P  und  0,  die  sich  auf  /  schneiden  und  durch 
0  und  /  harmonisch  getrennt  werden,  harmonisch  verwandte  Ge- 
rade heissen.u  Die  Anwendung  dieses  Begriffes  ist  durch  das  ganze 
Werkchen  hin  eine  sehr  häufige  und,  um  dies  gleich  vorweg  zu  sagen, 
eine  im  Ganzen  sehr  geschickte.  Zum  ersten  Theile  hat  der  Verfasser 
ausserdem  den  Pascal' sehen  und  Brian cho n' sehen  Lehrsatz,  bewiesen 
für  den  Kreis,  gestellt.  Der  Gang  des  Beweises  ist  im  Wesentlichen 
der,  dass  aus  zwei  Specialfällen:  Parallelismus  zweier  Gegenseiten,  bez. 
Schnitt  derselben  im  Mittelpunkt,  durch  Benutzung  der  harmonisohen 
Verwandtschaft  der  allgemeine  Beweis  hergeleitet  wird.  (Letzte  Zeile 
S.  8  und  1.,  2.,  3.  8.  9  consequenter  Druckfehler  CD  für  DE.) 

Der  zweite  Theil  beginnt  mit  der  Definition  des  Kegelschnitts  als 
•geometrischer  Ort  eines  Punktes,  dessen  Abstände  von  einem  festen 
Punkte  und  einer  festen  Geraden  ein  constantes  Verhältniss  haben.  Aus 
derselben  ergeben  sich  leicht  die  Brennpunktseigenschaften.  S.  15  wird 
nun  der  Satz  bewiesen :  „Einem  Kegelschnitte  ist  jeder  seiner  Parameter- 
kreise harmonisch  verwandt."  (Parameter:  die  in  einer  grossen  Axe  zum 
Brennpunkte  senkrechte  Sehne;  Parameterkreis:  der  über  ihr  als  Durch- 
messer beschriebene.)  Für  diesen  Satz  werden  zwei  Beweise  gegeben, 
von  denen  nur  der  letztere  dem  Schülerverständniss  erreichbar  sein  dürfte. 
S.  18  wird  die  Form  der  Kegelschnitte  besprochen.  Die  dort  stehende 
Behauptung:  „Ein  Kegelschnitt  ist  eine  krumme,  in  sich  selbst  zurück- 
laufende Linie"  muss  dem  Anfänger  sehr  paradox  klingen  und  wäre  füg- 
lich durch  „kann  als  zurücklaufend  gedacht  werden"  zu  ersetzen.  Der 
Beweis  S.  24  und  25  für  den  Satz,  dass  in  jeder  harmonischen  Verwandt- 
schaft einem  Kreise  ein  Kegelschnitt  entspricht,  überläset  stillschweigend 
dem  Leser  die  Ausführung  eines  Haupttheiles  und  liegt  für  den  Schüler 
gewiss  zu  hoch.  (Vorl.  Zeile  S.  24  ungenau  &ABM™  ABxO  und  Zeile  11 
v.  o.  S.  25  steht  durch  Druckfehler  AD2  für  %/>*.)  Gleiches  gilt  im 
Ganzen  von  dem  folgenden  Beweise  (Nr.  32),  wobei  die  Fig.  16  Manches 
zu  wünschen  übrig  lässt. 

Den  dritten  Theil  des  Büchleins  bilden  in  228  Nummern  Aufgaben, 
die  tbeils  als  weitere  Ausführungen  der  in  den  ersten  beiden  Theilen 
gegebenen  Theorie  erscheinen. 
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Referent  kann  sein  Urtheil  dahin  zusammenfassen,  dass  die  ersten 
18  Nummern  in  Verbindung  mit  den  61  zugehörigen  Aufgaben  ihm  als 
eine  wesentliche  Bereicherung  des  gewöhnlichen  Aufgabenrepertoriums  für 
die  höheren  Classen  des  Gymnasiums  und  der  Realschule  erscheinen.  '  Mit 
einiger  Einschränkung  mag  diese  Anerkennung  auf  die  Lehre  von  den 
Brennpunktseigen sehaften  ausgedehnt  werden.  Allem  Uebrigen  —  auch 
den  Beweisen  für  die  Theoreme  von  Pascal  und  Brianchon  —  steht 
Referent  für  den  Schulgebrauch  sehr  skeptisch  gegenüber;  und 
möchte  hier  eine  Warnung  vor  Ueberstürzungen  um  so  nachdrücklicher 
ausgesprochen  werden,  als  es  sich  nicht  um  ein  experimentum  in  corpore 
viti  bandelt. 

Coesfeld,  im  October  1879.  Dr.  K.  Schwerins. 


Die  Hypothesen  der  Physik  von  Dr.  H.  Frericus.  Bremen ,  1879.  142  S. 
Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  den  verschiedenen  Hypothesen, 
welche  zur  Erklärung  einer  Reihe  physikalischer  Erscheinungen  aufgestellt 
sind,  und  sucht  diejenigen  auszusondern,  welche  allein  als  nothwendige 
beizubehalten  sind.  Im  ersten  Abschnitte  „Die  Materie*4  wird  besonders 
das  Bedürfniss,  die  Gravitation  und  die  Molekularkräfte  auf  ein  Princip 
zurückzuführen,  besprochen  und  die  Hoffnung  ausgedrückt,  dass  es  mit 
Hilfe  des  Aethers  möglich  sein  werde.  (Trotz  der  neueren  Untersuch- 
ungen ist  der  Encke'sche  Komet  noch  als  Beweis  des  Widerstandes  des 
Aethers  aufgeführt.)  Im  zweiten  Abschnitt  „Licht  und  Wärme4'  wird  ihr 
gemeinsamer  Ursprung  aus  Aetherschwingungen  dargestellt.  Eine  Ver- 
schiedenheit findet  nur  statt,  soweit  die  Organe  oder  Körper,  welche  die 
Schwingungen  aufnehmen ,  verschieden  sind.  Der  dritte  «Abschnitt  han- 
delt von  der  „Elektricität"  und  von  den  Versuchen,  auch  sie  auf  den 
Aether  zurückzuführen,  da  nur  so  die  gegenseitige  Umwandlung  von 
Elektricität,  Licht  und  Wärme  begreiflich  werde.  Die  Schrift  enthält  für 
den  Physiker  nichts  Neues,  sie  will  nur  die  vorhandenen  Hypothesen  in 
der  Physik  sichten  und  giebt  Jedermann  ein  leicht  übersichtliches,  ver- 
ständliches Bild  der  Fortschritte  und  Aufgaben  der  Physik  in  Beziehung 
auf  Erklärung  der  Naturerscheinungen.  p    7B<m 


Heber  die  latente  Wärme  der  Dämpfe  von  C.  Puschl.  Wien,  1879.  52  S. 
Der  Verfasser  geht  von  den  Grundgleichungen  der  mechanischen 
Wärmetheorie  aus  und  sucht  die  Annahme,  dass  für  gesättigte  Dämpfe 
die  innere  Wärme  und  ihre  ausdehnende  Kraft,  vermöge  der  sie  den 
äussern  Druck  überwinden  und  innere  Arbeit  leisten  kann ,  der  absoluten 
Temperatur  proportional  und  ausserdem  Functionen  des  Volumens  seien. 
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Die  daraas  sich  ergebenden  Differentialformeln  werden  dann  aufgestellt 
und  Conseqnenzen  gesogen,  welche  mit  den  bisherigen  Anschauungen 
über  das  Verhalten  der  Dämpfe  nicht  übereinstimmen.  Der  letzte  Schluss 
besteht  darin,  dass  ein  Gas  nicht  blos  durch  Abkühlung,  sondern  auch 
durch  Erwärmung  flüssig  gemacht  werden  könne:  es  hat  ein  Maximum 
seines  Volumens  und  zieht  sich  bei  stets  wachsender  Temperatur  immer 
rascher  zusammen  bis  zum  flüssigen  Zustande.  Die  Ausdehnung  ist  dann 
mit  Erhitzung,  die  Zusammenziehung  mit  Erkaltung  verbunden.  Bemer- 
kenswerte ist  die  Uebereinstimmung  dieser  Resultate  mit  den  Ausfüh- 
rungen Ritter1  s  über  die  Constitution  gasförmiger  Weltkörper  in  Wiede- 
mann's  Annalen.  p   £boh. 
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Erklärung  und  Abwehr. 


In  einem  Auszug  aus  der  Revue  des  gueslions  scienlifiques  {Janvier 
1880),  die  mir  soeben  unter  dem  Poststempel  Louvain  zugeht,  finde  ich 
folgende  Aeusserung  des  Herrn  Ph.  Gilbert: 

„0h  sait  que,  dans  cetle  mime  Revue,  nous  avons  accusi  et  convaincu 
M.  Wohlwill  d'avoir  die  et  traduit  un  passage  du  Sacro  Arsenale,  rela- 
tif  au  „rigoureux  examen",  de  moniere  ä  faire  dire  au  texte  tout  autre  ckose 
que  ce  qü*il  signifiail.  Les  piices  oni  e'tS  mises  loyalement  sous  les  yeux  de 
noß.  lecteurs.  M.  Wo  hl  will  appelle  nos  remarques  „une  curiosiieu:  mais  il 
se  garde  bien  de  reproduire  res  remarques :  comptant  sur  la  confiance  de  son 
public,  il  indique  un  autre  passage  que  celui  que  nous  lui  avons  reproche1,  et 
engage  les  gens  a  reeourir  au  Sacro  Arsenale,  livre  fort  rare  et  que  nous 
avons  eu  nous -mime  quelque  peine  ä  trouver.  Cela  est  cavalier.  Notre  reponse 
sera  courte:  nous  defions  M.  Wohlwill  de  placer  sous  les  yeux  des  lecteurs 
du  Zeitschrift  für  Mathematik  Je  texte  Italien  du  Sacro  Arsenale  avec  la 
traduction  allemande  quil  en  avail  donne'e,  et  les  riflexions  donl  nous  V avons 
accompagnäe." 

Herr  Gilbert  sagt  in  dürren  Worten,  dass  ich  meine  Leser  hinter- 
gangen habe.  Gegen  solche  Beschuldigungen  macht  mich  ein  gutes  Ge- 
wissen und  die  genaue  Bekanntschaft  mit  der  kritischen  Methode  des 
Herrn  G.  unempfindlich;  aber  die  Achtung  vor  der  verehrlichen  Redac 
tion  und  den  Lesern  dieser  Zeitschrift  legt  mir  die  Verpflichtung  auf, 
dem  ausgesprochenen  Verdacht  auch  nicht  den  8chein  einer  Berechtigung 
zu  lassen.  Ich  tiberwinde  deshalb  das  Widerstreben,  den  Raum  dieser 
Blätter  nochmals  für  Erörterungen  aus  dem  unmathematischen  Bereiche 
der  Inquisitionsliteratur  in  Anspruch  zu  nehmen  und  bitte  die  verehrliche 
Redaction  um  Erlaubniss,  der  Herausforderung  durch  eine  Darlegung  des 
Thatbestands  entsprechen  zu  dürfen,  die  mein  letztes  Wort  in  dieser 
Angelegenheit  enthalten  wird. 

Die  in  Rede  stehende  Stelle  des  Sacro  Arsenale  della  Santa  lnquisi- 
tione  findet  sich  auf  S.  187  der  Ausgabe  von  1665  und  lautet  wörtlich 
folgendermassen : 
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Modo  di  dar  la  corda  al  Reo,  che  ricusa  di  rispondere  b 
non  vuol  precisamente  rispondere  in  giudicio. 

Suole  anche  lalvolta  intervenire  che  ä  Reo  contumacemenie  ricusi  di 
rispondere  a  gt  interrogatori  faltig li  dal  Giudice,  ö  non  voglia  rispondere 
precisamente ,  ma  con  parole  dubbiose,  dicendo,  non  so,  non  mi  ricordo, 
puö  essere  etc.  etc.,  dovendo  rispondere  con  parole  chiare  e  precise,  cioe, 
hö  dellOy  non  hö  delto,  hö  fatto,  non  hö  fatlo  etc.  II  perchi  fa  di 
bisogno  venir  conlro  di  lux  ä  rigorosa  esamina  per  haverne 
risposta  assolulametile  ö  risposla  precisa*  sodisfaltoria  e  suf- 
ficienle,  ma  convien  prima  fargli  le  debile  ammonilioni  et 
appresso  minacciargli  la  corda:  registrando  il  Notaro  colal  sua  con- 
tumacia  con  le  delte  ammonilioni  e  minaccie. 

Diesen  Worten  folgt  das  Formular  eines  Protokolls  über  die  ein- 
leitende Ermahnung  und  Bedrohung,  das  Decret,  das  die  Abführung  in 
die  Folterkammer  ausspricht,  und  das  Schema  des  Verhörs  auf  der  Folter. 

Die  durch  den  Druck  hervorgehobenen  Worte  habe  ich  in  einer 
Erörterung  über  den  Sinn  des  Ausdrucks  Examen  rigorosum  in  deutscher 
Uebersetzung  citirt*,  um  zu  constatiren  (was  zugleich  für  Galilei 's 
Process  von  unmittelbarer  Bedeutung  war),  dass  die  Befragung  eines 
Angeklagten  unter  Androhung  der  Tortur  nach  dem  Sprachgebrauch  der 
Inquisition  nicht  als  ein  Theil  des  Examen  rigorosum  angesehen  wird. 
Meine  Uebersetzung  lautet:  „Wenn  ein  Angeklagter  unbestimmt  und  aus- 
weichend  antwortet,  so  ist  es  nothwendig,  gegen  ihn  zur  esamina  rigorosa 
zu  schreiten,  um  überhaupt  eine  Antwort  oder  eine  genaue,  genügende 
und  ausreichende  Antwort  zu  erlangen,  aber  zuvor  muss  man  ihn 
in  gebührender  Weise  ermahnen  und  ihn  mit  dem  Seil  bedrohen."  Diesen 
deutschen  Worten  ist  in  Klammern  der  italienische  Text  ma  convien 
prima  fargli  le  debile  ammonilioni  et  appresso  minacciargli  la  corda  hinzugefügt; 
dann  folgt  die  Erläuterung:  „Der  Richter  soll  also  mit  der  Tor- 
tur bedrohen,  ehe  er  zum  Examen  rigorosum  schreitet:  es  kann 
demnach  ein  Verhör  unter  Androhung  der  Tortur  und  fern  vom  Ort  der 
Marterwerkzeuge  nicht  als  Examen  rigorosum  bezeichnet  werden/4 

Ueber  Citat  und  Auffassung  hat  sich  Herr  Gilbert  in  der  Revue 
des  questions  scientifiques  1878**  in  folgender  Weise  geäussert: 


*  „Ist  Galilei  gefoltert  worden?"   Leipzig  1877,  S.  24.    Im  Citat  steht  irr- 
thümlich  S.  189  statt  187  des  S.  Ä. 

**  Nicht,  wie  ich  irrth Cimlich  angegeben,  in  der  Revue  catholique.  Der  Aus- 
zug war  mir  ohne  jede  Bezeichnung  zugesandt,  ich  war  daher  auf  Corabination 
angewiesen  und  habe  falsch  combinirt  Herr  G.  rügt  mit  Recht;  dass  ich  auch 
seine  grössere  Abhandlung  La  condamnation  de  Oalüec  et  les publications  r&entes 
1877  unrichtig  als  Separatabdruck  aus  der  Revue  des  questions  historiques  bezeichne; 
dieselbe  ist  gleichfalls  der  Revue  des  questions  scientifiques  entnommen. 
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„Malheureusement,  cetle  conclusion  rtest  obienue  gue  par  une  alUraiion 
du  texte,  gui,  pour  tout  lecleur  sincere,  dil  pricisement  le  contraire  de  ee 
gu'en  tire  M.  W,:  „//  est  necessaire  de  procider  conlre  lui  ä  Texamen 
rigoreux,  dit  le  Sacro  Arsenale,  pour  avoir  une  reponse  pricise  et  satis 
faisante;  mais  il  convient  premiirement  de  lui  adresser  les  re- 
motttrances  de  droit,  et  apri$  cela  de  le  menacer  de  la  corde." 
La  suppression  aVune  virgule  et  du  mot  „appresso",  evidemmenl  place  lä  par 
Opposition  avec  „prima14,  a  ckange  entierement  le  sens.  On  comprend  qu'en 
suile  Ton  accuse  les  Congregations  romaines  de  „falsifications". 

Auf  eine  so  schmähliche  Verdächtigung  durch  eine  rechtfertigende 
Erklärung  zu  antworten,  habe  ich  kein  Bedürfniss  empfunden;  ich  habe 
mich  darauf  beschränkt,  bei  Gelegenheit  meiner  Abhandlung  „Ueber  den 
Original -Wortlaut  des  päpstlichen  Urtheils  gegen  Galilei"*  metjr  für  Herrn 
G.,  als  für  die  Leser  dieser  Zeitschrift  anzudeuten ,  dass  ein  Blick  auf  die 
Ueberschrift  „Modo  di  dar  la  corda"  gentige,  um  seine  Argumentation  als 
„Curiosum"  erscheinen  zu  lassen.  Daraus  entnimmt  nun  Herr  G.  den 
Stoff  für  seine  neue  Anklage.  Sollte  es  wirklich  nothwendig  sein,  ihm 
zu  demonstriren ,  dass  der  Hinweis  auf  die  Worte,  die  er  nicht  ab- 
gedruckt und  nicht  berührt  hat,  die  Antwort  auf  seinen  „loyal"  formu- 
lirten  Vorwurf  enthält?  Aber  er  verlangt,  dass  ich  deutlicher  rede;  ich 
darf  ihm  die  Ausführung  nicht  schuldig  bleiben. 

Wer  lesen  kann,  entnimmt  der  Ueberschrift  „Modo  di  dar  la  corda  ...", 
dass  nach  dem  Gebrauch  der  Inquisition 

dem  Angeklagten,   „der  im  Verhör  eine  Antwort  verweigert  oder  nicht 
in  bestimmter  Weise  antworten  will44, 
der  Strick  gegeben  werden  soll.     Wenn  es  dann  unmittelbar  darauf 
im  Texte  heisst: 

„Es  kommt  vor,  dass  ein  Angeklagter  im  Verhör  eine  Antwort  ver- 
weigert oder  nicht  in  bestimmter  Weise  antworten  will;  deswegen 
muss  man 
gegen  ihn  zum  Examen  rigoros  um  schreiten;  so  ist  für  jeden  Leser 
des  S.  At  klar,  dass  hier  „zum  Examen  rigorosum  schreiten"  nichts  Anderes 
bedeutet,  als  ,^den  Strick  geben".  Man  soll  also  „den  Strick  geben",  aber 
zuerst  in  gebührender  Weise  ermahnen  und  darauf  mit  der  Tortur  bedrohen. 
Enthält  dieser  Satz  in  seinem  zweiten  Theile,  wie  Herr  Gilbert  will, 
eine  Aufzählung  von  Theilen  des  Examen  rigorosum,  so  ergiebtsich,  dass 
das  „Strickgeben"  aus  zwei  Theilen  besteht:  einer  Ermahnung,  die 
Wahrheit  zu  reden,  und  einer  Androhung  der  Tortur.  War  ich  im  Un- 
recht, wenn  ich  sagte,  dass  demnach  Herr  Gilbert  einen  Abschnitt,  dej[ 
die  Ausdrücke  „dar  la  corda"  und  „venir  a  rigorosa  esaminau  völlig  synonym 
gebraucht,  verwerthet,  um   zu  beweisen,   dass  das  Ex,  rig.  ein  Verhör 
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unter  Androhung  der  Tortur  bedeuten  kann?  im  Unrecht,  wenn  ich  solche 
Kunst  der  Interpretation  als  Curiosum  gekennzeichnet  habe? 

Allerdings  habe  ich  nicht  behauptet  und  nicht  behaupten  wollen, 
dass  auch  in  der  Ausführung  des  Herrn  G.  der  völlig  widersinnige  Schluss 
als  Widersinn  erscheint;  aber  der  bessere  Sinn,  den  seine  Leser  mit  den 
Worten  verbinden  müssen,  beruht  auf  Täuschung.  In  der  Kritik  des 
Herrn  G.  gehen  nämlich  dem  Angriff  gegen  meine  Uebersetzung  Erörte- 
rungen über  den  Begriff  des  Ex.  rig.  unmittelbar  voraus.  Ich  hatte  nach- 
gewiesen, dass  im  Sacro  Arsenale  dieser  Ausdruck  immer  und  ohne 
Ausnahme  mit  dem  des  Verhörs  auf  der  Folter  synonym  gebraucht 
wird.  Diesen  Ausführungen  spricht  Herr  G.  jede  Beweiskraft  ab;  auf 
den  Werth  seiner  Gründe  kommt  es  hier  nicht  an;  es  genügt,  zu  erwähnen, 
dass  seine  Studien  ihn  zu  dem  Ergebnisa  geführt  haben:  kein  einziger 
der  von  mir  und  Anderen  angeführten  Sätze  des  S.  A.  widerspreche  der 
Annahme:  es  könne  unter  dem  Ex.  rig.  auch  ein  Verhör  verstanden  wer- 
den, in  dem  die  Tortur  nur  angedroht  wird.  Während  also  aus  dem 
Zusammenhange  meiner  Untersuchung  hervorging,  dass  auch  in  der  strei- 
tigen Stelle  mit  dem  Ex.  rig.  nur  ein  Verbör  auf  der  Folter  gemeint  sein 
könne,  blieb  dies  für  alle  Diejenigen,  die  der  G.'schen  Auseinandersetz- 
ung gläubig  gefolgt  waren ,  mehr  als  zweifelhaft.  Dass  Herr  G. ,  wie  die 
von  ihm  getadelte  Uebersetzung  nur  die  Anfangsworte  eines  Capitels 
reproducirt,  dass  eben  dies  Capitel  seine  alleinige  Aufgabe  darin  sieht, 
eine  bestimmte  Art  des  Verhörs  auf  der  Folter  zu  erörtern,  dass  es  mit 
dem  Schema  eines  Verhörs  auf  der  Folter  schliesst  —  von  alledem  erfährt 
der  Leser  der  Kritik  kein  Wort;  „unbefangen",  wie  er  ist,  muss  er  daher 
auch  in  dem  vorliegenden  Satze  bei  dem  Ausdruck  Examen  rigorosum 
zunächst  dieselbe  Zweideutigkeit  und  Unbestimmtheit  voraussetzen,  von 
der  mau  ihm  so  viel  geredet  hat;  mit  Hilfe  der  G.'schen  Construction 
ist  dann  dem  Wortlaut  leicht  entnommen,  dass  man  mit  einem  jener 
Fälle  zu  thun  hat,  in  dem  die  Folterung  vom  Begriff  des  Ex.  rig.  auf's 
Bestimmteste  ausgeschlossen  ist;  denn  ersichtlich  endet  dieses  pein- 
liche Verhör  mit  der  Androhung  der  Tortur. 

Hat  Herr  G.  ein  so  vollständiges  Missverständniss  nicht  hervorrufen 
wollen,  so  hat  er  doch  Nichts  gethan,  um  die  falsche  Auffassung  zu 
verhüten.  Dazu  genügte  ein  kurzes  Wort,  die  einfache  Erklärung,  daas 
unter  dem  Ex.  rig.  —  es  möge  im  Uebrigen  bedeuten,  was  es  wolle  — 
hier  nur  Tortur  im  vollen  Sinne  des  Wortes  verstanden  werde. 
Freilich  wäre  durch  solche  Erklärung  zugleich  die  bessere  Uebersetzung, 
die  gesammte  Kritik  und  Verdächtigung  in  ein  luftiges  Nichts  verflüch- 
tigt. „Zur  Folter  schreiten,  aber  zuerst  ermahnen  und  darauf  mit  der 
Tortur  bedrohen"  —  das  hat  nur  Sinn,  wenn  man,  bewusst  oder  un- 
bewusst,  das  „zuerst"  —  „zuvor14  bedeuten  lässt  und  das  „darauf"  nicht 
dem  „zuvor"  gegenüberstellt,  sondern  nur  ein  Zweierlei  verbinden  lässt, 
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das  zwar  auf  einander  folgt,  aber  in  dieser  Folge  —  der  Folterung,  dem 
Examen  rigorosum  vorhergeht  (sowie  man  sagen  dürfte:  Herr  G.  mag 
immerbin  eine  falsche  Uebersetzung  als  Fälschung  denunciren,  aber  erst 
muss  er  selbst  den  Sinn  der  Worte  begreifen  und  dann  eine  bessere 
Uebersetzung  geben  —  ohne  dem  Verdacht  zu  verfallen,  dass  man  die 
bessere  Uebersetzung  als  Bestandtbeil  der  Denunciation  betrachten  könnte). 

Das  aber  war  meine  Auffassung  und  Construction  des  Satzes;  sie 
erscheint  mir  auch  heute  als  die  einzig  mögliche.  Sie  lässt  das  Examen 
rigorosum  bedeuten,  was  es,  auch  abgesehen  von  der  Ueberschrift,  in 
sfiramtlichen  Stellen  des  Sacro  Arsenale  bedeutet;  sie  lässt  dem  „m<z",  das 
Herr  Gilbert  zwar  genau  durch  „mais"  übersetzt,  aber  dadurch  nicht 
verständlicher  macht,  sein  gutes  logisches  Recht  werden;  sie  nimmt  das 
„prima",  wie  es  der  Sprachgebrauch  nimmt,  und  trennt  nicht,  was  zu- 
sammengehört; denn  die  Androhung  der  Tortur  und  die  Ermahnung  zur 
wahrbeitsgemässen  Aussage,  die  bei  Herrn  G.  widersinnig  wie  selbststän- 
dige Theile  eines  gerichtlichen  Verfahrens  einander  gegenüberstehen ,  ent- 
sprechen genau  dem  Wortlaut  zweier  Sätze,  die  vorsehriftsmässig  in 
jedem  Verhör,  das  zum  decrelo  di  tortura  führt,  unmittelbar  auf  einander 
folgen. 

Neben  diesen  Erwägungen  habe  ich  der  Unterschlagung  eines  Komma 
vor  et  appresso  nicht  bedurft;  denn  wie  dies  Komma,  es  mag  stehen 
oder  fehlen,  wider  oder  für  mich  entscheiden  soll,  ist  mir  auch  jetzt 
noch  unverständlich.  Das  Komma  fehlt  in  meiner  Reproduction  aus 
keinem  andern  Grunde,  als  weil  es  in  der  Abschrift  fehlt,  der  ich 
schliesslich  mein  Citat  entnehmen  musste.  Ich  bezweifle  darum  keinen 
Augenblick,  dass  es  sich  wie  in  der  des  Herrn  G.,  so  auch  in  sämmt- 
liehen  Ausgaben  des  Sacro  Arsenale  finden  wird,  weil  ich  sehr  wohl  den 
übermässigen  Gebrauch  des  Komma  und  Semikolon  in  den  Schriftstücken 
der  Inquisition  beobachtet  habe;  der  Regel  nach  fehlen  diese  Zeichen  vor 
dem  et  nur  dann,  wenn  dasselbe  zwei  Substantiva  oder  Adjectiva  ver- 
bindet, und  auch  dabei  keineswegs  immer. 

Ich  habe  aber  auch  das  appresso  un übersetzt  gelassen!  Mich  gegen 
diesen  Vorwurf  zu  vertheidigen ,  wird  mir  nicht  gelingen,  wenn  ich  an 
dieser  Stelle  noch  einer  Verteidigung  bedarf.  Habe  ich  den  Sinn  meines 
Chats  richtig  begriffen  und  erklärt,  so  ist  durch  die  Auslassung  des 
„darauf"  in  der  Uebersetzung  dieser  Sinn  nicht  verändert,  sondern  nur 
noch  besser  zur  Geltung  gekommen ;  denn  dass  für  Denjenigen ,  der  die 
Stelle  liest,  ohne  ihren  Zusammenhang  zu  berücksichtigen,  gerade  durch 
das  appresso  der  Schein  einer  Zweideutigkeit  entstehen  kann,  ist  mir 
nicht  entgangen;  dass  man  jedoch  auch  bei  mehr  als  oberflächlichster 
Prüfung  und  gar  beim  Zurückgehen  auf  die  Quelle  eine  andere  Deutung, 
als  die  meinige  möglich  finden  werde,  habe  ich  nicht  glauben  können. 
Ich  habe  daher  auf  eine  Begründung  hier,  wie  an  nicht  wenigen  anderen 
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Stellen  meiner  Schrift  verzichtet,  aber  die  Abweichung  meiner  Uebersets- 
nng  vom  Original  nicht  verheimlicht,  sondern  durch  Hinzufügung 
des  italienischen  Textes,  nicht  in  einer  Anmerkung,  wo  man 
dergleichen  tibersieht,  sondern  unmittelbar  hinter  den  deutschen  Worten 
Jedem,  der  prüfen  will,  deutlich  dargelegt.  Und  was  hätte  ich  erreicht, 
wenn  ich  den  Umfang  meiner  allzu  umfangreichen  Untersuchungen  noch 
um  den  der  hier  gegebenen  Rechtfertigung  vergrößert  hätte?  Wäre 
ich  der  Beschimpfung  und  Verdächtigung  vor  den  Lesern  des  Herrn  6. 
entgangen?  Wenn  es  ihm  darauf  angekommen  wäre,  ihnen  zu  un- 
befangenem Urtheil  über  mich  die  Acten  vorzulegen,  wenn  er  wirklich 
loyal  referiren  wollte  —  wie  hätte  er  von  den  italienischen  Worten ,  die 
der  verdächtigen  Uebersetzung  folgen,  so  vollständig  schweigen 
mögen? 

Und  wird  Herr  Gilbert  etwa  diese  Erklärung  unentstellt  und  "un- 
verdächtigt  da  zur  Mittheilung  bringen,  wo  er  mich  der  Fälschung  ge- 
ziehen hat?  Das  ist  so  wahrscheinlich,  wie  eine  Lossagung  von  schlim- 
men literarischen  Gewohnheiten  zu  allen  Zeiten  gewesen  ist.  Vorläufig 
kennzeichnet  den  Artikel  im  Januarheft  der  Revue  des  questions  scienti- 
fiquee  von  1880,  durch  den  Herr  G.  auf  meine  Ausführungen  in  dieser 
Zeitschrift  (Hist-lit.  Abthlg.  XXIV,  1)  geantwortet  hat,  eine  gesteigerte 
Entwickelung  der  Eigenthümlichkeiten  seines  Vorgängers  vom  Jahre  1878. 
Von  den  Behauptungen,  die  er  näherer  Prüfung  würdigt,  ist  dieses  Mal 
kaum  eine  einzige  wahrheitsgemäss  wiedergegeben;  der  grössere  Theil 
meiner  Bedenken  gegen  Bestandteile  des  Vaticanmanuscripts  wird  durch 
die  scherzende  Bezugnahme  auf  meine  hinlänglich  bekannte  „Special- 
krankheit", überall  Fälschung  zu  sehen,  in  der  Kürze-* abgethan ;  den 
Enthüllungen  Silvcstro  Gherardi's  gegenüber  findet  Herr  G.  noch 
einmal  in  plumper  Verdächtigung  besten  Schutz.  Prof.  Gherardi  ist 
inzwischen  am  28.  Juli  1879  77 jährig  zu  Florenz  verstorben;  ich  werde 
das  Andenken  des  verehrten  Mannes  durch  eine  Verteidigung  seiner 
Integrität  nicht  beleidigen. 

Hamburg,  im  März  1880.  Dr.  Emil  Wohlwill. 
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Recensionen. 


Die  subjective  Perspective  und  die  horizontalen  Curvaturen  des  dorischen 
Styls.  Eine  perspectivisch-ästhetische  Studie  von  Dr.  Guido  Hauck, 
Prof.  d    descr.  Geom.  u  Graphostatik  an  der  königl.  tecbn.  Hoch- 
schale zu  Berlin.     Mit  2  Figurentafeln.    (147  S.)    Eine  Festschrift 
zur    50jährigen  Jubelfeier    der    techn.  Hochschule    zu   Stuttgart. 
Stuttgart  1879. 
Der  Verfasser,  wesentlich  veranlasst  durch  den  Mangel  der  gewöhn- 
lichen Perspective,  nur  bei  einer  einzigen  Augenstellung  einen  richtigen 
Eindruck   hervorzubringen,   fasst  die  Aufgabe  der  Perspective  in  einem 
weiteren  Sinne  auf,   indem  er  (S.  38)  sagt:   „Wir  verstehen  unter  einer 
Abbildung  nicht  einen  schablonenmässigen  Abklatsch,  sondern  eine  freie 
Wiedergabe  des  Eindrucks,  den  das  Auge  und  die  Seele  von  dem  Natur- 
object    empfängt/4     Diesen   Eindruck    nennt    er  das  subjective   An- 
schauungsbild. 

Er  unterscheidet  zwei  Systeme  der  Perspective:  1.  Das  collinear- 
perspectivische  System  oder  die  gewöhnliche  Centralperspective, 
welche  das  Bild  als  Schnitt  der  ebenen  Bild  fläche  mit  dem  Sehstrahlen- 
bündel liefert.  In  ihm  wird  jede  gerade  Linie  als  gerade  Linie  dar- 
destellt.  2.  Das  conform-perspectivische  System,  bei  welchem 
jede  Strecke  durch  eine  Linie  abgebildet  wird,  welche  mit  dem  Sehwinkel 
derselben  für  eine  gewisse  Stellung  des  Auges  proportional  ist.  Diese 
Bedingung  wird  unmittelbar  durch  die  Schnittfigur  einer  aus  dem  Auge 
als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugel  mit  dem  Sehstrahlen  bündel  erfüllt. 
Durch  eine  ebene  Abbildung  ist  sie  unerfüllbar.  Der  Verfasser  beschränkt 
daher  bei  der  Abbildung  auf  einer  verticalen  Ebene  jene  Bedingung  auf 
die  Horizontlinie  und  auf  alle  verticalen  Geraden ,  die  —  ausserdem,  dem 
Princip  der  Collinearität  entsprechend  —  wieder  als  horizontale,  bezw. 
verticale  Gerade  abgebildet  werden  sollen.  Dadurch  bekommt  er  eine 
Abbildung  der  Kugel  in  der  Ebene  (die  mit  der  Soldn  er' sehen  Abbil- 
dung der  Erdoberfläche  zusammenfällt),  in  welcher  andere,  als  die  ge- 
nannten Geraden  krumm  und  nicht  unter  dem  wahren  Sehwinkel  erschei- 
nen. Insbesondere  sind  die  Abbildungen  von  Geraden,  die  parallel  zur 
Horizontlinie  verlaufen,  krumm  und  hohl  gegen  den  Horizont.  Dieses 
ebene  System  nennt  der  Verfasser  das  conforme. 

igi  ize      y  Q 
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Bei  Vergleicbung  beider  Systeme  sieht  man,  dass  die  collineare  Ab- 
bildung nur  für  eine  einzige  Augenstellung  einen  richtigen,  für  jede 
andere  einen  unrichtigen  Eindruck  hervorbringt,  und  dass  dasselbe  fär 
die  Abbildung  auf  der  Kugel  gilt.  Die  nochmalige  Abbildung  des  Kugel- 
bildes auf  der  Ebene  kann  als  eine  Abwickelung  unter  Dehnungen  an- 
gesehen werden,  wobei,  wenn  man  sich  das  Auge  durch  horizontale 
Radien  der  Kugel  fest  mit  der  Bildfläche  verbunden  denkt,  der  Punkt 
des  Auges  in  eine  Parallele  zur  Horizontlinie  verwandelt  wird.  Von 
jedem  Punkte  dieser  Geraden  aus  erscheint  die  senkrecht  gegenüber- 
stehende Stelle  des  Bildes  richtig;  einen  Punkt  aber,  von  dem  aus  das 
ganze  Bild  richtig  erschiene,  giebt  es  nicht.  —  Man  bemerkt,  da68  die 
Unerftillbarkeit  der  Grundbedingung  des  conformen  Systems  durch  eine 
ebene  Abbildung,  sowie  sein  Widerspruch  gegen  da«  collineare  System, 
das  für  alle  geraden  Linien  auch  geradlinige  Abbildungen  verlangt,  zu 
Compromissen  nothigt;  und  es  ist  die  Aufgabe,  unter  den  unvermeid- 
lichen Verzerrungen  die  unerträglichsten  zu  beseitigen. 

Die  hauptsächlichsten  Mittel  sind  nun  zunächst  die  bekannten:  1.  die 
Annahme  einer  grösseren  Augdistanz,  etwa  gleich  der  anderthalb-  bis 
zweifachen  Bildbreite  oder  Höhe;  2.  einzelne  Freiheiten,  wie  z.  B.  Ab- 
bildung einer  am  Bande  des  Bildes  erscheinenden  Kugel  durch  einen 
Kreis,  einer  menschlichen  Figur  am  Bande  des  Bildes  ohne  die  nach  der 
Centralperspective  sich  ergebende  Verbreiterung;  es  wäre  dies  offenbar 
die  allerunerträglichste  Verzerrung.  Aber  für  kleinere  Augdistanzen,  wie 
sie  z.  B.  für  Interieurs  manchmal  gewählt  werden ,  verlangt  der  Verfasser 
die  Anwendung  des  con form  -perspecti vischen  Systems  und  fuhrt  ein  Bild 
des  Architektur  maiers  Karl  Grab:  „Die  Gräber  der  Familie  Mansfeld 
in  der  Andreaskirche  zu  Eisleben"  (Nr.  90  der  Berliner  Nationalgalerie) 
an ,  auf  welchem  die  Linien  der  Fussboden platten  in  leicht  nach  oben  con- 
caven  Bogenlinien  und  die  Denkmäler  auf  beiden  Seiten  nicht  in  Front- 
ansicht, sondern  in  leicht  sich  neigender  Schrägansicht,  das  rechte  nach 
links,  das  linke  nach  rechts,  abgebildet  sind.  Der  Verfasser  bemerkt, 
dass  ihm  erst  beim  Suchen  nach  Curvaturen  diese  leichten  Krümmungen 
bemerklich  geworden  seien  und  dass  sie  ungemein  wohlthätig  wirken. 
Der  unterzeichnete  Becensent  hatte  vor  Kurzem  Gelegenheit,  das  frag* 
liehe  Bild  zu  sehen  und  muss  bekennen,  dass  er  den  Eindruck  jener 
Curvaturen  nicht  als  wohlthätig  bezeichnen  kann,  indem  ihm  die  Boden- 
täfelungslinien von  jedem  Standpunkte  aus  als  in  Wirklichkeit  krumm 
erschienen,  wozu  man  einen  architektonischen  Grund  vergebens  sucht, 
und  dass  die  Grabdenkmale  auf  beiden  Seiten  wie  verzeichnet  aussehen, 
indem  die  unteren  Theile  in  Schrägansicht,  die  oberen  in  Frontansicht 
dargestellt  sind.  Letzterer  Umstand  hätte  nun  von  dem  Künstler  ver- 
mieden werden  können,  und  die  Bodentäfelungslinien  hätten  vielleicht 
in  schwächerer  Krümmung  günstiger  gewirkt,  so  dasaic^i  dem  Vorgänge 
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des  Künstlers  in  diesem  Bilde  und  der  Aufforderung  des  Verfassers  in 
dem  entsprechenden  8inne  die  Berechtigung  nicht  absprechen  will,  viel- 
mehr vergleichende  Versuche  für  erwünscht  halte,  durch  welche  entschie- 
den würde,  ob  bei  einem  zu  künstlerischem  Zwecke  gewählten  sehr  nahen 
Standpunkte  solche  Curvaturen  zur  Erreichung  eines  wohlthätigen  Ein- 
druckes nützlich  wirken.  Es  erscheint  mir  die  Bejahung  dieser  Frage 
nicht  ganz  unmöglich,  zumal  da  in  dem  verwandten  Felde  der  Relief- 
perspective  nach  meiner  Ueberzeugung  bedeutende  Abweichungen  von  der 
collinearen  Abbildung  unerlässlich  sind.  Eine  solche  Abweichung  halte 
ich  für  runde  Körper,  insbesondere  für  menschliche  Figuren  für  notwen- 
dig, indem  diese  im  Vordergrunde  gar  nicht  oder  nur  sehr  schwach  ab- 
geplattet werden  dürfen,  1.  weil  sie  sonst  von  einem  andern,  als  dem 
Construction88tandpunkte  unerträglich  erscheinen  würden,  und  2.  weil 
selbst  von  diesem  Standpunkte  aus  nur  der  Umriss  richtig,  die  Rundung 
aber  falsch  erscheint,  da  die  Abstufung  der  wirklichen  Beleuchtung  durch 
eine,  wie  auch  aufgestellte  Lichtquelle  nicht  nachgeahmt  werden  kann. 
Die  Künstler,  so  LorenzoOhiberti,  haben  auch  die  Figuren  des  Vor- 
dergrundes voll  gerundet  Auf  die  Frage,  wie  den  dadurch  entstehenden 
Widersprüchen  möglichst  zu  begegnen  sei,  einzugehen,  ist  aber  hier 
nicht  der  Ort. 

Das  Angeführte  scheint  mir  das  Wichtigste  in  der  vorliegenden 
Schrift.  Der  Verfasser  legt  ausserdem  noch  ein  grosses  Gewicht  auf  die 
sehr  interessanten  physiologischen  Vorgänge  im  Auge  bei  dem 
8ehen,  welche  dadurch  hervorgebracht  werden,  dass  beim  Betrachten 
das  Auge  nicht  ruht,  dass  vielmehr  der  Blick  über  den  Gegenstand  hin- 
schweift, meist  den  bedeutsameren  Linien  folgend.  Wird  er  von  einer 
geraden  Linie  geleitet  und  geht  die  Bewegung  des  Augapfels  von  der 
Primftrstellung  aus,  d.  i.  von  derjenigen,  welche  mit  der  geringsten  Mus- 
kelanstrengung eingenommen  wird,  so  verschiebt  sich  das  Netzhautbild 
in  sich  selbst  und  die  gerade  Linie  erscheint  auch  gerade;  geht  aber  die 
Bewegung  von  einer  andern,  einer  Secundärstellung,  aus,  so  ändert  ver- 
möge der  Raddrehung  des  Augapfels  (um  eine  Blickrichtung)  das  Netz- 
hautbild seine  Lage  und  die  Linie  erscheint  gekrümmt,  und  zwar  concav 
gegen  den  Hauptblickpunkt.  Der  Verfasser  scheint  in  dieser  unter  Um- 
ständen eintretenden  scheinbaren  Krümmung  von  geraden  Linien  wenn 
auch  nicht  einen  entscheidenden ,  doch  einen  unterstützenden  Grund  für 
die  Curvaturen  der  Abbildungen  horizontaler  Geraden  zu  finden,  wobei 
jedoch  zu  beachten  ist,  dass  auch  die  geraden  Linien  der  Abbildung, 
ebenso  wie  die  des  Gegenstandes,  die  subjective  Erscheinung  der  Krumm- 
linigkeit hervorbringen  können. 

Was  noch  die  horizontalen  Curvaturen  des  dorischen  Styls 
anlangt,  so  will  ich  dem  Verfasser  auf  das  schwankende  Brett  ihrer 
Erklärung  nicht  folgen.     Nur  ein  Bedenken  möchte  ich  in  Bezug  auf  die 
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Verjüngung  und  die  Schwellung  des  Säulenschaftes  aussprechen,  welche 
einerseits  statisch,  andererseits  als  Imitirung  der  scheinbaren  Verjüngung 
einer  cylindrischen  Säule  nach  oben  und  der  erwähnten  scheinbaren 
Krümmung  durch  die  Raddrehung  des  Auges  erklärt  wird.  Zunächst 
hörte  ich  diese  scheinbare  Verjüngung  von  Architekten  leugnen;  und 
wirklich  bedingt  eine.  Verkleinerung  des  Sehwinkels  noch  keine  Verjüng- 
ung des  vorgestellten  Gegenstandes.  Sodann  aber,  wollte  man  eine 
scheinbare  Verjüngung  nach  oben  auch  zugeben,  so  könnte  man  daraus 
gerade  umgekehrt  einen  Grund  für  eine  Verstärkung  nach  oben  geltend 
machen,  um  zu  bewirken,  dass  die  Säule  nicht  schwächer  zu  werden 
scheint,  während  durch  die  objective  Verjüngung  die  subjective  Erschei- 
nung der  Verjüngung  verdoppelt  würde. 

Anzuerkennen  ist  noch  die  gegebene  schöne  Uebersicht  über  die 
Stufen  der  Vollendung  der  Perspective  bei  den  pompejanischen 
Wandmalereien,  denen  noch  die  weit  vollendeteren  der  römischen 
Ausgrabungen,  veröffentlicht  vonButi,  hätten  zugefügt  werden  können. 

In  dem  Anhange  wird  die  physische  und  psychische  Farmen- 
fr  eu  de  erörtert  und  die  sinnliche  Formenlust  gegründet  auf  die  mög- 
lichste Vermeidung  1.  von  Unbequemlichkeiten  und  2.  von  Unstetigkeiten 
beim  An-  und  Abspannen  der  Muskeln,  die  das  an  den  Formen  hin- 
schweifende  Auge  bewegen.  Wenn  hierin  gewiss  eine  Ursache  der  For- 
menfreude gefunden  werden  muss,  so  ist  sie  doch  nicht  die  einzige;  und 
man  darf  nicht  vergessen,  dass  zum  Erkennen  der  Stetigkeit,  besonders 
bei  kleinen  Figuren,  nicht  das  Umfahren  der  ganzen  Linie  mit  der  Seh- 
axe  nothwendig  ist,  dass  man  vielmehr  bei  einer  Reihe  kleiner  Ellipsen 
(Nullen)  die  Unstetigkeit  einzelner  erkennt,  indem  der  Blick  nur  der 
Reihe  entlang  gleitet;  und  dass  ferner  die  Sehaxe  gar  nicht  so  genau 
durch  den  Fleck  der  Netzhautgrube  festgelegt  ißt  und  gar  nicht  so  scharf 
eine  Linie  umfährt,  dass  —  wie  dort  angeführt  —  die  Abweichung  eines 
aus  Kreisbogen  zusammengesetzten  sogenannten  Korbbogens  von  einer'" 
Ellipse  durch  Unstetigkeit  der  Muskelbewegung  fühlbar  gemacht  werden 
könnte. 

Wenn  ich  auch  mit  der  vorliegenden  Schrift  in  vielen  Punkten  nicht 
einverstanden  bin,  so  kann  ich  sie  doch  zum  Studium  nur  empfehlen, 
da  sie  viel  Interessantes,  zum  Nachdenken  und  zu  Versuchen  Anregen- 
des enthält.  Chr>  WienbR- 


Planimetrie,  Stereometrie  und  Trigonometrie.   Von  Dr.  F.  Rbidt.   378  8. 
gr.  8°.    Breslau,  1879—1880.     Verlag  von  Eduard  Trewendt. 
Wir  haben  (S.  103 — 104)   den  Anfang  der  mathematischen  Abthei- 
lung der  Encyklopädie  der  Naturwissenschaften  angezeigt.  Heute 
erfüllen  wir  die  gleiche  angenehme  Pflicht  gegenüber  der  Fortsetzung. 
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Dasselbe  Geschick,  welches  wir  Dr.  Reidt  als  Verfasser  der  Arithmetik 
and  Algebra  nachrühmen  durften,  hat  er  auch  in  den  geometrischen 
Abtheilungen,  über  welche  wir  heute  uns  äussern,  an  den  Tag  gelegt. 
Neben  den  Dingen,  welche  auch  die  älteren  Schriften  ähnlichen  Inhalts 
zu  lehren  pflegten ,  hat  der  Verfasser  neueren  Untersuchungen  ihr  Recht 
angedeihen  lassen,  so  weit  die  gebotene  Kurse  es  ihm  gestattete,  und  es 
an  eigenthümlichen  Darstellungen  nicht  fehlen  lassen.  Wir  wollen  nur 
eines  Capitels  der  Planimetrie:  „Die  planimetrischen  Constructionsauf- 
gaben"  gedenken,  in  welchem  in  systematischer  Weise  entwickelt  ist, 
welcherlei  wesentlich  von  einander  verschiedene  Methoden  zu  Gebote 
stehen,  um  Aufgaben  einigermassen  verwickelterer  Art  zu  bewältigen. 
Einige  kleine  Ausstellungen  sollen  dem  Herrn  Verfasser,  sowie  unseren 
Lesern  mehr  ein  Zeugniss  der  Aufmerksamkeit  liefern,  mit  welcher  wir 
diese  Abtheilung  durchlesen  haben,  als  dass  wir  ihnen  grosses  Gewicht 
beilegten.  Die  Zahl  it  ist  viel  weiter,  als  auf  500  Stellen  bekannt. 
William  Schank  hat  am  15.  Mai  1873  der  Royal  Society  deren  707 
vorgelegt  (Proceedings  of  the  Royal  Society  vf  London,  Vol.  XXI,  Nr.  144, 
S.  318).  Wir  vermissen  ungern  die  Erwähnung  der  halbregelmässigen 
oder  Archimedischen  Körper,  der  Stern  Vielecke  und  der  Stern  vielflächn  er. 
In  der  sphärischen  Trigonometrie  sollte  die  Formulirung  der  beiden  Sätze 
vom  rechtwinkligen  Dreieck  nicht  fehlen,  welche  von  Neper  herrührt 
und  besagt,  der  Cosinus  eines  mittleren  Stückes  sei  gleich  dem  Froducte 
der  Cotangenten  der  anliegenden  Stücke,  beziehungsweise  der  Sinusse 
der  getrennten  Stücke,  vorausgesetzt,  dass  man  die  Katheten  je  durch 
ihre  Complemente  ersetze  und  den  rechten  Winkel  überhaupt  nicht  als 
Stück  gelten  lasse.  Insbesondere  durch  Christ,  v.  Wolff  ist  diese  For- 
mulirung seiner  Zeit  allgemein  bekannt  geworden  und  empfiehlt  sich 
ausser  durch  ihren  Urheber  wesentlich  durch  ihre  leichte  Behaltbarkeit. 

Cantor. 


Ueber  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  von  Max 
Planck.  61  S. 
Claus  ins  hat  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie 
aus  dem  Princip  abgeleitet,  das  gewöhnlich  kurz  so  ausgedrückt  wird: 
Wärme  kann  nicht  von  selbst  aus  einem  kältern  in  einen  wärmern  Kör- 
per übergehen.  Der  Verfasser  vorliegenden  Schriftchens  will  einen  all- 
gemeinern und  directern  Weg  einschlagen.  Wenn  eine  Reihe  von  Körpern 
bei  einem  bestimmten  Processe  aus  einem  bestimmten  Anfangszustande 
in  einen  bestimmten  Endzustand  übergeführt  werden ,  so  läset  sich  aus  dem 
letzten  der  Anfangszustand  entweder  wieder  durch  einen  neuen  Process 
herstellen  oder  nicht.  Im  letzten  Falle  hat  die  Natur  mehr  Vorliebe  für 
den  Endzustand:    das  Maass  dieser  Vorliebe  soll  für  jeden   gegebenem 
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Zustand  des  Systems  durch  eine  Function  der  Bestimmnngsstücke  des 
Zustands  gegeben  sein.  Diese  Function  ist  für  Wärmeerscheinungen  die 
Entropie,  wie  sie  Clausius  genannt  hat.  Es  wird  zunächst  an  Oasen 
gezeigt,  dass  der  Entropiewerth  eines  jeden  Processus  mit  vollkommenen 
Gasen  positiv  oder  Null  ist;  im  ersten  Falle  ist  der  Process  natürlich, 
die  Natur  hat  eine  Vorliebe  für  ihn,  im  zweiten  neutral,  er  lässt  sich 
umkehren.  Dann  wird  auf  beliebige  Körper  übergegangen  und  der  zweite 
Hauptsatz  unter  der  Voraussetzung  bewiesen,  dass  sämmtliche  Wärme- 
reservoire aus  Behältern  vollkommener  Gase  bestehen,  deren  Volumina 
constant  gehalten  werden.  Diese  Beschränkung  werde  der  Tragweite  des 
Beweises  keinen  Eintrag  thun;  der  den  verschiedenen  Veränderungen 
unterliegende  Körper  befinde  sich  beidemal  in  genau  gleichen  Verhält- 
nissen, könne  also  bei  der  Vergleichung  beider  Zustände  ganz  ausser 
Acht  gelassen  werden.  Damit  ist  dann  sogleich  das  für  die  Gase  Gesagte 
auf  jeden  Körper  anwendbar.  In  einem  zweiten  Abschnitte  werden  die 
von  Clausius  eingeführten  Aequivalenzwerthe  besprochen,  deren  Bedeu- 
tung sich  dem  Verfasser  nicht  auf  Verwandlungen  von  endlicher  Grösse 
zu  erstrecken  scheint.  p    ^eoh. 


Einleitung  in  die  praktische  Physik.  Von  W.  Pscüeidl.  Braunschweig, 
Friedrich  Vieweg  &  Sohn.  1879. 
Das  Werkchen  von  91  8.  gr.  8°  soll  ein  Bathgeber  sein  für  die, 
welche  sich  mit  dem  physikalischen  Messen  vertraut  machen  wollen.  Es 
enthält  neben  der  reinen  Theorie,  die  durchaus  mit  niederer  Mathematik 
und  in  einfacher  Weise  dargestellt  ist,  eine  Anzahl  Beispiele  praktisch 
ausgeführter  Versuche.  Im  Besondern  sind  behandelt  die  Waage  und  das 
Wägen  nebst  Prüfung  des  Gewichtssatzes,  die  Beobachtung  von  Schwing- 
ungen nebst  Bestimmung  des  Trägheitsmoments,  Foucault's  Pendelver- 
such, Bestimmung  der  Dichte  fester,  flüssiger  und  gasförmiger  Körper, 
die  barometrische  Höhenmessung,  die  Bestimmung  des  Compressionscoefii- 
cienten  des  Wassers,  des  Ausdehnungscoefficienten  des  Quecksilbers t  die 
Bestimmung  der  specifischen  Wärme  nach  der  Mischungsmethode,  die 
Bestimmung  der  Spannkraft  des  Wasserdampfes.  Aus  der  Optik  sind 
aufgenommen  die  Entwickelung  der  Bedingungen  für  das  Minimum  der 
Ablenkung  eines  Prismas,  die  Bestimmung  des  Brechungsexpouenten  mit 
Hilfe  des  Spectrometers ,  der  Vergrösserungszahl  eines  Mikroskopes,  der 
Wellenlänge  des  Lichtes.  Aus  der  Lehre  vom  Magnetismus  ist  aufgenom- 
men die  horizontale  Schwingung  eines  Magneten  und  die  Bestimmung 
der  Horizontalcomponente  des  Erdmagnetismus  und  des  magnetischen 
Momentes  eines  Magnetstabes.  Ans  der  Lehre  vom  Galvanismus  ist  mit- 
getheilt  die  Strommessung  mit  dem  Voltameter,  mit  der  Tangentenbous- 
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sole  von  Gaugin,  die  Reduction  des  elektrochemischen  Maasses  auf 
absolutes  and  die  Widerstandsmessung  constanter  Ketten. 

Tabellen  über  die  specinschen  Gewichte,  Ausdehnungscoefficienten, 
Spannkraft  des  Wasserdampfes,  Wellenlänge  des  Lichtes  und  Brechungs- 
exponenten erleichtern  die  Anwendung  des  Werkchens. 

Pappendorf,  den  27.  December  1879.  Th.  Kötteritzscb. 


Die  Physik  in  elementar -mathematischer  Behandlung.  Ein  Leitfaden 
zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten,  zugleich  eine  Ergän- 
zung zu  jedem  Schullehrbuche  der  Physik  von  Dr.  E.  Wbobel. 
Rostock,  Wilh.  Werther's  Verlag.     1879. 

Das  nur  174  S.  8°.  umfassende  Werkchen  behandelt  den  Theil  der 
Physik ,  der  sonst  unter  dem  Namen  Mechanik  begriffen*  wird ;  die  alte 
Eintheilung  in  Statik,  umfassend  78  Seiten,  und  Dynamik,  umfassend 
96  Seiten,  ist  beibehalten.  Nachdem  im  ersten  Theile  die  Lehre  von 
der  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Kräfte  behandelt  ist,  werden 
noch  Anwendungen  gemacht  und  zwar  im  Besondern  auf  Schraube,  Keil, 
Hebel,  Rolle,  Flascbenzüge,  Wellrad,  Räderwerke,  die  Lehre  vom  Schwer- 
punkt und  auch  verschiedene  Waagen.  Ein  Anhang  von  3  ßeiten  be- 
handelt noch  einige  Aufgaben  der  Statik. 

Der  zweite  Theil,  die  Dynamik,  giebt  die  Lehre  vom  Stosse,  die 
Lehre  vom  freien  Falle  und  der  Wurfbewegung  im  leeren  Räume,  die 
Centralbewegung,  die  Pendelbewegung,  die  freien  Axen,  die  Widerstände 
der  Bewegung  und  die  Lehre  von  der  mechanischen  Arbeit  und  der 
lebendigen  Kraft.  Auch  dieser  Theil  schliesst  mit  einem  4  Seiten  um- 
fassenden Anhang,  der  eine  Reihe  von  Aufgaben  aus  der  Dynamik 
behandelt. 

Wie  man  hieraus  sieht,  ist  der  Inhalt  des  kurzen  Werkchens  sehr 
reich  und  verlangt  von  Seiten  eines  Schülers,  der  zum  ersten  Male  an 
diese  nicht  eben  einfache  Materie  herantritt,  viel  Aufwand  von  Zeit  und 
Arbeit.  Wir  tragen  nach  unseren  Erfahrungen  Bedenken,  dass  der  Stoff 
bei  zweistündigem  wöchentlichem  Unterrichte  vom  Schüler  beherrscht 
werden  kann ,  und  meinen ,  es  sei  besser,  dem  alten  erprobten  Worte  zu 
folgen:   Ron  multa  sed  mullum, 

Pappendorf,  den  24.  December  1879.  Th.  Köttebitzscb. 


Lehrbuoh  der  desoriptiven  Geometrie  von  Dr.  Bernhard  Goqlbr,  Pro- 
fessor an  der  technischen  Hochschule  zu  Stuttgart.  Mit  1 2  Kupfer- 
tafeln in  Mappe  und  23  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
4.  Aufl.     Stuttgart,  Metzler.     1880. 
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Noch  kurz  vor  seinem  Tode  konnte  der  Verfasser  die  vierte  Auflage 
seines  verdienstvollen  Werkes,  über  welches  das  Urtheil  durch  sein  wieder- 
holtes Erscheinen  schon  gesprochen  ist,  hinausgehen  sehen.  Ich  kann  mich 
deswegen,  und  weil  ich  bei  Gelegenheit  der  dritten  Auflage  das  Buch 
schon  würdigte*,  darauf  beschränken,  hier  zu  wiederholen,  dass  es  aus- 
gezeichnet ist  durch  eine  glückliche  Verbindung  der  Constructionsauf- 
gaben  mit  den  theoretischen  Erörterungen  und  Beweisen,  so  dass  theils 
durch  synthetische,  theils  durch  analytische  Entwickelungen  ein  Lehr- 
gebäude eines  Gebietes  der  ebenen  und  räumlichen  Geometrie  aufgeführt 
erscheint,  das  in  den  Aufgaben  der  descriptiven  Geometrie  gipfelt,  deren 
Lösung  das  Raumanschauungsvermögen  in  kräftigster  Weise  ausbildet, 
und  dass  die  Darstellung  in  einer  bündigen,  zutreffenden  und  plastischen 
Weise  gegeben  ist.  Auch  von  der  neueren  Geometrie  ist  einiger  Ge- 
brauch gemacht;  doch  wird,  wie  Recensent  überzeugt  ist,  dies  in  Zukunft 
in  noch  höherem  Grade  geschehen  müssen,  besonders  wenn  die  Schwie- 
rigkeiten, die  sich  dem  Gebrauche  entgegenstellen,  durch  den  Unterricht 
dieses  Faches  in  den  Mittelschulen  beseitigt  sein  werden. 

In  der  vierten  Auflage  sind  hier  und  da  Erweiterungen  zugefügt 
und  Verbesserungen  in  der  Fassung  angebracht,  welche  von  der  Sorgfalt 
des  Verfassers  in  dieser  Beziehung  Zeugniss  ablegen. 

Es  ist  hier  am  Platze,  zum  Andenken  an  den  um  die  Wissenschaft 
wohlverdienten  Mann  einen  Abriss  seines  Lebens  und  seiner  Leistungen 
zu  geben.  Derselbe  stützt  sich  wesentlich  auf  einen  von  befreundeter 
Hand  geschriebenen  Nekrolog**,  auf  einige  Mittheilungen  der  Familie 
des  Dahingeschiedenen  und  auf  die  persönliche  Bekanntschaft  des  Bericht- 
erstatters. 

Bernhard  Gugler  wurde  am  5,  März  1812  in  Nürnberg  geboren 
als  Sohn  wenig  bemittelter  Eltern ,  die  aber  durch  ein  späteres  Erbe  eines 
Verwandten  in  Stand  gesetzt  waren,  den  Sohn  ausgedehnte  Studien 
machen  zu  lassen.  Ursprünglich  zum  Volksschullehrer  bestimmt,  war  er 
schon  in  die  Präparandenschule  eingetreten,  als  der  nachmalige  Aka- 
demiker in  München,  F.  B.  W.  Hermann,  seine  ausserordentliche  Be- 
gabung bemerkte  und  seinen  Uebertritt  als  ausserordentlicher  Schüler  in 
die  oberste  Classe  des  Gymnasiums  bewirkte,  dessen  Maturitätszeugniss 
er  sich  mit  angestrengtem "  Fleisse  errang.  Im  Jahre  1832  bezog  er  die 
Universität  Erlangen,  wo  er  den  Mathematiker  und  Astronomen  Pf  äff 
hörte,  von  wo  er  aber  auch  mit  einigen  Studiengenossen  Freitags  nach 
Nürnberg  wanderte,  um  dort  an  der  polytechnischen  Schule  die  Vorträge 
v.  Staudt's,  deren  zauberhaft  anziehende  Klarheit  er  später  nicht  genug 
rühmen    konnte,    zu    hören.      1833 — 1834    besuchte    er  die  Universität 


*  Zeitschrift  für  Vermessungswesen,  3.  Bd.  1874,  8.  420. 

*  Schwäbischer  Merkur,  Nr.  80,  4.  April  1880. 
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Wien,  wo  er  den  Unterricht  des  von  ihm  bewanderten  Astronomen 
▼.  Littrow  genoss,  den  derselbe  in  Form  der  Unterredung  mit  seinen 
nm  einen  Tisch  herumsitzenden  Schälern  nnd  in  Form  von  Aufgaben- 
Stellung  ertheilte.  Ausserdem  hörte  er  Mohs,  v.  Ettingshausen  und 
Arzberger.  1834 — 1835  besuchte  er  Vorlesungen  an  der  Universität 
und  der  polytechnischen  Schule  in  München,  wie  die  von  Seh  ellin  g, 
Wagner,  Schubert,  und  genoss  auch  den  Unterricht  v.  Desberger's 
in  descriptiver  Geometrie,  der  dieses  damals  noch  neue  Fach  aus  Paris, 
wo  er  studirt  hatte,  nach  Deutschland  übertragen  half. 

Nachdem  6.  1835  in  München  die  Prüfung  des  Lehrfaches  für  Kreis- 
gewerbeschulen mit  bestem  Erfolg  bestanden  hatte,  wurde  ihm  der  Unter- 
richt in  Mathematik,  Physik,  Mechanik  und  Gewerbeencyklopädie  an  der 
Kreisgewerbeechule  in  Nürnberg  übertragen,  wenn  auch  nicht 
jedes  Fach  zu  seiner  inneren  Befriedigung  diente.  Im  Jahre  1836 
bestand  G.  in  Erlangen  die  Prüfung  für  das  Gymnasiallehramt  in  Mathe- 
matik mit  sehr  gutem  Erfolge,  worauf  er  noch  mit  einem  Theile  de6 
Unterrichts  in  der  descriptiven  Geometrie  an  der  polytechnischen 
Schule  in  Nürnberg  betraut  und  für  die  damit  verbundenen  zehn 
Wochenstunden  mit  einem  Extrabezuge  von  100  Fl.  belohnt  wurde.  Erst 
kurz  vor  seinem  Abgange  trat  er  in  die  erledigte  Professur  für  descrip- 
tive  Geometrie  und  Maschinenzeichnen  ein.  In  jene  Zeit  fallen  Gug- 
ler's  erste  literarische  Veröffentlichungen:  das  „Lehrbuch  der  descrip- 
tiven Geometrie,  Nürnberg  1841,  Schräg11  mit  den  von  ihm  selbst 
gezeichneten  Kupfertafeln  und  die  „Grundzüge  einer  elementar- geo- 
metrischen Theorie  der  Kreisprojectionen  (Kegelschnitte),  Nürnberg  1842, 
Schräg",  welche  beide  Arbeiten  er  in  der  folgenden  Auflage  der  descrip- 
tiven Geometrie  vereinigte.  —  Im  Februar  1843  erging  durch  Vermittelung 
von  Reusch,  der  G.  in  Nürnberg  kennen  gelernt  hatte,  an  ihn  ein  Ruf 
an  die  polytechnische  Schule  in  Stuttgart,  an  welcher  man  für 
die  descriptive  Geometrie  einen  Lehrer  suchte,  der  strenge  Wissenschaft- 
lichkeit mit  feiner  Ausführung  am  Zeichenbrette  verband;  und  obgleich 
der  Director  der  polytechnischen  Schule  in  Nürnberg,  der  Physiker 
Simon  Ohm,  Alles  aufwandte,  um  G.  für  Nürnberg  zu  erhalten,  fand 
man  im  Ministerium  in  München  zu  Gunsten  der  technischen  Bildungs- 
anstalt nicht  die  Mittel  von  1200  Fl.,  durch  welche  er  hätte  gehalten 
werden  können.  So  gewann  ihn  Stuttgart  und  konnte  sich  seiner  her- 
vorragenden Leistungen  durch  viele  Jahre  erfreuen.  Während  dieser 
Zeit  erschien  von  ihm  die  zweite  Ausgabe  der  „Descriptiven  Geometrie» 
Metzler,  1857",  die  dritte  1874,  die  vierte  1880,  eine  Abhandlung  „Ueber 
Anwendung  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschnittstangente"  zum 
Schulprogramm  1852,  zahlreiche  Arbeiten  wissenschaftlichen,  pädagogi- 
schen und  musikalischen  Inhalts  in  verschiedenen  Zeitschriften  und 
fangreiche  Beiträge  zu  Schmidt's  Encyklopädie. 
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Neben  seinem  Hauptberufe  hatte  G.  den  Unterricht  in  der  Natur- 
lehre  an  der  Töchterschule  des  Katherinenstiftes  übernommen  und  gerne 
bis  1860  beibehalten.  26  Jahre  lang  war  er  als  Lehrer  und  Vorstand 
der  Stuttgarter  Abendfortbildungsschule  thfttig  und  nahm  Visitationen  der 
Fortbildungsschulen  des  Landes  vor.  1854  — 1873  gehörte  er  der  Feld- 
messerprüfungscommi6sion  an  und  übernahm  noch  mancherlei  amtliche 
Aufträge. 

Im  Jahre  1858  wurde  G.  zum  Rector  der  polytechnischen 
Schule  ernannt  und  leitete  die  vielfachen,  langdauernden  Berathnngen, 
welche  dahin  sielten,  die  Anstalt  zu  einer  technischen  Hochschule  su 
erheben,  wobei  er,  entsprechend  seinem  entschiedenen  Wesen,  mehr  fflr 
die  filtere  Handhabung  der  strengen  Zucht  eintrat.  Die  freieren  Ein- 
richtungen gelangten  aber  zur  Geltung  und  es  trat  nun  hier  eine  Schwie- 
rigkeit ein ,  die  sich  auch«  an  anderen  polytechnischen  Schulen  geltend 
machte  und  an  einigen  noch  nicht  überwunden  ist,  nämlich  die  folge- 
richtige Notwendigkeit  des  Uebergangs  zum  wechselnden  Wahldirectorat. 
Die  Ergebnisse  der  Verhandlungen  in  Stuttgart  waren  die,  dass  G.  das 
Rectorat  über  die  mathematischen  Classen  beibehielt  und  dass  seine  Ver- 
dienste durch  Verleihung  des  Kronenordens  öffentlich  anerkannt  wurden. 

Nicht  nur  auf  dem  mathematischen,  sondern  auch  auf  dem  musi- 
kalischen Felde  zeigte  6.  eine  grosse  Begabung  und  Thätigkeit,  von 
der  erwähnt  sein  mag,  dass  er  sich  grosse  Verdienste  um  Mozart'« 
Opern  „Cosi  fan  tutte((  und  „Don  Juan"  erwarb,  indem  er  den  wahr- 
haft abgeschmackten  Text  der  enteren  deutsch  umdichtete,  unter  Um- 
änderung des  Anstoss  erregenden  Theiles  der  Handlung,  indem  er  den 
Text  zu  „Don  Juan"  in  poetischer  und  der  Musik  besser  angepasster 
Weise  verdeutschte  und  besonders  indem  er  eine  Partiturausgabe  des- 
selben ausführte,  worin  er  unter  Benutzung  des  Autographs  Mozart's 
und  mit  seiner  Musikkenntniss  die  grosse  Menge  von  Fehlern  beseitigte, 
welche  die  früheren  Ausgaben  zeigen.  Sein  grosses  Interesse  für  Musik 
bekundete  sich  auch  dadurch,  dass  er  1847  mit  Anderen  den  Verein  für 
klassische  Kirchenmusik  gründete,  zu  dessen  stellvertretendem  Vorstande 
er  von  1861  an  jährlich  gewählt  wurde. 

G.  verband  eine  grosse  Schärfe  des  Geistes,  die  sich  in  treffender, 
knapper  und  anschaulicher  Darstellung  in  seiner  Schreibweise  kundgab, 
mit  einer  Erfindungsgabe,  die  überall  die  einfachsten  Hilfsmittel  in  Be- 
weisen und  Constructionen  auffand,  und  mit  einem  im  Umgang  erfrischend 
wirkenden  Humor.  So  war  er  denn  auch  durch  seinen  reichen  Geist  und 
seine  geselligen  Tugenden  ein  werthvolles  Mitglied  des  aus  Professoren 
gebildeten  „Mathematischen  Kranzes". 

G.  war  bald  nach  dem  Eintritt  in  sein  Amt  in  Nürnberg  in  den 
Bund  einer  glücklichen  Ehe  mit  Marie   Leuchs,  einer  Landsmännin, 
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getreten,  aas  welcher  vier  Söhne  und  fünf  Töchter  entsprossten ,  von 
welch1  letzteren  ihm  zwei  vorangingen. 

Seine  amtliche  Thätigkeit  setzte  O.  bis  zum  Beginn  des  Winter- 
semesters 1879  fort,  nachdem  er  noch  lebhaften  Antheil  an  der  Feier 
des  50jährigen  Bestehens  der  polytechnischen  Schule  genommen  hatte. 
Bald  nach  der  Wiederaufnahme  seiner  Thätigkeit  ergriff  ihn  aber  ein 
Leiden,  das  tiefer  war,  als  die  Gichtanftlle ,  die  ihn  früher  öfter  erschüt- 
tert hatten;  und  er  erlag  demselben  am  12.  März  1880.  Am  15.  beglei- 
teten ihn  seine  Fachgenossen,  seine  Schüler  und  seine  Freunde  zur 
letzten  Ruhestätte.  Seine  Werke  aber  werden  6ein  Gedächtniss  wach 
erhalten. 

Karlsruhe,  28.  Mai  1880.  Cbb.  Wiener. 


A  Ire  alt  se  on  the  tkeory  of  delerminanls  and  their  applicalions  in 
analysis  and  geomefry  by  Robert  Forsyih  Scott,  M.  A.  of  Lincoln' s 
inn;  Fellow  of  St.  Johris  College,  Cambridge,  Cambridge:  ai  the  uni- 
versüy  press.  1880.  8°.  XI,  251. 
Die  Lehre  von  den  Determinanten  ist  der  Hauptsache  nach  durch 
Cauchy  und  Jacobi  geschaffen  worden.  Nicht  als  ob  die  Lehre  sofort 
lückenlos  vollendet ,  zu  allen  Anwendungen  geschickt  gewesen  wäre ,  nicht 
als  ob  die  Möglichkeit  dieser  Anwendungen  in  ihrer  Gesammtheit  den 
Erfindern  klar  gewesen  wäre,  dazu  bedurfte  es  mehrjährige  Arbeit  tüch- 
tiger, mitunter  hervorragender  Gelehrten.  Unter  ihnen  war  ein  englischer 
Rechtsanwalt,  welcher  aus  Liebhaberei  sich  nebenher  mit  Mathematik 
beschäftigte,  bis  er  den  glücklichen  Entschluss  fasste,  das  Fach  seiner 
Neigung  zum  Hauptfach  zu  wählen.  Er  war  es,  Arthur  Cayley,  aus 
dessen  Feder  1843  die  erste  systematische  Bearbeitung  des  Gegenstandes 
unserer  Besprechung  erschien.  Ein  eigentliches  Lehrbuch  bildete  freilich 
die  Abhandlung  „On  the  theory  of  determinantsu  in  den  Transactions  of  the 
Cambridge  philos.  Society,  T.  VIII  p.  75  sqq.  nicht.  Ein  Italiener,  Fran- 
cesco Brioschi,  war  es,  der  1854  erkannte,  dass  die  Mathematik  künf- 
tighin ohne  Determinanten  nicht  auskommen  könne,  dass  es  nothwendig 
sei,  die  wichtige  Lehre  nicht  nebenbei,  sondern  in  einem  ihr  eigens 
gewidmeten  Werke  studiren  zu  können,  und  so  entstand  seine  „Teorica 
dei  delerminanli".  Brioschi' s  Buch  fand  Uebersetzungen ,  sein  Beispiel 
Nachahmung  in  fast  allen  Ländern  wissenschaftlicher  Bildung.  Wohl  ein 
Dutzend  grösserer  und  kleinerer  Lehrbücher  der  Determinanten  in  deut- 
scher, nicht  viel  weniger  in  italienischer  Sprache,  daneben  französisch, 
holländisch,  schwedisch,  dänisch,  russisch,  polnisch,  böhmisch  geschrie- 
bene Lehrbücher  stehen  dem  zu  Gebote,  der  in  die  Theorie  und  An- 
wendung der  Determinanten  eingeführt  zu  werden  wünscht.  Englische 
Leser  fanden  das  Nöthige  in  Salm  on 's,  durch  Fiedler's  Bearbeitung 
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auch  in  Deutschland  wohlbekannter  „Algebra  der  linearen  Transforma- 
tionen". Bei  dieser  kommen  Determinanten  auf  Schritt  nnd  Tritt  vor; 
der  Verfasser  sah  sich  mithin  genöthigt,  deren  Theorie  einanflechten; 
aber  immerhin  bilden  ihm  die  Determinanten  nnr  Mittel  cum  Zwecke. 
Ein  eigentliches  englisches  Lehrbnch  der  Determinanten  stand  also 
noch  ans,  und  ein  solches  begrüssen  wir  in  dem  vor  uns  liegenden  Bande. 
Es  ist  leicht  und  schwer,  über  einen  binnen  einem  Vierteljabrhundert  in 
aahlreichen  Abhandlungen,  in  mehreren  Dutzend  Werken  erörterten 
Gegenstand  zu  schreiben.  Es  ist  leicht,  den  Stoff  au  sammeln  nnd  ans 
sechs  Büchern  ein  siebentes  an  compiliren,  es  ist  schwer,  diesem  Stoffe 
eine  neue  Seite  abzugewinnen,  so  dass  neben  der  nicht  zu  vermeiden- 
den compilirenden  auch  eine  componirende  Thätigkeit  zu  Tage  tritt, 
welche  es  versteht,  dem  jüngsten  Buche  eine  eigene  Physiognomie  zu 
geben,  die  ihm  eigentlich  erst  Berechtigung  verleiht.  Herr  Scott  hat 
dieses  zu  erreichen  gewusst,  indem  er  unmittelbar  nach  der  Definition  der 
Determinanten  in  gewöhnlicher  Weise,  und  bevor  er  Eigenschaften  der- 
selben ableitet,  auf  S.  11  die  Grassmann'schen  alternirenden 
Einheiten  einfahrt,  welche  ihm  eine  zweite  Definition  liefern.  Es 
sollen  nämlich  et,  ea,  ...,  eu  alternirende  Einheiten  eines  Systems  bedeu- 
ten, d.h.  Grössen,  welche  die  beiden  Grundeigenschaften  besitzen,  dass 
ex  X  e%  X . . .  X  *n  =  1  nnd  zugleich  et  X  ej  =  —  ej  X  <V .  Aus  dieser  zweiten 
Eigenschaft  des  Auf  hören  s  der  CommatativiUtt  bei  der  Multiplieation, 
während  sie  bei  der  Addition  stattfinden  soll,  folgt  eine  dritte  Eigen- 
schaft durch  Gleichsetzung  von  i  mit  j\  nämlich  £|  X  *i  =  —  e*  X  *i  oder, 
was  dasselbe  heissen  will ,  e?  =  0.  Geht  man  nun  von  den  alternirenden 
Einheiten  zu  alternirenden  Zahlen  ntec  Ordnung  über,  als  deren  Defini- 
tionsgleichung A  s=  at ex  +  a% e%  + . . .  +  an en  auftritt,  wo  die  «, ,  at ,  ...,«« 
gewöhnliche  Zahlencoefficienten  sind,  die  also  der  alternirenden  Eigen. 
Schäften  ermangeln ,  so  ist  leicht  ersichtlich ,  weshalb  A  eine  alternirende 
Zahl  genannt  wird.  Ist  eine  zweite  alternirende  Zahl  B  =  blel+btet  + . . . 
. ..  +  ^n^n  nnd  man  bildet  das  Product  AX  By  so  entsteht  («^j  — **&i)*i<| 
+  K  b9  —  Ä» *i) ei  ea  +  •  •  •  +  (Ä»-i  *«  ~  «« '>«  - 1) *—i ««•  Bildet  man  dagegen 
BXA,  so  nimmt  jedes  Glied  des  Products  das  entgegengesetzte  Zeichen 
an,  es  ist  mithin  auch  AXB  =  —  ßXA  und  ^8=ß*  =  0.  Naturgemte 
ist  daher  bei  Wahl  eines  beliebigen  Zahlencoefficienten  st  auch  (A+%.B)B 

AB 

=  AB  +  x.B*z=AB,  und   durch   Division   durch   B  folgt  —  =  A  +  x.B 

D 

mit  willkürlichem  Zahlencoefficienten  x,  oder  die  Division  ahernirender 
Zahlen  ist  eine  vieldeutige  Operation.  Nun  bilde  man  n  alternirende 
Zahlen  «ter  Ordnung:  anex  +  oite%  +  mm.  +  a\neuca  At,  a,^  +  anrt  +... 
...  +  ö2ti^nCS!^2,  .--,  «ni^i  +  rtnJ«2+..  +  fl«fitfjts=s^m  deren  Prodoct  P 
man  sich  verschafft.  In  demselben  fallen  alle  Glieder  weg,  in  welche« 
irgend  zwei  identische  Einheiten  e  vorkommen ,  nnd  es  bleiben  nnr  solche 
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Glieder,  die  nach  der  Form  *\pepX<*iqeq  X.  ..X  <in*pw  gebildet  sind,  wo 
p,  qf  . ..,  s  die  Werthe  1,  2,  ...,»  durcheinander  gewürfelt  bedeuten.  Das 
Vorzeichen  jedes  Gliedes  entscheidet  sich,  vermöge  £<  *;«  —  €/*(,  dar- 
nach, durch  wieviele  Vertauschung  von  je  zwei  Elementen  p,  y,  ...,  s 
aus  1,2,  ...,n  entstanden  ist,  und  so  erhellt  unter  weiterer  BerÜcksich- 

an     a1%  ...  flJt 

tigung  von  et  e2 . . .  en  =  1 ,  dass   P  = 


aal     aw  ...  äj„ 


Nennt  man  die 


betreffende  Determinante  Jy  so  ist  auch  umgekehrt  statthaft,  J=P  au 
benutzen,  d.  b.  eine  Determinante  nter  Ordnung  zu  ersetzen 
durch  ein  Product  von  w  aiternirenden  Zahlen  nUr  Ordnung. 
Die  Beweise  der  meisten  Eigenschaften  der  Determinanten  werden  da- 
durch ungemein  viel  einfacher,  als  nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren, 
wovon  eine  Durchsicht  des  Scott1  sehen  Buches  überzeugen  wird.  Wir 
haben  in  didaktischer  Beziehung  nur  einen  leisen  Zweifel,  dem  wir  Aus- 
druck geben  möchten.  Giebt  es,  denken  wir  den  Schüler  uns  fragend, 
solche  altemirende  Einheiten  e?  Wir  können  ihm  keine  andere  Antwort 
ertheilen ,  als  dass  wir  nicht  im  Stande  sind ,  ihm  durch  die  sonst  in  der 
Analysis  geläufigen  Grössenarten  solche  zu  bilden,  dass  er  sich  mit  der 
gegebenen  Definition  begnügen  müsse,  ähnlich  wie  es  mit  dem  mehr  als 
dreidimensionalen  Räume  der  Fall  sei,  für  dessen  mehr  als  nur  formelle 
mathematische  Existenz  auch  nur  ganz  Vereinzelte  eine  Lanze  zu  brechen 
gewillt  sind.  Wird  der  Schüler  mit  dieser  Antwort  sich  begnügen?  wird 
er  sich- mit  ihr  begnügen  dürfen?  Wir  wissen  wohl,  dass  zu  seiner  Be- 
ruhigung das  Princip  der  Permanenz  formaler  Gesetze  vorhanden  ist,  aber 
darf  man  es  ao wenden,  wo  der  Zweifel  noch  bestehen  kann,  ob  die 
Grössen,  auf  welche  man  es  anwenden  will,  nicht  an  sich  widerspruchs- 
volle sind?  Wir  fürchten,  es  werde  am  Ende  kaum  ein  Anderes  übrig, 
bleiben,  als  dass  man  die  mittels  alternirender  Einheiten  erwiesenen 
Sätze  noch  anders,  d.  h.  ohne  dieselben  erweise.  Wem  freilich  solche 
Skrupel  unerheblich  erscheinen,  den  wird  das  neue  Werk  in  jeder  wesent- 
lichen Beziehung  befriedigen,  wie  auch  wir  trotz  unserer  Ausstellung  es 
als  in  hohem  Grade  interessant  anerkennen.  Camtor 


Analytische  Geometrie  von  Professor  Dr.  Theodor  Wittstein.  Han- 
nover, Hahn'sche  Bochhandlung.  1880.  VII,  200. 
Der  Verfasser  konnte  selbstverständlich  bei  dem  unverbrüchlichen 
Gesetze,  welches  er  sich  auferlegt  hatte,  Strenge  der  Darstellung  mit 
Klarheit  zu  verbinden,  auf  12^  Druckbogen  unmöglich  eine  vollständige 
analytische  Geometrie  liefern.  Er  hat  es  auch  nicht  beabsichtigt.  Er 
wollte   auf  eine  elementare  Darstellung  der  Kegelschnitte  sich  heschrän- 

15« 
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ken  und  damit  das  mathematische  Unterrichtspensum  zum  Abschlösse 
bringen ,  welches  er  für  unsere  Gymnasien  in  Anspruch  nimmt.  Nur  von 
diesem  Standpunkte  aus  darf  daher  das  kleine  Buch  beurtheilt  werden, 
und  wir  zweifeln  nicht ,  dass  das  Urtheil  ein  ausnahmslos  lobendes  sein 
wird.  Der  Verfasser  hat  namentlich  bei  Aufsuchung  der  Berührungs- 
linien ein  gewisses  berechtigtes  Gewicht  darauf  gelegt,  dass  die  nöthigen 
Grenzübergänge  dem  Schüler  deutlich  zum Bewusstsein  gelangen,  während 
man  vielfach  im  schroffen  Gegensatze  hierzu  die  kleine  Schwierigkeit  zu 
verheimlichen  sucht,  den  Schüler  Infinitesimalbetrachtungen  anstellen 
lässt,  ohne  dass  er  es  selbst  bemerkt.  Wir  ziehen  Herrn  Witt  st  ein 's 
Verfahrungs weise  entschieden  vor  und  stimmen ,  auch  ohne  dass  uns  eine 
bestimmte  Erfahrung  in  dieser  Beziehung  zur  Seite  stünde,  seiner  Be- 
hauptung zu,  dass,  wer  unter  solcher  Behandlung  die  Kegelschnitte 
durchgearbeitet  und  in  sich  aufgenommen  habe,  unmittelbar  reif  sei  zum 
Eintritt  in  die  Differential-  und  Integralrechnung.  Cantor 
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A. 

Abbildung. 

262.  Memoire  sur  la  repr&entation  deB  surfaces  et  les  projections  des  cartes  geo- 

graphiques.     Tissot.     N.  ann.  math.  XXXVIII,   337,  385,  532.     [Vergi. 
Bd.  XXIV,  Nr.  237.] 

263.  Zur  Theorie  der  conformen  Abbildung  einer  ebenen  Flache  auf  einer  Kreis- 

fläche.   C.  Neu  mann.    Mathem.  Annal.  XIII,  573. 

264.  Die  Abbildung  von  Kegelschnitten  auf  Kreisen.  Milinowski    Crelle  L  XXXVI, 

108. 

Abiählende  Geometrie. 

265.  Die  fundamentalen  Anzahlen  und  Ausartungen  der  cubi sehen  Plancurven  null- 

ten Geschlechts.     H.  Schubert.     Mathem.   Annal.  XIII.   429.     [VergL 
Bd.  XXIII,  Nr.  111.] 

266.  Beschreibung  der  Ausartungen  der  Raumcurve  dritter  Ordnung.    H.  Schu- 

bert.   Mathem.  Annal.  XV,  529. 

257.  Ueber   die  ein -zweideutige  Beziehung  zwischen   den  Elementen   einstufiger 

Grundgebilde.    H.  Schubert.    Crelle  LXXXVIII,  311. 

258.  Ueber  unendlich- vieldeutige  geometrische  Aufgaben,   insbesondere  über  die 

Schlies8ungsprobleme.    Hurwitz.    Mathem.  Annal.  XV,  8. 
269.  Ueber  singulare  Tangenten  algebraischer  Flächen.    Krey.    Mathem.  AnnaL 
XV,  211. 
Vergl.  Stereometrie  595. 

Aerodynamik. 

260.  On  the  law  connecting  the  velocdtv  and  direction  of  the  wind  with  the  baro- 

metric  gradient.    Ferrel.    Wash.  Bull.*  I,  106. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

261.  Die  Multiplicität  der  Schnittpunkte  zweier  algebraischer  Curven.    O.  Stolz. 

Mathem.  Annal.  XV,  122. 

262.  Ueber  die  Hesse'sche  Curve.    Brill.    Mathem.  Annal.  XIII,  175. 
268.  Zur  Theilung  des  Winkels.    Radicke.    Grün.  Archiv  LXIII,  328. 

264.  ün   the  Classification  of  plane  curveB  of  the  third  order.    Jeffery.     Quart. 

Journ.  math.  XVI,  98. 
266.  Recherches  sur  les  courbes  planes  du  troisieme  degrg.    Halphen.    Mathem. 

Annal.  XV,- 359. 

266.  On  plane  cubics  of  the  third  class  with  three  single  foci.    Jeffery.    Quart. 

Journ.  math.  XVI,  66,  348.     [Vergi.  Bd.  XXIlT,  Nr.  12.] 

267.  On  eubie  curves.    Sharp.    Quart.  Journ.  math.  XVI,  186,  298. 

268.  Beitrag  zur  Theorie  der  Kardioide.    Zahradnik.    Grün.  Archiv  LXIII,  94. 

[Vergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  8.] 

269.  Enveloppe  de  la  droite  de  Simpson.   Badoureau.   N.  ann.  math.  XXXVUI,  33. 

270.  Lieu  du  point  de  la  tangente  ä  Phypocycloide  xl*+yf*-=.rl%  qui  est  conjugue 

harmonique  du  point  de  contact  par  rapport  aux  axes  de  coordonnees. 
Lez.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  322. 
Vergl.  Cycloide.    Ellipse.    Hyperbel.    Invariantentheorie  449.   Kegelschnitte. 
Kreis.    Krümmung  482.    Parabel.     Trajectorie. 


*  Unter  Wathingt.  Ball,  verstehen  wir  von  Jetst  an  dai  „Bulletin  of  the  Philoiophioal  8ocietj 
of  Washington". 
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Analytische  Geometrie  des  Saumes. 

271.  Ueber  Baumearven  und  Developpable.    Voss.    Mathem.  Annal.  XIII,  232. 

272.  Ueber  ein  Gebilde  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes,  welches  dem  Con- 

nexe  zweiter  Ordnung  und  erster  Classe  entspricht.    R.  Krause.    Math. 
Annal.  XIV,  294. 

273.  Die  dreiaxigen  Coordinaten  in  den  Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades. 

Veitmann.    Grün.  Archiv  LXIV,  113. 

274.  Ueber  die  Bedingung,  unter  welcher  eine  variable  Gerade  Haupt  normale  einer 

Curve  sein  kann,  und  verwandte  Fragen.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXIII, 
869. 

275.  Ueber  vier  Tangenten  einer  Baumcurve  dritter  Ordnung.    Voss.    Mathem. 

Annal.  XUI,  168. 

276.  Ueber  das  simultane  System  zweier  quaternärer  Formen  zweiten  Grades  und 

eine  allgemeine  algebraische  Parameterdarstellung  der  Baumcurve  vierter 
Ordnung  p  =  l.    Westphal.    Mathem.  Annal.  XIII,  1. 

277.  Plan  de'erit  par  une  droite  tournant  sous  certaines  conditions  autour  de  son 

milieu.    Cottereau.    K  ann.  math.  XXXVHI,  172. 

278.  Sur  une  proprio  caractäristique  des  heüces.  Appell.  Grün.  Archiv  LXIV,  19. 

279.  Proprie* te  de  la  droite  qui  mene  du  sommet  d  une  pyramide  au  centre  de 

gravis  de  sa  base.    LeinchugeL    N.  ann.  matn.  XXXVIII,  419. 
Vergl.  Ellipsoid.    Formen  364.     Hyperboloid.    Krümmung  483,  484,  486. 
Krümmungslinien.  Kugel.  Mannicnfaltigkeiten.  Oberflächen.  Oberflächen 
zweiter  Ordnung. 

Astronomie» 

280.  Memoire   sur   la   theorie   des  perturbations   des  mouvements  des   cometes. 

E.  Mathieu.    Journ.  mathe*m.  Se"r.  3,  V,  379. 

281.  Observations  et  orbites  des  satellites  de  Mars  avec  les  ephemerides  pour  1879. 

A.  Hall.    Journ.  mathe'm.  Sär.  8,  V,  143. 
Vergl.  Chronologie.    Determinanten  307,  308,  809.    Geschichte  der  Mathe- 
matik 407.    Graphische  Auflösungen. 

Attraktion. 

282.  Elementare  Ableitung   des  Newton'schen  Gravitationsgesetzes  aus  den  drei 

Kepler'schen  Gesetzen.    Helm.    Gran.  Archiv  LXUI,  326. 

283.  Freier. Fall  auf  einem  Punkte  der  Erdoberfläche.     Hoppe.     Grün.  Archiv 

LXIV,  96. 

284.  Zur  Theorie  der  Attraction  einiger  Rotationskörper,  deren  Gestalt  sich  nur 

wenig  von  der  einer  Kugel  oder  einer  Kugelschale  unterscheidet,  v.  Hoepf- 
lingen-Bergendorf.    Grün.  Archiv  LXUI,  310. 
Vergl.  Potential  562. 

B. 

Bernonlli'seho  Zahlen.  , 

285.  Zur  Theorie  der  Bernoulli'schen  Zahlen.    Stern.    Crelle  LXXXVI1I,  85. 

286.  Table  of  the  values  of  the  first  sixty  two  numbers  of  Bernoulli.    Adams. 

Crelle  LXXXV,  269. 

Bestimmte  Integrale. 

287.  Ueber  Convergenz  von  Integralen  mit  nicht  verschwindendem  Argument.    Du 

Bois-Beymond.    Mathem.  Annal.  XIH,  251. 

288.  Entwickelung  aller  Eigenschaften  der  Logarithmen  und  Kreisfunctionen  aus  dem 

bestimmten  Integral.    Entleutner.    Grün.  Archiv  LXUI,  226. 

289.  Ueber  einige  bestimmte  Integrale.    Bach  mann.    Mathem.  Annal.  XV,  424. 

290.  Discussion  eines  mehrfachen  Integrals.    Sersawy.    Grün.  Archiv  LXIV,  30. 

C. 

Capillarität. 

291.  Beitrag  zur  Theorie  der  Capillarität.    Beinhold.    Grün.  Archiv  LXQI,  HO. 

Chronologie. 

292.  Calendar  formulae.    E.  B.  Elliott.    Washingt.  Bull.  U,  37. 

293.  A  calendar  proposed  by  a  Persian  asfronomer  in  1079.    W.  B.  Taylor. 

Washingt.  Bull.  H,  S8. 

294.  A  calendar  of  the  Dakota  Indians.     Mallery.    Washingt.  Bull.  II,  90.  — 

Powell  ibid.  93.  —  Abbe  ibid.  93.  —  Parker  ibid.  94.  —  Gill  ibid.  94. 
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Combinatorik. 

295.  Einige  Aufgaben  aus  der  Combmationsrechnung.    Sinram.     Grün.  Archiv 

LXIII,  445. 

296.  Ueber  einige  Relationen  zwischen  den  Combinationssummen  der  Quadrate  der 

geraden  und  ungeraden  Zahlen,    v.  Oppolzer.  Mathem.  Annal.  XIII,  405. 

297.  On  maffic  Squares.    Frisby.    Washingt.  Bull.  III,  143. 

298.  Triangle  magique.    Lionnet.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  525. 

Convergens. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale  287.    Reihen  571,  576,  577,  578. 

Cubator. 

299.  Rapport  du  volume  d'un  cöne  a  celui  d'une  spherc  la  surface  laterale  du  cdne 

£tant  äquivalente  a  la  surface  d'une  zone  sphenque.  L  ann  es.  N.  ann. 
math.  XXXVIII,  310. 

300.  Neue  Berechnung  des  Volumens  eines  Prismatoids.    Sinram.    Grün.  Archiv 

LXIII,  440. 
Vergl.  Kugel  489. 

Cubikwnrtsl. 

301.  Mlthodes   expäditives  pour  Textraction   de   la  racine  cubique  des  nombres 

entiers  ou  decimaux.    Do  stör.    Grün.  Archiv  LXIV,  821. 

Cubisehe  Beste. 
Vergl.  Quadratische  Reste. 

Cyeloids. 

302.  On  prend  sur  la  tangente  ä  une  cycloYde  fixe,  ä  partir  du  point  de  contact, 

une  longueur  proportionelle  au  rayon  de  courbure  en  ce  point;  Textrd- 
mite*  de  cette  longueur  de*crit  une  autre  cyclolde.  Lez.  N.  ann.  math. 
XXXVIII,  475. 

Cylinderfonctionen. 
303  Zur  Theorie  der  Bessel'schen  Functionen.    Lommel.    Mathem.  AnnaL  XIV, 
510. 


Determinanten. 

304.  Ein  Beweis  des  Multiplioationstheorems  für  die  Determinanten.    Koenig. 

Mathem.  Annal.  XIV,  507. 

305.  Sur  les  dlterminants  .composes.    Sylvester.    Crelle  LXXXVÜI,  49. 

306.  On  certain  functjons  allied  to  Praffians.  Tanner.   Quart.  Journ. math.  XVI,  34. 

307.  Sur  un  däterminant  symätrique  qui  comprend  comme  cas  particnlier  la  pre- 

miere  partie  de  le'quation  seculaire.    Sylvester.    Crelle  LXXXVIlf,  6. 

308.  Preuve  instantanee  d'apres  la  me'thode  de  Fourier,  de  la  re'alite'  des  racine« 

de  l'dquation  säcuiaire.    Sylvester.    Grelle  LXXXVIlf,  4. 

309.  Sur  lMquation  dont  dependent  les  inlffalites  seculaires  des  planetes.    Sou- 

rander.    Journ.  mathem.  Ser.  s,  V,  195. 

310.  On  a  special  form  of  determinants  and  on  certain  functions  of  n  variables 

analogous  to  the  sine  and  cosine.  Glaisher.  Quart  Journ.  math.  XVI,  15. 

311.  Ueber  gewisse  Determinanten.    Voss.    Mathem.  Annal.  XIII,  161. 

312.  Evaluation  d'un  certain  däterminant.    Dostor.    Grün.  Archiv  LXIV,  57. 

313.  Calcnl  d'un  de*terminant    Lemonnier.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  518. 

Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  262.  Kegelschnitte  453.  Maxima  und 
Minima  499. 

Difitrentlalausdruok. 

314.  Ueber  adjungirte  lineare  Differentialausdrücke.    Frobenius.    Crelle  LXXXV, 

185. 

315.  Ueber  die  Transformation  von  Differentialausdrücken  vermittelst  elliptischer 

Coordinaten.    Gundelfinger.    Crelle  LXXXV,  80. 

316.  Ueber  die  Transformation  einer  gewissen  Gattung  von  Differentialgleichungen 

in  krummlinige  Coordinaten.    Gundelfinger.    Crelle  LXXXV,  895. 

317.  On  the  transformation  of  a  linear  differential  ezpression.    Tann  er.    Quart. 

Journ.  math.  XVI,  45,  58. 

DUTeitatUlglsiehiingsn. 

318.  Ueber  homogene  totale  Differentialgleichungen .  Frobenius.  Crelle  LXXXVI,  1 . 
819.  Zur  Theorie  der  lmearen  Differentialgleichungen.    Thome\    Crelle  LXXXV  11, 

222.    [Vergl.  Bd.  XXIU,  Nr.  408.J 
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320.  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,   welche   alge- 

braische Integrale  besitzen.   Fuchs.  CrelleLXXXVtl.    [Vergl.  Bd.  XXlII, 
Nn  409.] 

321.  Ueber   die  zweite  Speciallösung  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 

Ordnung.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXIV,  879. 

322.  Integration  einiger  linearen  Differentialgleichungen.     S.   Spitzer.     Crelle 

LXXXVHI,  343. 

323.  Sur  l'tfquation  du  second  ordre  Myy"+Ny't  =  f(x).    Worms  de  Romilly. 

N.  ann.  math.  XXXVIII,  77. 

324.  On  Riccati's  equation   and  Bessel's   equation.     Greenhill.     Quart  Journ. 

math.  XVIj  294. 

325.  Integration  zweier  Differentialgleichungen.    S.Spitzer.    Grün.  Archiv  LXIV, 

393. 

326.  Ueber  partielle  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung,   die  intermediäre 

erste  Integrale  besitzen.   Baecklund.   Mathem.  Annal.  XIII,  63 .    [Vergl. 
Bd.  XXIV,  Nr.  61.] 

327.  Zur  Theorie  der  Charakteristiken  der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter 

Ordnung.    Baecklund.    Mathem.  Annal.  XIII,  411. 

328.  Memoire  sur  les  equations  simultantfes  aux  dtfrivtfes  partielles  du  premier 

ordre  a  une  seule  fonction  inconnue.     H.  Laurent.    Journ.  mathtfm. 
Stfr.  3,  V,  249. 

329.  Etüde   des  Solutions  simples  des  equations  aux  difftfrences  partielles  de  la 

physique  mathtfmatique.    E.  Mathieu.    Journ.  mathem.  Stfr.  3,  V,  6. 
Vergl.  Differentialau8drucfr816. 


EUstieitit. 

330.  Rtfsumtf  d'une  Conference  sur  la  thtforie  mathtfmatique  de  Ftflasticittf  faite  aux 

Kleves  de  l'tfcole  polytechnique  (promotion  de  1877-1879).  ResaL  Journ. 
mathtfm.  Stfr.  3,  V,  227. 

331.  Ueber  die  elastischen  Schwingungen  einer  isotropen  Eugel.   Jaerisch.    Crelle 

LXXXVUI.  131. 

332.  On  the  distortion  of  a  solid  elastic  sphere.    Pearson.    Quart.  Journ.  math. 

XVI,  876. 

Elektrodynamik. 

333.  Zur  Theorie  der  stationären  elektrischen  Strömung.  Herwegen.  Grün.  Archiv 

LXIII,  62. 

334.  The  steady  motion  of  electricity  in  spherical  current  sheets.    Hill.    Quart 

Journ.  math.  XVI,  306. 

335.  Ueber  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  Leitern,  welche  aus  heterogenen 

Theilen  bestehen.    Bobylew.    Mathem.  Annal.  XIII,  188. 

336.  Sur  la  mtfthode  d'tflimination  Bezout-Cauchy.  Hioux.  N.  ann.  math.  XXX VIII, 

289.    fVergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  812.J 

337.  Die  Factorenzerlegung  ganzer  Functionen  und  damit  zusammenhängende  Eli- 

minationsprobleme.   Ko eilig.    Mathem.  Annal.  XV,  161. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  261.    Trigonometrie  621. 

Ellipse. 

338.  Propritfttf  de  la  tangente  ä  l'ellipse;  construction  du  point  commun  ä  deux 

normales  infinünent  voisines;  directrice  relative  ä  un  foyer.    Maleyx. 
N.  ann.  math.  XXXVIII,  86. 

339.  Beitrag  zur  Ellipse«    Sinram.    Grün.  Archiv  LXIII,  443. 

Vergl.  Mechanik  512.    Planimetrie  556. 

Elliptoid. 
840.  On  donne  un  ellipsoide  et  un  point  A,  trouver  un  point  B  tel  que,  en  menant 
par  ce  point  un  plan  quelconque  P,  la  droite  AB  Boit  toujours  Tun  des 
axes  da  cöne  qui  a  pour  sommet  le  point  A  et  pour  base  la  section  de 
l'ellipaolde  par  le  plan  P.    Bourguet    N.  ann.  math  XXXVUI,  170. 
341.  Probleme  sur  rellipsoi'de.    Ed.  Lucas.    N.  ann.  math.  XXXVHI,  304. 
842.  On  a  epace- locus  connected  with  the  ellipsoid.     Glaisher.    Quart  Journ. 
math.  XVI,  283.  ' 
Vergl.  Hydrodynamik  432. 
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Elliptische  Transeendenten. 

343.  Theorie  e*le*mentaire  des  fonctions  elliptiques.    H.  Laurent.    N.  ann.  math. 

XXXVUI,  126,  145.     [Vergi.  Bd.  XXIV,  Nr.  320.] 

344.  Lecons  sur  les  fonctions  doubiement  periodiques  raites  en  1847  par  M.  J.  Liou- 

ville.    Crelle  LXXXVIII,  277. 

345.  Sur  les  fonctions  doubiement  periodiques  conside're'es  comme  des  limites  des 

fonctions  algäbriques.    Biehler.    Grelle  LXXXVIII,  185. 

346.  Ueber  die  Addition  und  Multiplication  der  elliptischen  Functionen.     Frobe- 

nius  &  Stickelberger.    Crelle  LXXXVIII,  146. 

347.  Geometrische  Anwendung  der  Addition  elliptischer  Integrale.    Hoppe.    Gran. 

Archiv  LXIV,  274 

348.  Ueber  die  Erweiterung  des  Jacobi'schen  Transformationsprincips.    Koenigs- 

bereer.    Crelle  LXXXVII,  173. 

349.  Ueber   Modulargleichungen    bei    zusammengesetztem    Transformationsgrade. 

Gierster.    Mathem.  Annal.  XIV,  537. 

350.  Zur   Transformationstheorie   der   elliptischen  Functionen.     Kiepert.     Crelle 

LXXXV1I,  199;  LXXXVIII,  205 

351.  Ueber  die  Erniedrigung  der  Modulargleichungen.    F.  Klein.    Mathem.  Annal. 

XIV,  417. 

352.  Ueber  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  und  die  Auflösung  der 

Gleichungen  fünften  Grades.    F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XIV,  111. 
353  Ueber   die   Transformation   siebenter   Ordnung   der  elliptischen  Functionen. 

F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XIV,  42R. 
354.  Ueber   die  Jacobi'ßche  Modulargleichung  vom   achten  Grade.     Brioschi. 

Mathem.  Annal.  XV,  241. 
855.  Ueber  die  Transformation  elfter  Ordnung  der  elliptischen  Functionen.  F.  Kl  ein. 

Mathem.  Annal.  XV,  533. 

356.  Ueber  Multiplicatorgleichungen.    F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XV,  86. 

357.  On  a  formufa  in  elhptic  functions.    Glaisher.    Quart  Journ.  math.  XVI,  382. 

358.  On  certain  algebraical  identities.    Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XVI,  281. 

Vergl.  Ultraelliptische  Transcendenten. 

F. 

Formen. 

359.  Theorie  der  linearen  Formen  mit  ganzen  Coefficienten.    Frobenius.    Crelle 

LXXXVI,  146;  LXXXVIII,  96. 

360.  Ueber  linear  -abhängige  Punktsysteme.    Rosanes.    Crelle  LXXXVIII,  241. 

361.  Sur  une  proprio  des  formes  algäbriques  präparees.    Le  Faige.    Mathem. 

Annal.  XV,  206. 

362.  Sur  les  formes  quadratiques  binaires  inde'finies.    Mark  off.    Mathem.  Annal. 

XV,  381. 

363.  Ueber  Schaaren  von  bilinearen  und  quadratischen  Formen.    Stickelberge r. 

Crelle  LXXXVI,  20. 

364.  Darstellung  binärer  Formen  auf  der  cubischen  Raumcurve.   R.Sturm.   Crelle 

LXXXVJ    116. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  276.    Invariantentheorie. 

Functionen. 

365.  Sur  le  developpement  des  fonctions  de  M.  Weierstrass  suivant  les  puissances 

croissantes  de  la  variable.    D.  Andre*.    Journ.  mathe'm.  Se*r.  3,  V,  31. 

366.  Developpements  des  trois  fonctions  Al(x\  Alx(x\  A  lt{x)  suivant  les  puissances 

croissantes  du  module.    D.  Andre*.    Journ.  mathe'm.  Se'r.  8,  V,  131. 

367.  Ueber  die  Functionen,  welche  durch  Reihen  von  der  Form  dargestellt  werden 

l  +  £  £  £  +  ££±!  £££<£+l+...  Thomae.  CrelleLXXXVU,*«. 
l^g        1     2     j  g  +  lj    j+1 

368.  Sur  le  developpement  d'une  fonction  suivant  les  puisaances  croissantes  d'un 

polynome.    Laguerre.    Crelle  LXXXVIII,  35. 

369.  Ueber  Gruppen  von  vertauschbaren  Elementen.     Frobenius  &  Stickel- 

berger.   Crelle  LXXXVI,  217. 

370.  Ueber  diejenigen  algebraischen  Gleichungen  zwischen   zwei  veränderlichen 

Grössen,  welche  eine  Schaar  rationaler  eindeutig  umkehrbarer  Transfor- 
mationen in  sich  selbst  zulässt.    H.  A.  Schwarz.    Crelle  LXXXVII,  139. 

371.  On  the  octahedron  function.    Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XVI,  28a 
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372.  Neuer  Beweis  des  Satzes,  dass  nicht  jeder  Curve  vierter  Ordnung  ein  Fünfeeit 

eingeschrieben  werden  kann.    Lüroth.    Mathem.  Annal.  XIII,  648. 

373.  On  Cauchy's  theoreni  relating  to  the  factors  of  (a;+y)*  — a?*  — y\     Muir. 

Quart.  Journ.  math.  XVI,  9.  —  Glaisher  ibid.  89.    [Vergl.  Bd.  XXIV, 
Nr.  340.] 

374.  Sur  l'entreplacement  d'ane  fonction  par  rapport  ä  ane  autre.    Sylvester. 

Crelle  LXXXVIII,  1. 
376.  Genäralisation  des  fonctions  Xn  de  Legendre  au  cas  de  deux  entiers,  ou  des 

fonctions  qui  naissent  du  developpement  des  expressions  [1  -  2  et x + a*]~    2    . 
Escary.    Journ.  mathe'm.  Sär.  3,  V,  47. 

376.  Zur  Theorie  des  Borchard fachen  arithmetisch -geometrischen  Mittels  aus  vier 

Elementen.  Schering.  Crelle  LXXXV,  115.  [Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr  76.] 
Vergl.  Bernoulli'ßche  Zahlen.  Bestimmte  Integrale.  Cylinderfunctionen.  De- 
terminanten. Differentialausdruck.  Differentialgleichungen.  Elliptische 
Transcendenten.  Formen.  Kettenbrüche.  Eugelfunctionen.  Logarithmen. 
Operationscalcul.  Substitutionen.  Thetafunctionen.  Ultraelliptische  Trans- 
cendenten.   Unendlich. 

Oeodisi«. 

377.  Fragen  aus  der  mathematischen  Geographie  zur  Uebung.    Hoppe.    Grün. 

Archiv  LXIII,  331. 

378.  Beitrage  zur  mathematischen  Geographie.   Klinger.   Grün.  Archiv  LXJ1I,  337. 

Geometrie  (höhere). 

379.  Vereinfachung  des  Problems  der  raumlichen  Projectivität.    R.  Sturm.    Ma- 

them. Annal.  XV,  407. 

380.  Zur  Theorie  der  linearen  Connexe.    Voss.    Mathem.  Annal.  XV,  355. 

381.  Geometrische  Untersuchungen  über  Strahlencomplexe  ersten  und  zweiten  Gra- 

des.   Schur.    Mathem.  Annal.  XV,  432. 
882.  Ueber   cyklisch-proiectivische  Punktgruppen  in  der  Ebene  und  im  Baume. 
Lflroth.    Mathem.  Annal.  XIII,  305. 

383.  Zur  allgemeinen  Theorie  der  Curven  und  Flächen.    Beck.    Mathem.  Annal. 

XIV,  207. 

384.  Recherches  sur  les  systemes  polaires.    Jung.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  444. 
885.  Zur  Geometrie  von  Punktgruppen  auf  dem  Kreise.     S.  Kantor.     Mathem. 

Annal.  XIV,  323. 

386.  Verallgemeinerung  eines  Poncelet'schen  Satzes.    S.Kantor.    Crelle  LXXX VI, 

269. 

387.  Ueber  die  Schnittpunktsysteme  einer  algebraischen  Curve  mit  nicht- adjungir- 

ten  Curven.    Noether.    Mathem.  Annal.  XV,  507. 

388.  Ueber  die  Festlegung  projectiv  veränderlicher  ebener  Systeme.    Burmester. 

Mathem.  Annal.  XIV,  472. 

389.  On  the   correspondence  of  homographies  and  rotation.    Cayley.    Mathem. 

Annal.  XV,  238. 

390.  Sur  quelques  proprie'te's  des  foyers  des  courbes  alglbriques  et  des  focales  des 

coneß  alg£bnques.    Laguerre.    N.  ann.  math.  XXXVDI,  57. 

391.  Beweis   eines  Satzes   über  Projectionen      Sucharda.     Grün.  Archiv  LXIV, 

105. 

392.  Bemerkungen  über  das  Erzeugniss  eines  eindeutigen  Strahlenbüschels  und  eines 

zweideutigen  Strahlensystems  zweiter  Classe.    Ameseder.    Grün.  Archiv 
LXIV,  109. 

393.  Ueber  Fusspunktcurven  der  Kegelschnitte.    Ameseder.    Grün.  Archiv  LXIV, 

143,  145. 

394.  Ueber  die  negativen  Fusspunktcurven.     Ameseder.     Grün.  Archiv  LXIV, 

164. 
896.  Negative   Fusspunktcurven   der   Kegelschnitte.     Ameseder.     Grün.  Archiv 
LXIV,  170. 

396.  Astroiden.    Ameseder.    Grün.  Archiv  LXIV,  177. 

397.  Zur  Geometrie  der  Geraden.    Hain.    Grün.  Archiv  LXIV,  267. 

898.  Zur  Construction  symmetrischer  Punktsysteme.    Hain.    Gran.  Archiv  LXIV, 

398. 
399.  Ueber  die  Kummer'sche  Configuration  von  16  Punkten  und  16  Ebenen.    Reye. 

Crelle  LXXXVI,  209. 
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400.  Sur  deox  modes  de  transformation  de  figures  solides.    Amigues.    N.  ann. 

math.  XXXVHI,  648. 
VergL  Formen  860.    Hyperboloid  440.    Substitutionen  604. 
Geschichte  der  Mathematik. 

401.  Trois  regles  de  multiplication  abre*ge*e  extraites  da  Talkhys  amali  al  hissab. 

A.  Marre.    N.  ann.  math.  XXXVHI,  260. 

402.  Ueber  die  Rechtschreibung  Witulo.    Curtze.    Grün.  Archiv  LXIV,  432. 

403.  Zu  dem  Satze  Fermat's.    ßaltzer.    Crelle  LXXXVII,  172. 

404.  Ueber  Newton's  erste  Methode  zur  Beschreibung  eines  Kegelschnittes  durch 

fünf  gegebene  Punkte.    Grunert.    Grün.  Archiv  LXIV,  337. 

405.  Zur  Geschichte  des  Potentials.    Baltzer.    Crelle  LXXXVI,  213. 

406.  The  history  of  MalfattTs  Problem.    Baker.    Washingt  Bull.  II,  113. 

407.  On  reference  catalogues  of  astronomical  papers  and  memoire.  E.  S.  Holden. 

Washingt   Bull.  II,  96. 

408.  Hermann  Günther  GrasamamVs  Leben  und  Arbeiten.     Sturm,   Schroeder 

&  Sohncke.    Mathem.  Annal.  XIV,  1. 

409.  Necrology  for  Joseph  Henry  f  13.  May  1878.   Welling  &  Taylor.    Washingt. 

BullU,  203.  —  Parker  ibid.  868.  —  Alvord  ibid.  370. 
Vergl.  Chronologie  293.    Elliptische  Transcendenten  344. 

Gleichungen, 

410.  Sur  la  regle  des  eignes  de  Descartes.   Laguerre.  N.  ann.  math.  XXXVHI,  5. 

411.  Comparaison  de  la  mäthode  d'approximation  de  Newton  ä  celle  dite  des  parties 

proportionelles     Maleyx.    N.  ann.  math.  XXXVHI,  218. 

412.  Application  of  the  Newton -Fourier  method  to  an  imaginary  root  of  au  equa- 

tion.    Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XVI,  179. 

413.  Sur  les  equations  r&olubles  algäbriquement.    Boldt.    Crelle  LXXXVH,  1. 

414.  Sur  la  limite  des  racines  reelles  d'une  äquation  de  degrd  quelconqne.    G.  de 

Longchamps.    N.  ann.  math.  XXXVHI,  49. 

415.  Note  sur  une  proprio  des  equations  dont  toutes  les  racines  sont  reelles. 

Sylvester.    Crelle  LXXXVH,  217. 

416.  Sur  une  classe  d'e'quations  algebriques  dont  toutes  leB  racines  sont  reelles 

Biehler.    Crelle  LXXXVII,  360. 

417.  Sur  les  racines  de  «■  —  (a*— o+c)aj  +  a6  =  0.     S.  Realis.     N.  ann.  math. 

XXXVHI,  468. 

418.  Solution  du  cas  irreductible.    Weichold.    Journ.  mathlm.  Ser.  3,  V,  293. 

419.  Beitrag  zu  den  Auflösungen  der  Gleichungen  vom  zweiten,  dritten  und  vier- 

ten Grade.    Sinram.    Grün.  Archiv  LXIV,  296. 

420.  Sur  les  äquations  du  troiaieme  et  du  quatrieme  degrd  dont  les  racines  s'ex- 

priment  sans  l'emploi  des  radicaux  cubiques.    S.  ßealis.    N.  ann.  math. 
XXXVHI,  296. 

421.  Divisibilite*  de  ««»-n,j:"+,  +  2(nl— l)X*-n7xn~l  +  1  par  (ä-1)4.    Pisani. 

N   ann.  math.  XXXVHI,  430. 

422.  Somme  des  puissances  t  des  racines  de  x*n+pxn  +  q  =  Q,  lorsque  t  est  mul- 

tiple de  n.    Fauquembergue.    N.  ann.  math,  XXXVIII,  376. 

423.  Auflösung  der  dreigliedrigen  algebraischen  Gleichung.    Farkas.    Grün.  Ar- 

chiv LXIV,  24. 

424.  Sur  les  coefficients  e'gale's  ä  ze"ro  des  diffe'rentes  puissances  de  er  dans  le  de*ve- 

loppement  de  (1  —  2xa  +  ar}*.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  XXXVIIJ, 
321. 

425.  Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fünften  Grade.    Brioschi.    Ma- 

them. Annal.  XHI,  109. 

426.  Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fünften  Grade.    Gordan.    Ma- 

them. Annal.  XIII,  875. 

427.  Auflötung  der  Gleichungen  fünften  Grades.    Kiepert.    Crelle  LXXXVH,  114. 

428.  Ueber  die  Auflösung  gewisser  Gleichungen  vom  siebenten  und  achten  Grade 

F.  Klein     Mathem.  Annal.  XV,  251. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  261.    Determinanten  307,  308,  309. 
Elimination.     Elliptische  Transcendenten   351—356.     Stereometrie  597. 
Substitutionen  602,  608,  604. 

Graphische  Auflösungen. 

429.  Sur  la  re*solution,  au  moyen  de  tableaux  graphiques,  de  certains  problemes 

de  cosmograpbie  et  de  trigonomltrie  sphlrique.    Collignon.    N.  ann. 
math.  XXXVllI,  179.  -  Tissot  ibid.  287.  Digimed  by\jOO< 
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Hydrodynamik. 

430.  Cinematique   et   dynamique  des   ondes   courautes  bot  an  sphe'roTde  liquide. 

Application  a  Involution  de  la  protubärance  aatour  d'un  sphäroYde  liquide 
deforme*  par  l'attraction  d'un  aßtre  e'loigne'.  Guyon.  Journ.  maudm. 
Se*r.  3,  V,  69. 

431.  Vortex  motion  in  and  about  elliptic  cy linders.    Coates.    Quart.  Journ.  math. 

XVI,  81.     [Vergl.  Bd.  XXIV.  Nr.  386.] 

432.  Fluid    motion    between  conlocal  elliptic  cy  lindere  and  confocal  ellipsoids. 

Greenhill.    Quart.  Journ  math.  XVI,  227. 

433.  On  circular  vortex  rings.    Coates.    Quart.  Journ.  math.  XVI,  170. 

434.  Vortex  sheets.    Stearn.    Quart.  Journ.  math.  XVI,  271. 

436.  On  the  images  of  vortices  in  a  spherical  vessel.    Lewis.    Quart.  Journ.  math. 
XVI,  338. 

436.  On  the  motion  of  two  cy  linders  in  a  fluid.     Hicks.     Quart.  Journ.  math. 

XVI,  113,  193. 
Vergl.  Thetafunctionen  606. 

Hyperbel. 

437.  Proprio  de  l'hyperbole  e'quilatere.    Lacazette.    N.  ann.  math.  XXXVIII, 

324.  —  Charvet  ibid.  325. 

438.  Hyperboles  dont  le  foyer  et  une  asymptote  sont  donnäs.    Leinchugel.    N. 

ann.  math.  XXXVIII,  365. 

439.  Einen  Rotationskegel,  dessen  Axe  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  senk- 

recht steht,  nach  einer  Hyperbel  so  zu  schneiden,  dass  sowohl  die  hori- 
zontale, als  auch  die  verticale  Protection  gleichseitige  Hyperbeln  werden. 
Herzog.    Grün.  Archiv  LXIII,  429. 

Hyperboloid. 

440.  Ueber  ein  einfaches  Hyperboloid  von  besonderer  Art     H.  Schröter.    Crelle 

LXXXV,  26. 

441.  Ueber  ein  besonderes  Hyperboloid.    Vogt.    Crelle  LXXXVI,  297. 

442.  Theoreme  sur  les  Hyperboloides  de  Evolution  ayant  pour  axe  une  gäneratrice 

rectiligne  d'une  surface  donnee  du  second  degre*.  Bouglä.  N.  ann« 
math.  XXXVIII,  13. 

I. 

Integration  (»bestimmte). 

443.  Zur  Integration  irrationaler  Ausdrücke.    H.  Gebhard.    Grün.  Archiv  LXIII, 

334. 

Invarieatentheorie. 

444.  Ueber  die  schiefe  Invariante  einer  bilinearen  oder  quadratischen  Form.   Fro- 

benius.    Crelle  LXXXVI,  44. 

445.  Sur  les  covariants  des  formes  binaires.    C.  Jordan.    Journ.  mathe*m.  Ser.  3, 

V,  345.     [Vergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  183.J 

446.  On  a  theorem  relating  to  covariants.    Cayley.    Crelle  LXXXV1I,  82. 

447.  On  a  oovariant  fonnuia.    Caylev.    Quart.  Journ.  math.  XVI,  224. 

448.  Sur  les   actions  mutuelles   des   formes  invariantives   derivles.     Sylvester. 

Crelle  LXXXV,  89. 

449.  Ueber  die  Zerlegbarkeit  einer  ebenen  Linie  dritter  Ordnung  in  drei  gerade 

Linien.    Theer.    Mathem.  Annal.  XIV,  645. 

Xegelseknitte. 

450.  Sur  la  thäorie  des  caracteristiques  pour  les  coniques.    Halphen.    Mathem. 

Amial.XV,  16. 

451.  Das  Sechseck  im  Räume.    Hesse.    Crelle  LXXXV,  304. 

452.  Sur  une  demonstration  due  ä  Mr.  Catalan  des  theoremes  de  Pascal  et  de 

Brianchon.    Folie.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  238. 

453.  Untersuchung  der  Kegelschnittnetze,  deren  Jacobi'sche  oder  Hermite'sche  Form 

identisch  verschwindet.    Hahn.    Mathem.  Annal.  XV,  111. 

454.  Sur  les  familles  de  courbes  orthogonales  uniqnement  composäes  de  coniques. 

Appell.    Grün    Archiv  LXIII,  50. 
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466.  Ergänzende  Berichtigung  zum  Aufsatze  „Neue  Eigenschaft  der  Kegelschnitte*1. 
Zahradnik.    Grün.  Archiv  LXI1I,  93.    [Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  428.] 

466.  Zur  Theorie  der  Kegelschnitte.    Milinowski.    Crelle  LXXXVI,  290. 

467.  Sur  une  courbe  du  troisieme  degre*  et  ses  rapports  avec  une  conique  donnee. 

Guillet.    N.  ann.  math   XXXVIII,  283. 

458.  Nouvelle  dätermination  analytique  des  foyers  et  directrices  dans  les  sections 

coniques  repre*sent6es  par  leurs  e^uations  g^nerales;  prec£dee  des  exprea- 
sions  ge'ne'ralee  des  divers  elöments  que  l'on  distingue  dana  les  coorbe* 
du  second  degre*;  et  suivie  de  la  dätermination  des  coniques  a  centre  par 
leur  centre  et  les  extröinites  der  deux  de*mi - diametres  conjugues.  Dos- 
tor.    Grün.  Archiv  LX1I1,  113. 

459.  Coniques  ayant  au  foyer  et  la  directrice  correspondante  en  commun.    Ro 

baglia.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  368. 

460.  Sur  une  conique  et  ses  cercles  simplement  tan  gen  U  en  un  point.    Fauqueni- 

bergue.    N.  ann.  math   XXXVIII,  325. 

461.  Ueber  die  Theilung  der  Seiten  eines  Dreiecks.   Hain.   Grün.  Archiv  L XIII,  403. 

462.  Zur  Involution.    Hain.    Grün.  Archiv  LXIII,  407. 

463.  Sur  une  propriäte*  du  cercle  jouissant  de  la  proprie'te'  que  de  chacun  de  ses 

points  on  voit  sous  un  angle  droit  une  conique  donnee.  Laguerre. 
N.  ann.  math.  XXXVIII,  204. 

464.  Sur  la  relation  que  existe  entre  un  cercle  circonscrit  ä  un  triangle  et  les  ele*- 

ments  d'une  conique  inscrite  dans  ce. triangle.  Laguerre.   N.  ann,  math. 
XXXVIII,  241. 
466.  Sur  la  relation  qui  existe  entre  un  cercle  circonscrit  ä  un  quadrilatere  et  les 
e*le"ments  d1une  conique  inscrite  dans  ce  quadrilatere.  Laguerre.  N.  ann, 
math.  XXXVIII,  246. 

466.  Conique  engendräe  au  moyen  d*un  triangle,  de  deux  points  de  la  circonfS- 

rence  circonscrite  et  de  1'angle  variable  sous  lequel  on  mene  des  trans- 
versales des  deux  points  aox  trois  cötäs.  Moret-Blanc.  N.  ann.  math. 
XXXVIII,  874. 

467.  Sur  la  propriäte*  de  la  tangente  aux  sections  coniques  demonstree  en  conai- 

de"rant  cette  tangente  comme  intersection  du  plan  de  la  courbe  avec  le 
plan  tangent  au  c6ne  droit  sur  lequel  eile  se  trouve.  Maleyx.  N.  ann. 
math.  XXXVIII,  95. 
Vergl.  Abbildung  254.  Ellipse.  Geometrie  (höhere)  393,  395,  896.  Geschichte 
der  Mathematik  404.  Hyperbel.  Kreis.  Maxima  und  Minima  600,  601. 
Oberflächen  624,  681.    Parabel. 

Kettsnbr&ehe. 

468.  Sur  une  extension  donnee  ä  la  thäorie  des  fractions  continues  par  M.  Tche- 

bychef.    Hermite.    Crelle  LXXXVIII,  10. 

469.  Ueber  die  Kettenbruchentwickelung  für  die  Irrationale  zweiten  Grades.   K.  £. 

Hoffmann.    Grün.  Archiv  LXIV,  1. 

470.  Die  Verwandlung  der  Irrationalen  ntra  Grades  in  einen  Kettenbruch.    K.  E. 

Hoff  mann.    Grün.  Archiv  LXIV,  9. 

Kreis. 

471.  Sätze  über  reguläre  Polygone.    Mentzner.    Mathem.  Annal.  XIII,  666. 

472.  Sur  certaines  proprie'te's  mätriques  relatives  aux  polygones  de  Poncelet.  Hai- 

phen.    Journ.  mathem.  8er.  3,  V,  285.    [Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  443.] 

473.  Die  Kadicalaxen  der  wichtigsten  Symmetriekreise  des  Dreiecks.  Hain.  Gran. 

Archiv  LXUI,  401. 

474.  Thloremes  aur  le  cercle.    Robaglia.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  420. 

475.  Proprie'te*  du  cercle  circonscrit  ä  un  triangle.    Boell.   N.  ann.  math.  XXXVIII, 

334. 

476.  Proprie'te  du  cercle  circonscrit  ä  un  triangle  dont  le  sommet  se  meut  sur  cette 

circonförence.    Terrier.    N.  ann.  math.  XXXVIII.  361. 

477.  Von  zwei  gegebenen  Punkten  ausserhalb  eines  gegebenen  Kreises  zwei  gleiche 

Secanten  zu  ziehen,  deren  Endpunkte  einen  gegebenen  Bogen  begrauen. 
Hoppe.    Grün.  Archiv  LXIV,  440. 

478.  Propriere  de  deux  points  d'une  droite  fixe  donne'e  qui  rencontre  une  circon- 

ference  donne'e  egalement  ainsi  que  deux  de  ses  points.  Robaglia. 
N.  ann.  math.  XXXVIII,  108. 

479.  Etant  donnes  dans  un  plan  un  cercle  0,  un  point  A  sur  la  circonförence  de 

ce  cercle  et  une  droite  quelconque  2),  trouver  sur  cette  droite  un  point 
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tel  que,  en  menant  de  ce  point  les  denx  tangentes  au  oercle  O  et  joignant 
les  points  de  contact  au  point  A,  lea  lignes  de  jonction  fassen t  entre 
elles  un  angle  donne*  V.    ftobaglia.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  421. 

480.  Un  point  et  une  droite  ätant  donnls,  nn  oercle  de  rayon  variable  est  tangent 

ä  la  droite  et  passe  par  le  point    Trouver  le  lien  des  pointe  du  cercle 

Sour  lesquek  la  tangente  est  perpendiculaire  ä  la  droite  donnle.  Guillet. 
r.  ann.  math.  XXXVIII,  31. 

481.  Ueber  gewisse  Quadrate,  die  an  zwei  gegebene  Kreise  geknüpft  sind.   Mack. 

Grün.  Archiv  LX1V,  225. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  406.    Oberflächen  zweiter  Ordnung  634. 
KectificatioD.    Zahlen theorie  644. 

Krfinunuig. 

482.  Untersuchung  einer  beliebigen  Curve  und  eines  ihr  zugehörigen  Krümmungs- 

kreises in  Betreff  des  gegenseitigen  Verhaltens  an  der  Stelle  der  Oscula- 
tion.    Mack.     Grün.  Archiv  LXIV,  182. 

483.  An  improved  form  of  writing  the  formula  of  C.  F.  Gauss  for  the  measure  of 

curvature.    Warren.    Quart.  Journ.  math.  XVI,  219. 

484.  Ueber  einige  Eigenschafken  der  Flachen  mit  constantem  Krümmungsmaass. 

Hazzidakis.    Crelle  LXXXVIII,  68. 

485.  Ueber  zwei  Raumformen  mit  constanter  positiver  Krümmung.  Killing.  Crelle 

LXXXVI,  76.    rVergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  538.] 

Krummmigsliiilen. 

486.  Lignes  de  courbure  de  la  surface  z  =  Lcosy  —  Lcosx.    De  Saint-Germain. 

N.  ann.  math.  XXXVIII,  201. 
Vergl.  Oberflächen  518. 

Kugel. 

487.  Zur  Theorie  der  reciproken  Radien.    Grassmann.    Mathem.  Ann.  XIII,  559. 

488.  A  pile  of  balls.    Doolittle.    Washingi  Bull.  III,  76. 

489.  Construire  sur  un  graud  cercle  d'une  sphere  comme  base  un  cöne  äquivalent 

ä  la  mottie*  du  volume  de  la  sphere.    Lez.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  111. 
Vergl.  Cubatur  299.    Trigonometrie  623,  624,  625. 

Xugelfunotlonen. 

490.  Ueber  eine  neue  Eigenschaft  der  Laplace'schen  Function  Y(">  und  ihre  An- 

wendung zur  analytischen  Darstellung  derjenigen  Phänomene,  welche 
Functionen  der  geographischen  Länge  und  Breite  sind.  F.  Neumann. 
Mathem.  Annal.  XIV,  567. 

L. 

Logarithmen. 

491.  On  the  use  of  logarithms  for  the  discussion  of  mnsical   iutervala.     E.  B. 

Elliott.    Washingt.  Bull.  II,  199. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale  288. 


Xanniehlaltifrkeiten. 

492.  Ueber  unendliche,  lineare  Punktmanmchfaltigkeiten.    G.  Gantor.    Mathem. 

Annal.  XV,  1.    [Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  456. J 

493.  Applications  of  geometry  of  four  dimensions  to  determine  moments  of  inertia 

of  bodies  whithout  integration.    Lewis.    Quart.  Journ.  math.  XVI,  162. 

494.  Beitrag  zur  Mannich  faltigkeitslehre.    Netto.    Crelle  LXXXVI,  263. 

495.  Einfachste  Sätze   aus  der  Theorie  der  mehrfachen  Ausdehnungen.    Hoppe. 

Grün.  Archiv  LXIV,  189. 

496.  Gleichung  der  Curve  eines  Bandes  mit  unauflösbarem  Knoten  nebst  Auflösung 

in  vierter  Dimension.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXIV,  224. 
VergL  Krümmung  485. 

Maxim*  und  nini«*- 

497.  Die  Kriterien  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen  Integrale  in  den 

isoperimetrischen  Problemen.     A.  Mayer.    Mathem.  Annal.  äIII,  63. 
498    Zur  Theorie  der  Curven  kürzesten  Umrings,  bei  gegebenem  Flächeninhalte, 

auf  krummen  Flächen.    Minding.    Crelle  LXXXVI,  279. 
499.  Sur  une  question  de  rainimum     Le  Co  inte.    N.  ann.  math.  XXXVIU,  23. 
Htet-Ut.  Abtfalg.  d.  ZeiUobr.  f.  Math.  n.  Pbj*.  XXV,  ö.  16 
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500.  Dans  un  segment  d'une  conique  quelcoqque  inscrire  un  trapeze  maximum,  la 

corde  qui  limite  le  segment  etant  une  des  bases  du  trapeze.  Lez.  N.  ann. 
math.  XXXVIII,  379. 

501.  Dans  une  coniqae  a  centre  inscrire  le  quadrilatere  maximum  ayant  pour  an 

de  868  cöte*8  un  diametre  donne*  et  pour  cöte*  oppose*  une  corde  parallele 
a  une  droite  donnee.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  425. 

Mechanik. 

502.  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.    Sloudsky.    N.  ann.  math.  XXXVIII, 

193. 

503.  Ueber  die  freie  Bewegung  eines  Körpers  ohne  Einwirkung  eines  Kraftepaares. 

Hoppe.    Grün.  Archiv  LXIV,  363. 

504.  Complement  ä  une  £tude  de  1871  sur  la  thäorie  de  lMquilibre  et  du  mouve- 

ment  des  solides  elastiques  dont  certaines  dimensions  sont  tres-petites 
par  rapport  a  d'autres.  Boussinesq.  Journ.  mathe'm.  S6r.  3.  V,  163, 
329.    [Vergl.  Bd.  XVIII,  Nr.  110.] 

505.  On  the  kinematics  of  a  plane.    Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XVI.  1. 

506.  Ueber  die  Zusammensetzung  der  nach  dem  Weberfschen  Gesetze  sich  ergeben- 

den Beschleunigungen.    C.  Neumann.    Mathem.  Annal.  XHI,  571. 

507.  Equilibre  d'un  certain  Systeme.   Moret-Blanc.   N.  ann. math. XXXVIII,  115. 

508.  Mouvement   d'un   point  matäriel  assivjetti   ä  rester  sur  une  Bphere  donnee. 

Tourrettes.    N.  ann   math.  XXXVIII,  97. 

509.  Mouvement  d'un  point  mate'riel  eur  un  cercle  horizontal  qui  se  meut  d'un 

mouvement  uniforme  aatour  d'un  axe  vertical  passant  par  un  point  O  de 
la  circonference.    Tourrettes.    N.  ann.  math.  XXXIII,  118. 

510.  Mouvement  de  deuz  points  qui  s'attirent  proportionellement  ä  leur  masse  et 

ä  leur  distance,  un  point  restant  sur  une  verticale  et  l'autre  sur  un  plan 
horizontal  qui  tourne  uniformäment  autour  de  la  verticale.  Tourrettes. 
N.  ann.  math.  XXXVIII,  175. 

511.  Position  d "equilibre  de  deuz  poids  s'attirantB  proportionellement  ä  leur  masses 

et  ä  une  puissance  connue  de  leur  distance  mutuelle  et  assujettis  a  se 
mouvoir  sur  deuz  plans  donn£s.  Tourrettes.  N.  ann.  math.  XXX VIII, 
173. 

512.  Mouvement  de  trois  points  mate'riels  but  une  ellipse.    PtaszyckL    N.  ann. 

math.  XXXVIII,  279. 

513.  Erweiterung  der  bekannten  Speciallösung  des  Dreikörperproblems.    Hoppe. 

Grün.  Archiv  LXIV,  218. 

514.  Sur  les  conditions  de  re*sistance  d'un  tube  elliptique,  dout  repaisseur  est  faible, 

soumis  ä  r action   d'une   pression  uniforme  inte*rieure.     Resal.    Journ. 
mathe'm.  Ser.  3,  V,  319. 
Vergl.  Aerodynamik.     Astronomie.    Attraction.    Capillarität.    Differential- 
gleichungen 329.    Elasticitat.    Elektrodynamik.    Hydrodynamik.    Pendel. 
Potential.    Schwerpunkt.    Trägheitsmoment 

Methode  der  kleinsten  Quadrate. 
Vergl.  Mazima  und  Minima  499.    Reihen  570. 

O. 

Oberfliehen. 

515.  Zur  Theorie  der  Flachen.    Röthig.    Grelle  L XXX V,  250.    [Vergl.  Bd.  XXIV, 

Nr.  623.] 

516.  Ueber  Enveloppen  geodätischer  Linien,     v.  Braunmühl.     Mathem.  Annal. 

XIV,  557. 

517.  Untersuchungen  über  kürzeste  Linien.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXIV,  60. 

518.  Ueber   die   kürzesten  Linien   auf  den  Mittelpunktsflächen.     Hoppe.     Grün. 

Archiv  LXIII,  81. 

519.  Abwickelbare  Mittelpunktsflächen.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXIII,  205. 

520.  Ueber  die  Bedingung,  welcher  eine  Flächenschaar  genügen  muss,  um  einem 

dreifach  orthogonalen  Flächensystem  anzugehören.  Hoppe.  Grün,  Archiv 
LXIII,  286. 

621.  Beiträge  zur  Theorie  der  Minimalflächen.    I.  Projectivische  Untersuchungen 

über  algebraische  Minimalflächen;  II  Metrische  Untersuchungen  über 
algebraische  Minimalflächen.    S.  Lie.   Mathem.  Annal.  XIV,  331;  XV,  466. 

622.  Ueber  Minimalflächen.     Kiepert.    Crelle  LXXXV,  171.     [Vergl.  Bd.  XXIII, 

Nr.  662.] 


Abhandlungsregister.  215 


623.  Ueber  einige  nicht  algebraische  Minimalflächen,  welche  eine  Schaar  alge- 
braischer Curven  enthalten.    H.  A.  Schwarz.    Crelie  LXXXVII,  146. 

524.  Sur  la  courbe  enveloppe'e  par  les  axes  des  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  donnes  et  sur  les  axes  des  surfaces  de  rävolution  du  second  ordre 

Sui  passent  par  cinq  points  donn£s.    Sur  les  lignes  spiriques.    Laguerre. 
i  ann.  math.  XXXVIIl,  206. 
625   Zur  Classification  der  Flächen  dritter  Ordnung.   Bodenberg.  Mathem.  Annal. 

XIV,  46. 
626.  Zur  Theorie  der  Flächen  dritter  Ordnung    R.  Sturm.    Crelie  LXXXVIII,  213. 

527.  Ueber  die  Polarhexaeder  bei  den  Flächen  dritter  Ordnung.    Cromo  na.    Ma- 

them  Annal.  XIII,  301. 

528.  Bemerkungen  zu  der  Geometrie  auf  den  Linienflächen  vierter  Ordnung.   Har- 

nack.    Mathem.  Annal.  XIII,  49.    (Vergl.  Bd  XXIV,  Nr.  16] 

529.  Ueber  Strahlensysteme  zweiter  Classe  und  die  Kummer'sche  Fläche  vierter 

Ordnung  mit  16  Knotenpunkten.     Reye.    Crelie  LXXXVI,  84. 

530.  On  the  tetrahedroid  as  a  particular  case  of  the  16 -nodal  quarüc  surface. 

Cayley.    Crelie  LXXXVII,  161. 

531.  Sur   une  surface  du  quatrieme  degre*  engendräe  par  une  conique.     Tour- 

rettes.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  102. 

532.  On  aspidal  surfaces.    Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XVI,  109. 

Vergl.  Abzählende  Geometrie  269.  Krümmung  483,  484.  Krümmungslinien. 
Maxima  und  Minima  521,  522,  523.  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Optik 
640.    Ultraelliptische  Transcendenten  630. 


Oberflächen  «weiter  Ordnung. 
633.  Ueber  die  algebraische  Parameterdarstellnng  der  Schnittcurve  zweier  Flächen 

zweiter  Ordnung.    Harnack.    Mathem.  Annal.  XV,  560. 
684.  Sur  les  sections  circulaires  des  surfaces  du  second  ordre.    Souvander.   Crelie 

LXXXV,  339.  —  So ui Hart  ibid.  LXXXVII,  220. 
536.  Beweis   eines  Satzes  von  den  Oberflächen  zweiter  Ordnung.     Milinowski. 

Crelie  LXXXV,  88. 

536.  Sur  les  cönes   du   second   degre*   sur  lesquels  se  trouvent  les  six  normales 

men&s  d'un  point  ä  une  surface  du  second  ordre.  N.  ann.  math.  XXX  VIII, 
466 
Vergl.  Ellipsoid.    Hyperboloid.    Oberflächen  524. 

Operationssälen!. 

537.  On  ceitain  symbolic  theorems  of  Professor  Crofton's.   Glaisher.   Quart.  Journ. 

math.  XVI,  257.     [Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  324] 

538.  On  certain  6ymbolic  theorems  derived  from  Lagrange's  series.    Glaisher. 

Quart.  Journ.  math.  XVI,  263. 

539.  Theorems  in  the  calcnlus  of  Operations.    Crofton.    Quart.  Journ.  math.  XVI, 

323. 

Optik. 

640.  Ueber  die  durch  den  Malus'schen  Satz  definirten  Flächen.    Roethig.    Crelie 

LXXXVIII,  22.     [Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  523.] 

641.  The  number   of  lenses  required   in   an  achromatic  objective.     HarkneBB. 

Washingt.  Bull.  III,  66. 

642.  Theorie  des  telescopeB  Gregory  et  Cassegrain.    Mace*  de  Läpinay.   N.  ann. 

math.  XXXVIIl,  266. 

P. 

Parabel. 
648.  Theoreme  sur  la  parabole.    Borel.    N.  ann.  math.  XXXVIIl,  234. 
644.  Ueber  Parabel -Secanten  und  Sehnen  nebst  einigen  Folgerungen.    H.  Simon. 
Grün.  Archiv  LXIV,  215. 

546.  Sur  le  mouvement  d'une  parabole  parallelement  ä  elle-m&ne  de  facon  que 

chacun  de  ses  points  ^de*crive  une  parabole.    Gambey.    N.  ann.  math. 
XXXVIIl,  326. 

Pendel. 
646.  Sur  le  pendule.    Hermite.    Crelie  LXXXV,  246. 

Planimetrie. 

547.  Satz  vom  rechtwinkligen  Dreieck.    Sinram.    Grün.  Archiv  LXII1,  108. 

548.  Extension  du  thäoreme  de  Pythagore.    Pisani.    N.  ann.  math  XXXVIIl,  427. 
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549.  On  donne  les  trois  cdtes  a,  bt  e  d'un  triangle;  däterminer  la  quantite*  x  qu'il 

fout  retrancher  de  chaque  cöte*  pour  que  le  triangle  qui  aurait  pour  cöt& 
a—xfb—x,c—x  Boit  rectangle.  Leinchugel.  N.  ann. math.  XXXVI II,  368. 

550.  Proprio  d'une  transversale  par  le  point  milieu  d'un  cöte*  d'un  triangle  äqoi- 

lateral.    Robaglia.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  809. 

561.  Construire  un  triangle  ABC  connaiesant  la  base  AB,  donnee  de  position, 

Tangle  an  sommet  C  et  un  point  P  pris  sur  la  bissectrice  de  Tangle 
forme*  en  C  par  le  cöte*  AU  et  le  prolongement  du  cöte*  BC.  Lez. 
N.  ann.  math.  XXXVIII,  113. 

562.  Relations  entre  les  cöte*s  d'un  triangle  et  les  bissectrices  intärieures  de  sea 

trois  angles.    N.  ann.  math.  XXX VIII,  311. 

563.  Construire  un  triangle  connaiesant  le  longueur  de  deux  cote*  et  la  bissectrice 

de  Tangle  qu'ils  fönt.    Lez.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  112. 
554.  Distances  mutuetles  entre  les  pieds  des  six  bissectrices  d'un  triangle.   Dostor. 

Gran.  Archiv  LXIV,  426. 
565.  Surfaces  des  triangles  dont  les  somraets  sont  leß  pieds  des  bissectrices  d'un 

triangJe  donnä.    Dostor.    Grün.  Archiv  LXIV,  407. 

556.  Proprio  du  triangle  inscrit  servant  ä  de'terminer  le  grand  axe  d'une  ellipse 

dont  on  connait  deux  diametres  conjugues.  Cauret.  N.  ann.  math. 
XXXVIH,  428. 

557.  Aire  d'un  trapeze  exprimee  par  les  aires  des  deux  triangles  forme*  par  les 

bases  et  les  diagonales.    Lez.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  112. 
568.  Sur   deux  rectangles  superposes,  dont  un  tourne  autour  d'un  point  cherche. 
Robaglia.    N.  ann.  math.  XXXVIII,  114. 
Vergl.  Reihen  682.    Zahlentheorie  652. 

Potential. 
669.  Ueber  den  allgemeinsten  Ausdruck  der  inneren  Potentialkräfte  eines  Systems 
bewegter  materieller  Punkte,  welcher  sich  aus  dem  Princip  der  Gleich- 
heit von  Wirkung  und  Gegenwirkung  ergiebt.     A.  Mayer.    Mathem. 
Annal.  XIII,  20. 

560.  Räflexions  au  sujet  d'un  thäoreme  d'un  memoire  de  Gauss  sur  le  potentiell 

E.  Mathieu.    Crelle  LXXXV,  264. 

561.  Untersuchungen  über  das  logaritb mische  und  Newton'sche  Potential.    C.  Nen- 

mann.    Mathem.  Annal.  XIII,  255. 

562.  On  Jellet's  equatdon  in  the  theory  of  Potentials  and  its  application  to  the 

attractions  in  two  dimensions  of  thin  circular  lomiuae  for  the  several 
inverse  odd  powers  of  the  distance.    Townsend.    Quart.  Joum.  math. 
XVI,  140. 
Vergl.  Abbildung  253.    Geschichte  der  Mathematik  405. 

o. 

.  Quadratische  Beste. 

663.  Zur  Theorie  der  quadratischen  und  cubischen  Reste.   G.  Meyer.   Grün.  Archiv 

LXIII,  1. 

Quadratur. 

664.  Aire  du  secteur  limite*  par  la  courbe  ?8  =  a*  log  - — —  et  par  les  rayonB  vec- 

teure   correspondant  ä  »  =  «  et  «=-,     Courbe.     N.   ann.  math. 

xxxvm,  124. 

665.  Through  the  focus  of  an  ellipse  a  rieht  line  is  drawn  cutting  the  ellipse  in  the 

pointe  D  and  E  and  at  the  midde  point  of  DJ?  an  indefinite  right  line 
is  drawn  perpendicular  to  DE.  It  is  required  to  find  the  form  and  aren 
of  the  curve  that  this  perpendicular  always  touches.  A.  Hall.  Washingt. 
Ball  I,  30.  «uadratwnrwl. 

666.  Approximation  des  moyennes  geome*triques  par  des  senes  de  moyennes  arith- 

mätiques  et  de  moyennes  harmoniques.  J.  J.  A.  Mathieu.  N.  ann.  math. 
XXXVIII,  529.  , 

567.  Limite  de  l'erreur  qu'on  commet,  en  substituant,  dans  un  calcul,  la  moyenne 
arithme'tique  de  deux  nombres  a  leur  moyenne  gäomdtrique.    Do  stör. 
Grün.  Archiv  LXIII,  220. 
VergL  Kettenbrüche  469. 
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Beetlfleatton. 
568.  On  a  series  for  the  determination  of  the  number  expressing  the  ratio  of  the 
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679.  Limites  entre  les  quell  es  se  trouve  la  valeur  de  la  serie  —  +  — ITi  "*"***"' — • 
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Vergl.  Mannichfaltigkeiten  493. 

Trajectorle. 
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617.  Addition  to  a  paper  „a  theorem  in  trigonometry".    Glaisher.    Quart.  Journ. 
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